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Plans  tangents  doubles  et  triples  (*). 

1 .  Un  plan  peut  être  assujetti  à  toucher  une  fois,  deux 
fois  ou  trois  fois  une  surface  algébrique  S"  du  degré  /i,  et, 
en  outre,  dans  les  deux  premiers  cas,  â  deux  autres  con- 
ditions ou  à  une  seule,  respectivement.  Ces  plans  sont  les 
plans  tangents  simples^  les  plans  tangents  doubles  et 
les  plans  tangents  triples  de  la  surface. 

2.  On  conclut  de  ce  qui  vient  d*ètre  dit,  que  les  trois 
nombres  ci-après  sont  finis  et  déterminés,  savoir  :  i^  le 
nombre  des  plans  tangents  simples  qui  passent  par  une 


(*)  M.  G.  Salmon  s'est  occupé  de  cette  question  dans  un  Mémoire  très- 
intéreuant,  lu  en  i855  devant  TAcadémie  royale  d'Irlande,  et  iroprimé 
dans  le  XXIII*  volume  des  Transactions  de  cette  Société  (1857)  sous  le 
titre  :  On  ihe  degree  ofthe  surface  reciprocal  to  a  given  one. 

Mais,  en  ce  qui  concerne  notamment  les  plana  tangents  triples,  après 
avoir  indistinctement  déduit  la  formule  qui  en  exprime  le  nombre, 
comme  une  conséquence  de  certaines  relations  existantes  entre  les  antres' 
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droite  donnée^  a^  le  nombre  des  plans  tatigents  doubles 
qui  passent  par  un  point  donné  ;  3^  le  nombre  des  plans 
tangents  triples;  et  nous  aurons  à  déterminer  ces  trois 
nombres,  entre  autres  questions  à  résoudre. 

3.  Dans  tout  ce  qui  va  stiivre,  nous  suppôiet^otts  que  la 
•urfAcie  ddntiée  S"  n'a  qâe  les  singularités  qui  lai  sont 
propres,  c'est-à-dire  qu'elle  est  des  plus  générales  dans  son 
degré. 

4.  Plans  tangents  simples.  —  La  théorie  en  est  bien 
connue  ;  il  suffit  donc  de  rappeler  quelques-unes  de  leurs 
propriétés,  qui  seront  utiles  ci-après. 

Un  plan  tangent  quelconque  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  plane  G"  qui  a  uti  point  double  au  point  de  contacta. 
Les  tangentes  eu  a,  aux  deux  branches  de  la  C"  qui  y  pas- 
sent, sont  osculatrices  de  la  surface  et  asymptotes  de  sou 
indicatrice  en  ce  point.  Elles  partagent  la  surface,  autour 
du  point  a,  en  quatre  régions  opposées  deux  à  deux  par  le 
sommet.  La  courbure  de  la  surface,  qui  est  nulle  sur  les 
tangentes  dont  il  s'agit,  change  de  signe  quand  on  passe 


singularités  de  la  surface,  le  savant  professeur  s'exprime  ainsi,  p.  478  : 
«  It  would  be  désirable  to  teât  thèse  results  by  obtaidlng  tbe  number 
»  of  triple  taqgent  planes  to  a  surface  of  the  n^^  degree  by  a  différent 
M  process.  I  haVe  èbdeâyoured  tô  détermine  this  nuttiber  by  the  same  me- 
»  thod  by  which  we  determioed  the  nature  of  the  curve  of  coblact  of 
a  double  tangent  planes  to  the  surface...  I  hâve  not  succeeded,  hotreTer, 
a  in  deriving  the  theory  of  triple  tangent  planes  in  this  way.  » 

Dans  une  Note,  en  date  du  13  février  1867  qui  termine  son  Mémoire; 
M.  G.  Salmon  reproduit,  sans  démonstration,  une  formule  alors  récente, 
due  au  D'  Schlàfli,  mais  qui  fait  connaître  seulement  la  somme  de  deux 
nombres,  dont  l'un  est  le  sextuple  de  celuf  des  plahs  tangents  triples. 
En6n,  dans  son  Traité  récent  sur  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  le  sa- 
vant auteur  reproduit  purement  et  simplement  sa  première  solution. 

On  voit  donc,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans  d'autres  détails, 

que  )a  question  n'est  pas  épuisée. 

(;oir«  da  Heii<iae,  octobre  isn. 
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d'une  région  à  la  région  voisine.  Ainsi,  quand  ces  tan- 
gentes sont  imaginaires,  la  surface  a  une  conrbure  de 
même  signe  dans  tous  les  azimuts  autour  de  sa  normale 
en  a.  Quand  elles  sont  réelles  et  distinctes,  la  courbure, 
nulle  dans  quatre  azimuts  particuliers,  change  de  signe 
alternativement  en  passant  de  Kun  à  Tautre.  Enfin,  si  elles 
sont  coïncidentes,  la  courbure  ne  change  pas  de  signe  ; 
mais  il  y  a  un  azimut  où  elle  est  nulle.  Le  point  a  est 
alors  un  point  de  rebroussement  sur  la  courbe  C**,  et, 
comme  la  tangente  at  en  ce  point  représente  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines,  il  s'ensuit  que  le  plan  tan- 
gent qui  les  contient  toutes  deux  est  tangent  à  S"  suivant 
deux  de  ses  éléments  consécutifs.  C'est  une  sorte  de  plan 
tangent  double,  parfaitement  analogue  aux  tangentes  d'in- 
flexion des  courbes  planes  qui  sont  aussi  des  tangentes 
doubles  d'une  espèce  particulière.  On  lui  donne  indis- 
tinctenaent  le  nom  de  plan  d^ inflexion  ou  de  plan  sta- 
tionnaire;  nous  adopterons  cette  dernière  expression. 

5.  En  chacun  n  des  points  de  S"  où  le  plan  tangent  est 
stationnaire,  l'indicatrice  de  la  surface  est  une  parabole^ 
c'est  ce  qui  a  fait  donner  aux  points  t:  le  nom  de  points 
paraboliques,  et  à  la  courbe  gauche  II,  qu'ils  forment 
par  leur  succession,  celui  de  courbe  parabolique  de  la 
surface. 

6.  La  courbe  d'intersection  de  S"  par  la  surface  P^"^^), 
première  polaire  d'un  point  P  relative  à  cette  surface, 
est  la  courbe  du  contour  apparent  de  la  surface,  vue 
du  point  P.  Cette  courbe  gauche  est  donc,  en  général,  du 
degré  n(n  —  i)  ;  et  tel  est  aussi  le  degré  du  cône  circon- 
scrit a  S"f  qui  a  son  sommet  au  point  P. 

7.  Si  le  point  P  se  meut  sur  une  droite  L,  ses  polaires 
premières  forment  un  faisceau  de  surfaces  du  degré 
(n  —  i).  La  courbe  gauche  G""*  ,  qui  sert  de  base  au 
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faisceau,  est  le  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires  pas- 
sent par  la  droite  L  \  c'est  la  courbe  polaire  de  L  relative 
à  S".  Cette  courbe  coupe  S"  en  w  (n —  i)*  points.  Tel  est 
donc  le  nombre  des  plans  tangents  qu^on  peut,  en  géné- 
ral, mener  à  une  surface  du  degré  n  par  une  droite  don- 
née ;  en  d'autres  termes,  telle  est  la  classe  de  la  surface 
donnée,  quand  elle  ne  possède  ni  points  multiples,  ni 
courbes  multiples,  c'est-à-dire  quand  elle  n'a  que  les  sin- 
gularités qui  lui  sont  propres. 

8.  Plans  tangents  doubles.  —  Si  la  courbe  C",  suivant 
laquelle. le  plan  tangent  à  S"  en. un  pointa  coupe  cette 
surface,  possède  un  second  point  double,  le  plan  tangent 
est  un  plan  tangent  double.  Il  en  existe  plusieurs  espèces 
qu'on  peut  désigner  et  caractériser  ainsi  qu'il  suit,  savoir  : 

i"  ESPÈCE.  Plans  tangents  stationnaires.  -p-  Il  en  a 
été  déjà  question.  La  courbe  C'*  n\  qu'un  point  double; 
mais  c'est  un  point  de  rebroussement  de  première  es- 
pèce. Ces  plans  établissent  en  quelque  sorte  la  transi- 
tion entre  les  plans  tangents  simples  et  les  plans  tan- 
gents doubles. 

2^  ESPÈCE.  Plans  bitangents.  —  Ils  touchent  la  sur- 
face en  deux  points  distincts,  qui  sont,  sur  la  courbe  C", 
des  nœuds  ou  des  points  isolés, 

3*  ESPÈ^.  Plans  bilangents  unistationnaires .  —  Les 
deux  points  de  contact  sont  distincts;  l'un  d'eux  est  situé 
sur  la  courbe  parabolique  II.  L'un  des  deux  points  dou- 
bles de  la  courbe  C'*  est  un  point  de  rebroussement  de 
première  espèce. 

4^  ESPÈCE.  Plans  tangents  bistationnaires .  —  Les  deux 
points  doubles  de  la  courbe  C"  sont  réunis  en  un  seul  ;  en 
d'autres  termes,  deux  branches  de  C  se  touchent  au  point 
de  contact,  suivant  une  droite  qui  a  un  contact  du  troi- 
sième ordre  ayec  la  surface.  Le  plan  tangent  est  station- 
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naire  en  deux  points  consécutifs,  situés  nécessairement 
sur  la  courbe  n  ^  il  touche  S"  suivant  la  tangente  à  cette 
courbe  au  point  de  contact,  et  c'est  cette  tangente  parti- 
culière de  la  courbe  II  qui  a  avec  S"  un  contact  du  troi- 
sième ordre. 

Remarque,  —  Les  plans  tangents  de  la  troisième  et  de 
la  quatrième  espèce  établissent  la  transition  entre  les 
plans  tangents  doubles  et  les  plans  tangents  triples. 

5*  E8PÈGB.  Plans  bitangents  bistatîonnaires.  —  Les 
deux  points  de  contact  sont  distincts,  mais  situés  l'un  et 
l'autre  sur  la  courbe  17.  La  courbe  C"  a  deux  points  de 
rebroussement  de  première  espèce.  Ces  plans  sont  une 
espèce  de  plans  tangents  quadruples. 

Avant  d'entrer  dans  les  détails  relatifs  a  ces  diverses 
espèces  de  plans  tangents,  il  convient  de  rappeler,  à  titre 
de  lemmeSy  quelques  propositions  préliminaires  que  j'ai 
énoncées  ailleurs  [*). 

9.  Lemmes.  —  i**  Les  surfaces  polaires  premières  de 
tous  les  points  de  1  espace,  relatives  à  une  même  surface  S", 
forment  un  système  d'ordre  {n  —  i)^  celles  de  tous  les 
points  d'.un  plan  forment  un  réseau^  celles  de  tous  les 
points  d'une  droite  forment  un  faisceau. 

2^  Quand  deux  surfaces  d'un  même  système  se  tou- 
chent en  un  point,  il  y  en  a  une  infinité  d'autres  qui  se 
touchent  en  ce  point*,  l'une  d'elles  y  possède  un  nœud  ou 
point  conique;  et  le  lieu  des  points  de  contact  des  sur- 
faces du  système  est  aussi  le  lieu  de  leurs  points  co- 
niques. 

3°  Quand  un  point  P  est  tel,  que  ses  polaires  pre- 
mières,  relatives  à  quatre  surfaces  d^un  système  quel- 


C)  Voir  ma  précédente  Étude  sur  les  singularités  des  surfaces  algébritiues 
{Journal  de  If.  Ltouvillc,  l.  Vil,  -j^'  série,  p.  4^9). 
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conque^  choisies  de  telle  sorte  qu! elles  tî' appartiennent 
pas  ensemble  à  un  mente  rëseau  du  système,  passent 
par  un  même  point  Q,  les  polaires  du  point  P,  relatix^es 
à  toutes  les  autres  surfaces  du  système,  passent  aussi 
par  le  point  Q. 

On  peut  dire  que  le  point  Q  est  un  point  dont  les 
plans  polaires,  relatifs  à  quatre  surfaces  quelconques 
du  système^  passent  par  un  même  point. 

4"  Le  lieu  du  point  Q  est  aussi  le  lieu  des  points  de 
contact  des  surfaces  du  système.  C'est  une  surface  Q*  ^""*^ 
du  degré  ^[n  —  2),  quand  le  système  se  compose  de  sur* 
faces  du  degré  (n  -^  i)« 

On  peut,  d'après  le  (21^)^  designer  cette  surface  sous  le 
nom  de  surface  nodale  de  la  proposée  S'*)  ainsi  que  je 
Tai  fait  dans  Tarticle  précité» 

5**  La  suifa^e  nodale  Q*  ^"~'^  passe  par  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  stationnaires  de  S'*  et  par  ses 
nœuds  ou  ses  courbes  multiples,  quand  elle  en  possède. 
Cette  dernière  hypothèse  étant  écartée,  il  s'ensuit  que  la 
courbe  gauche  n*'*(""*\  intersection  de  S"  et  de  Q*f"~*), 
est    la    courbe    parabolique  H    définie   précédemment 

10.  Cela  posé,  Tensemble  des  plans  tangents  station- 
naires forme  une  surface  développable  circonscrite  à  S" 
le  long  de  la  courbe  IT,  et  à  laquelle  on  peut  mener 
4/i(/i  —  i)  (71  —  a)  plans  tangents  par  un  point  quel- 
conque P,  puisque  tel  est  le  nombre  des  points  d'inter- 
section de  la  courbe  II  avec  la  courbe  du  contour  appa- 
rent de  la  surface,  vue  du  point  P. 


(")  La  démonstration  de  ces  lemmes  eût  été  intéressante;  mais  elle 
m'aurait  entraîné  dans  des  détails  assez  longs,  et  j'aurais  couru  le  risquo 
d'abuser  de  lu  gracieuse  hospitalité  que  M.  le  Rédacteur  a  bien  voulu 
accorder  à  cet  article. 
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11.  En  général}  la  droite  osculatrice  suivant  laquelle 
un  plan  stationoaire  touche  S",  a  une  direction  différente 
de  celle  de  la  tangente  en  ce  point  à  la  courbe  IT  *,  quand 
ces  deux  droites  se  confondent,  le  plan  tangent  devient 
bisutionnaire,  et  correspond  aux  tangentes  d'ondalation 
on  de  double  inflexion  des  courbes  planes. 

12.  La  considération  des  plans  tangents  stationnai res 
donne  lieu  à  un  théorème  intéressant  dont  voici  Té- 
noncé  : 

En  chaque  point  de  la  courbe  gauche  G"*)  baêe  d\in 
faisceau  de  surfaces  (S")  9  il  passe  en  général  qw^lnè  sur- 
faces, dont  chacune  a  un  plan  stationnatre  en  ce  point. 

Le  théorème  (dû  à  M.  Poncelet)  relatif  aux  quatre 
cônes  du  second  degré  qui  passent  par  la  base  d^un  fais- 
ceau de  surfaces  du  second  ordre  est,  comme  on  voit,  un 
cas  particulier  du  précédent,  qui  n^est  lui-même  qu'un 
cas  particulier  d'un  théorème  plus  général  que  je  ferai 
connaître  ailleurs. 

13.  Plans  bitangenls  ou  plans  tangents  doubles  pro- 
prement dits  (a*  espèce).  —  Cherchons  combien  il  passe 
de  ces  plans  par  un  point  quelconque  P;  et,  pour  rendre 
cette  recherche  plus  claire,  supposons  d'abord  qu'il  s'a- 
gisse de  trouver  combien  il  passe,  par  le  point  P,  de  plansi 
tangents  à  S",  qui  soient  en  même  temps  tangents  à  une 
autre  surface  S"  égale  à  la  première.  Les  plans  tangents 
a  ces  deux  surfaces,  qui  passent  par  le  point  P,  forment 
deux  cônes  qui  sont  l'un  et  Tautre  du  degré  n  (n —  j  )*  (n*^  7) . 
Donc,  parmi  ces  plans,  il  y  en  a  n*  (n  —  i)*  qui  touchent 
à  la  fois  les  deux  surfaces. 

Si  l'on  amène  la  deuxième  surface  à  coïncider  avec  la 
première,  le  nombre  précédent  devra  être  diminué  de 
celui  des  plans  tangents  qui,  passant  par  P,  touchent 
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cotte  surface  en  un  point  de  la  courbe  G"*,  suivant  la- 
quelle les  deux  surfaces  se  coupent  un  instant  avant  que 
la  coïncidence  soit  établie.  Car  les  pians  tangents  aux 
deux  surfaces  en  chacun  de  ces  points,  plans  qui  étaient 
distincts  avant  la  coïncidence,  se  confondent  après  en  uu 
seul,  qui  figure  comme  plan  double  parmi  ceux  qui  sont 
compris  dans  le  nombre  n*  (n  —  i)^,  quoiqu'il  ne  soit 
plus  alors  qu*un  simple  plan  tangent  de  la  surface  propo- 
sée. Or  le  nombre  de  ces  plans  est  égal  à  celui  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  G'**  avec  celle  du  contour 
apparent  G"^"""*^  donc  k  n*  (n  —  i). 

Actuellement,  le  nombre  restant  contient  ensemble  le 
triple  du  nombre  réel  des  plans  stationnaires  et  le  dou- 
ble du  nombre  des  plans  bi tangents  -,  je  veux  dire  que  ces 
plans  sont,  par  la  nature  même  de  la  démonstration, 
comptés,  les  uns  trois  fois  et  les  autres  deux  fois,  dans  la 
formule.  Ainsi 

2jr  -f-  3/  =  rt'(/î  —  i)*  —  /i*(/ï  —  i). 
Mais  il  a  été  prouvé  plus  haut  (n®  10)  que 

Donc 

I 


X 


=.-  n[n  —  \)[n  —  2)  (n* —  «'-4-  «  —  12) 


14.  hes  n(n  —  ^){n — a)  (/*' — n'-j-n  —  la)  points 
de  contact  de  ces  plans  bi  tangents  sont  situés  sur  une 
surface  du  degré  [n  —  2)  (/i* —  n*-f-  n  — 12).  Car  si 
Ton  fait  mouvoir  le  point  P  sur  une  droite,  les  courbes 
de  contour  apparent,  qui  correspondent  à  ses  positions 
successives,  forment^  sur  la  surface  S",  un  faisceau  de 
courbes  G"^"~*^  Or  chacune  des  courbes  ayant 
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points  communs  avec  la  surface  cherchée,  laquelle  ne 
passe  pas  généralement  par  les  points  qui  forment  la  base 
du  faisceau  (puisque  ce  faisceau  est  quelconque,  comme 
la  droite  L  elle-même) ,  il  s^ensuit  que  la  surface  est  du 
degré  (n  —  a)  (n* — n^-^n  — 12).  Elle  coupe  S"  sui- 
vant une  courbe  gauche  que  nous  appellerons  A,  dont  le 
degré  est  n(n — a)  (w* — n!-|-/i  —  la),  et  qui  est  le 
lieu  des  points  de  contact  des  plans  bitangents.  Les  plans 
bi tangents,  circonscrits  à  S"  le  long  de  la  courbe  A,  en- 
veloppent une  surface  développable  de  la  classe 

-  /i(/i  —  i)  (/î  —  7.)  (/ï'—  «*-f  n  — 12)  ; 

cette  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 

15.  Les  plans  tangents  des  troisième,  quatrième  et 
cinquième  espèces,  énumérées  ci-dessus  (8)^  sont  néces- 
sairement compris  parmi  ceux  dont  les  points  de  con- 
tact se  trouvent  aux  intersections  des  courbes  II  et  A. 
Ainsi  leur  nombre  total  est  exprimé  par  la  formule 

N  =  4«  («  —  2)* («' — /l'-h  «  —  1 2), 

et  ils  y  sont  compris  dans  les  proportions  suivantes, 
savoir  : 

Les  plans  bitangents  unistationnaires ,  chacun  une 
seule  fois  ;  nous  en  désignerons  le  nombre  par  x. 

Les  plans  tangents  bistationnaires,  chacun  deux  fois. 
Car  si  a,  b,  c,  d  sont  quatre  points  consécutifs  d^une 
même  droite,  le  long  de  laquelle  le  plan  touche  la  surface, 
on  peut  le  regarder  comme  tangent  suivant  (abc)  (cd)^ 
ou  bien  suivant  (ab)  (bcd)  ;  nous  désignerons  par  y  le 
nombre  de  ces  plans. 

Les  plans  bitangents  bistationnaires,  chacun  six  fois. 
Car  si  les  deux  groupes  de  trois  points  consécutifs  qui 
déterminent  le  double  contact  sont  désignés  par  a,  6,  c  *, 


(  M) 

^)  ^9^9  o^  P^^^  regarder  chacun  dfs  plans  doni  il  s'agit 
comme  étant  bitangent  stationnaire  de  six  manières 
distinctes,  sayoir  : 

(abc)  [de);       {abc)(e/);       (abc)(/d); 
(ab)(de/);       {bc){de/);        {ca){dçf). 

On  aura  donc,  en  appelant  z  le  nombre  de  ces  plans, 

Les  plans,  dont  le  nombre  est  désigné  par  y,  touchent 
S"  le  long  d'une  droite  qui  a  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  la  surface.  Or,  M.  G.  Salmon  a  démontré, 
dans  le  tome  IV  du  Journal  mafJiématiaiia  de  Cam^ 
bridge  y  que  les  points  de  S"^  où  une  droite  a  un  tel  con- 
tact avec  la  surfaee,  sont  situés  sur  une  surface  du  degré 
1 1  fi  —  a4*  Cette  surface  coupe  8"  suivant  une  courbe 
gauche  F,  du  degré  n[iin  —  24)5  qui  a  par  conséquent 

4«(/î-^2)(i  i/i  —  24) 

points  communs  avec  la  courbe  II.  Mais  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  courbes  se  touchent  partout  où  elles  se  ren- 
contrent, et  qu'il  faut  ne  prendre,  pour^,  que  la  moitié 
du  nombre  précédent.  Car  le  plan  bistationnaire  ne  peut 
toucher  S**  suivant  deux  droites  coïncidentes  ayant  un 
contact  du  troisième  ordre  avec  la  surface,  que  si  cette 
droite  (double)  est  une  tangente  de  la  courbe  II.  Les  deux 
points  infiniment  voisins  de  cette  courbe  jouissent  donc 
alors  de  la  propriété  que,  par  chacun  d'eux,  il  passe  une 
droite  biosculatrice  de  la  surfaoe,  c'est^^à^dire  qu'ils  ap- 
partiennent aussi  à  la  courbe  F.  On  a  donc 

iys=i^n{n  —  7i)(\\n—  24), 

d'où 

.r  -|-6«  =  N  —  2^  =  4''  ('*  —  3t)(/i  —  3)(«'+  3/1  —  16), 
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et,  comme  S"  ne  possède  qu'accidentellement  des  plans 
tangents  de  Fespèce  z,  on  peut  écrire,  en  général, 

a:=z  ^n{n  —  2)(/i  —  3)(/î*-|-3/i  —  l6). 

16.  Plans  tangents  tri'plçs.  —^  Si  la  courbe  C",  sui- 
vant laquelle  le  plan  tangent  en  a  coupe  S",  possède 
deux  autres  points  doubles  d^  b,  le  plan  touche  la  surface 
en  ces  trois  points  -,  c'est  un  plan  tangent  triple.  Nous  en 
connaissons  déjà  trois  eapèces,  classées  parmi  les  plans 
tangents  doubles.  Il  en  existe  deux  autres,  qui  se  divi- 
sent chacune  en  plusieurs  variétés,  savoir  : 

i''^  espèce.  —  Les  plans  tangents  triples  proprement 
dits,  ou  plans  tritangents,  dont  les  trois  points  de  con*- 
tact  sont  distincts  ; 

a*  espèce»  ^-  Los  plans  ayant  un  triple  contact  avec  S" 
en  un  même  point. 

17.  La  première  espèce  comprend  quatre  variétés, 
qui  sont  : 

i^  Les  plans  tritangents  ordinaires,  dont  les  trois 
points  de  contact  (qui  appartiennent  à  la  courbe  A  et  qui 
en  sont  des  points  doubles)  sont,  sur  la  courbe  plane  C", 
des  nœuds  ou  des  points  isolés  ; 

2?  Les  plans  tritangents  unistationnaires,  dont  Tun 
des  trois  points  de  contact,  situé  à  la  fois  sur  les  courbes 
n  et  A,  est  un  point  de  rebrou$6ement  de  la  courbe  C"  ; 

3^  Les  plans  tritangents  bistationnaires,  dont  deux 
points  de  contact  sont  des  points  de  rebroussement  sur  la 
courbe  C"  -, 

4^  Enfin,  les  plans  tritangents  tristationnaires ,  dont 
les  trois  points  de  contact  sont  des  points  de  rebrousse- 
ment sur  la  courbe  C". 

18.  Le  plan  tangent  appartient  à  la  deuxième  espèce, 
quand  les  trois  points  doubles  de  la  courbe  C"  se  réunis- 
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sent  en  un  seul,  pour  former  un  point  triple.  Ce  point 
iriple  étant  susceptible  d*appartenir  à  plusieurs  variétés, 
il  en  est  de  même  du  plan  tangent^  mais  comme  cette 
singularité  n*appartient  pas  à  une  S"  quelconque,  il  est 
inutile  dMnsister  sur  ce  sujet.  Quand  un  plan  tangent 
appartient  à  la  deuxième  espèce,  une  tangente  quelcon- 
que de  S",  menée  par  le  point  de  contact,  est  osculatrice 
de  la  surface  en  ce  point  ;  et  elle  est  biosculatrice  dans 
trois  directions  (celles  des  tangentes  aux  trois  branches 
de  C"),  dont  une  est  toujours  réelle.  Un  tel  point  de  con- 
tact est  donc  tel,  que  le  plan  tangent  est  stationnaire 
dans  toutes  les  directions  autour  de  lui,  et  ce  point  de 
contact  est  un  véritable  ombilic  d'une  espèce  particu- 
lière. La  surface  est,  en  ce  point  singulier,  osculée  par 
un  plan,  ou,  si  l'on  veut,  par  un  cône  d'une  ouverture 
égale  à  180  degrés. 

19.  Plans  tritangents.  —  Si  Ton  se  représente  l'en- 
semble des  plans  bi tangents  qui  sont  circonscrits  à  S" 
le  long  de  la  courbe  A ,  ceux  d'entre  eux  qui  touchent  S" 
en  un  troisième  point  sont  les  plans  tangents  triples  dont 
il  s'agit  de  trouver  le  nombre.  Adoptant  un  mode  de  so- 
lution analogue  à  celui  du  n°  13,  cherchons  d'abord 
combien  il  y  a  de  ces  plans  qui  touchent  une  seconde  sur- 
face égale  à  S".  Or  les  plans  bitangents  de  S"  forment 
une  surface  développable  dont  la  classe  est  marquée  par 
le  nombre 

-«(/i  —  i)(/»  —  2)  (/i*  — n^-j-ii  —  12), 

c'est-à-dire  à  laquelle  on  peut  mener  ce  nombre  de  plans 
tangents  par  un  point  quelconque  (n"  14). 
Donc  il  y  en  a 

-W  (« l)(/î 2)  (/î' /f'-h  Al 12)  X«  (« l)* 


/ 
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qui  touchent  cette  seconde  surface.  Mais  chacun  d*eux  se 
trouvera  répété  trois  fois,  après  que  la  coïncidence  des 
surfaces  aura  été  établie  ]  on  aura  donc  d'abord 

Il  faut  déduire  de  ce  nombre  celui  des  points  de  rencon- 
tre de  la  courbe  A  avec  la  courbe  G"*  suivant  laquelle 
les  deux  surfaces  se  coupaient,  alors  qu'on  les  supposait 
distinctes,  savoir:  n*  [n  —  a)  (/i*  —  n^-^n  —  u),  et  il 
vient 

3/'=  -  n^n — 3t)(/?'  —  4'^*-f-7/f*  —  21/1*- 1-4'^''*  — 39/1^-1-36/1). 

Il  faut  ensuite  en  retrancher  le  nombre  des  plans  bitan- 
gents  unistationnaireS)  qui  forment  une  espèce  à  part,  et 
dont  les  points  de  contact  se  trouvent  aux  points  de  ren- 
contre des  courbes  A  et  II  ;  et,  comme  chacun  de  ces 
plans  en  représente  trois  superposés,  le  nombre  à  sous- 
traire est 

-  n{n  —  2)  (24/1*  —  72/i*-f-72«'  —  336/î -1-576). 

Enfin^  en  chacun  des  points  de  rencontre  (qui  sont, 
comme  on  l'a  dit,  des  points  de  tangence)  de  la  courbe 
parabolique  II  avec  là  courbe  F,  lieu  des  points  de  con- 
tact des  droites  biosculatrices,  le  plan  tangent  est  un 
plan  tangent  bi station n aire,  espèce  ci-après  examinée,  et 
étrangère  à  celle  qui  nous  occupe  ici.  Chacun  de  ces  plans 
est  d'ailleurs  compris  deux  fois  dans  la  formule  générale, 
parce  qu'il  y  a  deux  manières  d'assembler  quatre  points 
consécutifs  a,  &,  c,  d,  de  manière  à  en  former  deux  grou- 
pes, composés,  Tuu  de  trois,  et  l'autre  de  deux  points  con- 
sécutifs, savoir  :  (abc)  (cd)  et  [ab)  [bcd).  Le  deuxième 
nombre  à  soustraire  est  donc 

2.4^  (a  —  2)(H/I  — a4)> 
Ànn.  de  êlathémat.,  2^  série,  t.  U1.  (Janvier  1864  )  ^ 
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et  il  vient  enfin,  pour  le  nombre  cherché  f , 

/=  -T«(/ï  —  a) 

X  (/?' — 4""+7''* — 45«*-f-  ï  i4'»^—  '  ï  !«' -1-543'» — 9^^)î 

formule  dans  laquelle  il  est  aisé  de  vérifier  que  le  second 
membre  est  toujours  un  nombre  entier,  comme  cela  doit 
être  par  la  nature  même  de  la  question. 

20.  On  trouve  ainsi  qu*u«e  surface  du  troisième  ordre 
possède^  en  général^  i35  plans  tangents  triples,  donl  cha- 
cun par  conséquent  coupe  la  surface  suivant  trois  droites; 
ce  qui  s'accorde  avec  cet  autre  théorème,  savoir  :  qu'/7 
existe  sur  la  surface  27  droites,  par  chacune  desquelles 
on  peut  mener  cinq  plans  tangents  triples  (*). 

Dans  le  cas  d'une  surface  du  quatrième  ordre,  on 
a  t  =:  3aoo.  Ilj  a  donc  ^200 plans  distincts^  dont  chacun 
coupe  la  surface  suivant  une  C^  douée  de  trois  points 
doubles. 

2i.  Quant  aux  plans  tangents  triples,  dont  les  trois 
points  de  contact  coïncident,  les  seuls  dont  une  surface 
soit  douée,  en  général,  sont  les  plans  tangents  bistation- 
naires,  dont  le  nombre  l!  est  donné  par  la  formule 

t^  =  zn(n  —  2)  (i  i«  —  24). 

Par  exemple,  il  j  a  54  plans  différents,  dont  chacun 
coupe  une  surface  du  troisième  ordre  suii^ant  une  conique 
et  une  droite  tangentes  entre  elles ^  en  d^autres  termes, 
si,  autour  de  chacune  des  27  droites  de  la  surface,  on  fait 
tourner  un  plan,  il  y  aura  deux  positions  du  plan  pour 
chacune  desquelles  la  conique,  suivant  laquelle  le  plan 


(*)  Ces  deux  beaux  théorèmes,  dont  j'ai  eu  occasion  de  donner  une  dé- 
monstration dans  les  Nouvelles  Annales,  sont  dus  à  M.  Caylcy  (  voir  t.  XVIII, 
p.  129). 
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coupe  S^,  touchera  la  droite  v  résultat  d'ailleurs  facile  à 
prévoir  :  car  si  on  fait  tourner  un  plan  autour  d^une 
des  27  droites  de  la  surface,  les  coniques  suivant  les- 
quelles il  coupe  S'  marquent  sur  la  droite  deux  séries  de 
points  en  involution,  et  chacun  des  deux  points  doubles 
de  cette  involution  est  le  point  de  contact  d'une  conique 
qui,  conjointement  avec  la  droite,  satisfait  a  la  question. 

22.  II  nous  reste  à  faire  connaître  quelques  propriétés 
intéressantes  qui  caractérisent,  à  d^autres  points  de  vue, 
les  principales  espèces  de  plans  tangents  d'une  surface  S**, 
et  qui  sont  relatives  aux  surfaces  polaires  et  nodales  de 
cette  surface. 

Nous  avons  vu  (n**  9,  4**)  que  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  surfaces  polaires  premières  de  S"  est  une  surface 

Q^  ,  qui  est  en  même  temps  le  lieu  de  leurs  points 

coniques. 

On  sait  que  chaque  point  Q  de  cette  surface  a,  pour 
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surface  n  —  2  polaire,  un  cône  du  second  degré,  dont 
le  sommet  P  a  pour  polaire  première  celle  des  polaires 
qui  a  un  point  conique  au  point  Q  (^)*  Les  points  P 
et  Q  sont  ainsi  correspondants  ou  réciproques  l'un  de 

Tautre.  Le  lieu  du  point  P  est  une  surface  P^**  ,  du 

degré  4  ('ï — a)*»  On  peut  appeler  les  surfaces  P«,  Qo, 
surfaces  nod€des  conjuguées  de  la  proposée  S",  en  adop- 
tlint  Texpression  consacrée  par  M.  Steiner  d^ns  la 
théorie  des  courbes  planes,  pour  une  circonstance  ana- 
logue à  celle  dont  il  est  ici  question. 

23.  Cela  posé,  le  plan  T,  tangent  à  la  surface  Pq  au 

(*)  Voir  VÊtude  déjà  citée  sar  les  points  doubles  des  surfaces  algébri- 
ques {Journal  de  M.  Liouville,  t.  VII,  a*  série).  Je  donnerai  dans  une  autre 
occasion  la  démonstration  de  ce  théorème  et  de  quelques  autres  que, 
faute  d'espace,  je  n*ai  pu  qu'énoncer. 

2. 
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point  P,  réciproque  d'un  point  de  Q,  contient  tous  les 
points  de  l'espace  dont  les  surfaces  polaires  passent  au 
point  Q,  et  pariiculièremeut  une  droite,  passant  par  P, 
dont  les  points  sout  les  pôles  des  polaires  qui  se  tou- 
chent au  point  Q.  Le  plan  T  n'est  donc  autre  chose  que 
le  plan  polaire  du  point  Q,  et  Ton  peut  dire  que  la  surface 
nodale  Po  est  enx^idoppée  par  les  plans  polaires  des  points 
de  Vautre  nodale  Qo»  Quand  le  point  Q  est  sur  S",  le 
plan  M,  tangent  à  S",  est  stationnai  re  le  long  de  deux  droites 
infiniment  voisines,  disons  le  long  de  la  droite  double 
osculatricede  S'' en  ce  point.  Ce  plan  touche  la  surface  Po 
au  point  P5  donc  la  surface  dé\^eloppable,  formée  par 
tous  les  plans  stationnaires  de  S",  et  circonscrite  à  S",  le 
long  de  la  courbe  parabolique  II,  est  aussi  circonscrite 
[mais  par  un  contact  simple)  à  la  surface  nodale  Pq. 
Si  n  =  3,  les  surfaces  nodales  Qo  etPo  se  confondent 
en  une  seule  Q^,  du  quatrième  ordre,  lieu  des  sommets 
des  cônes  polaires.  Donc 

La  suif  ace  nodale  d'une  surface  du  troisième  ordre  S^ 
passe  par  les  points  de  contact  des  plans  stationnaires 
de  cette  surface^  et  leur  est  tangente  en  un  autre  point; 
théorème  analogue  à  celui  qui  a  lieu  pour  les  courbes 
planes  du  troisième  ordre. 

Dans  le  cas  de  n  quelconque,  le  cône  du  second  degré, 

n —  a  polaire  du  point  Q,  et  dont  le  sommet  est  au 
point  P,  a  avec  S",  au  point  a,  un  contact  statioiHMfre  le 
long  de  la  droite  double  qui  est  osculatrice  de  S". 

24.  Si  le  plan  M  est  un  plan  tangent  bi  stationna  ire 
de  S'',  les  polaires  qui  se  touchent  en  Q  ont  un  contact 
slationnaire  en  ce  point,  et  le  plan  M  louche  la  surface 
nodale  Po  au  point  P,  par  un  contact  stationuaire.  La 
droite  PQ  est  en  outre  taugente  en  Q  à  la  courbe  para- 
bolique n  (15),  donc  à  Taulre  surface  nodale  Qo. 
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25.  EdCh,  si  le  plan  M  est  un  plan  tangenl  de  la 
deuxième  espèce  (18),  il  est  stationnaire  dans  toutes  les 
directions  (19);  il  y  a  donc  une  infinité  de  faisceaux  de 
polaires,  respectivement  tangentes  entre  elles  au  point  Q, 
qui  forment  un  réseau  dont  la  surface  commune  est  celle 
qui  est  douée  du  point  conique.  Leurs  pôles  sont  distribués 
respectivement  sur  toutes  les  droites  menées  par  le  point  Q 
dans  le  plan  M^  et,  comme  elles  doivent  toutes  toucher  la 
surface  nodalePo  au  point  P  (23),  il  s'ensuit  nécessaire- 
ment que  les  points  P  et  Q  coïncident.  On  voit  encore 
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que  le  cône,  n  —  a  polaire  du  pointQ,  devant  avoir  un 
contact  stationnaire  avec  chacune  de  ces  droites,  se 
réduit  à  deux  plans  coïncidents,  confondus  avec  le  plan 
tangent  M. 


SOLUTIONS  n  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Questions  563,  564  et  565  (Faurb) 

(Toir  t.  XX,  p.  16}  ; 

Par  m.  CREMONA. 

1.  Ou  donne  un  faisceau  de  courbes  de  Pordre  //, 
ayant  n*  points  communs.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  (*) 
de  ces  courbes  ?  Pour  connaître  Tordre  de  ce  lieu ,  il 
sufBt  de  découvrir  le  nombre  de  foyers  qui  tombent  sur 
une  droite  quelconque,  par  exemple  sur  la  droite  a 
rinfini. 

Parmi  les  courbes  du  faisceau,  ilyenaa(/i  —  i)du 


{*)  On  9ippe\\e /hixers  d'une  courbe  les  interseclions  des  tangentes  me- 
nées à  la  courbe  par  les  deux  points  circulaires  à  l'infini. 
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genre  parabolique,  c'est-à-dire  qui  sont  tangentes  à  la 
droite  à  Tinfini.  Ces  courbes  seules  peuvent  avoir  des 
foyers  à  Tinfini. 

Soient  o),  iù'  les  points  circulaires  à  Tinfini.  Si  par 
chacun  de  ces  points  on  mène  les  H(n, —  i)  tangentes  à 
une  courbe  du  faisceau,  les  /*'(/»  —  i)*  intersections  de 
ces  tangentes  sont  les  foyers  de  la  courbe.  Lorsque  celle-ci 
est  parabolique,  il  n'y  a  que  n(n  —  i) — i  tangentes 
(autres  que  la  droite  à  l'infini)  issues  de  (ù  ou  de  ct>'  ;  donc 
[n(n  —  i)  —  i]*  foyers  seulement  seront  à  distance  finie  ; 
les  autres  ^n(n  —  i)  —  i  tombent  à  Tinfini.  Cela  doit 
être  répété  pour  chacune  des  2(n — i)  courbes  parabo- 
liques; donc  la  droite  à  l'infini  contient 

2(/i  —  i)[a/î(/i  —  i)  —  i] 

foyers,  et  par  conséquent  ce  nombre  est  Tordre  du  lieu 
cherché. 

De  ces  foyers  à  l'infini,  a(i»  —  i)  sont  les  points  de 
contact  des  courbes  paraboliques  avec  la  droite  (ùod']  les 
autres  4 ('*  —  ')['*('*  —  *)  —  ']  coïncident  évidemment 
avec  a),  ct>^;  donc,  chacun  des  points  circulaires  est  mul- 
tiple, suivant  le  nombre  ^  (/»  —  i)  [n  [n  —  i)  —  i]. 

Parmi  les  courbes  du  faisceau,  il  y  eu  a  3(/»  —  i)*  qui 
ont  un  point  double  ;  ces  3  (n  —  i)*  points  sont  des  points 
doubles  aussi  pour  la  courbe  des  foyers. 

En  résumé  :  Le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  courbes  de 
Tordre  n,  ayant  /i*  points  communs,  est  une  courbe  de 
l'ordre 

qui  passe  a(/i  —  i)  [/i  (»  — i)  —  i]  fois  par  chacun  des 
points  circulaires  à  Tinfini,  et  deux  fois  par  chacun  des 
3  (/i  —  i)*  points  doubles  des  courbes  données. 

Pour  /}  =  a  on  a  le  théorème  de  M.  Faure,  qui  con- 
stitue la  question  565,  savoir  :  fc  lieu  t/csjoyers  des  co- 


niques  qui  passent  par  quatre  points  est  une  courbe  du 
sixième  ordre, 

2.  Soit  donnée  une  série  de  courbes  de  la  classe  m, 
c'est-à-dire  le  système  de  toutes  les  courbes  de  cette  classe 
qui  ont  m*  tangentes  communes.  En  suivant  le  même 
raisonnement,  on  trouve  que  le  lieu  des  foyers  est  une 
courbe  de  Tordre  ^n  —  i,  ayant  deux  points  imaginaires, 
multiples  de  l'ordre  n  —  i ,  situés  à  TinBni  sur  un  cercle, 
et  un  seul  point  réel  à  Tinfini,  déterminé  par  la  courbe 
qui,  seule  dans  le  système  donné,  est  parabolique. 

3.  Soient  données  quatre  droites  abc^  ah'c\  a'bc\ 
a'Vc  formant  un  quadrilatère  complet,  dont  a  et  a', 
b  ^l  V^  cet  c'  sont  les  sommets  opposés.  Les  diagonales 
aa\  bV^  ce'  forment  un  triangle  ABC  (A  intersection 
de  bV  et  de  ce',  etc.).  Considérons  les  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  donné  :  parmi  ces  coniques,  il  y  a 
une  parabole  et  trois  systèmes  de  deux  points,  c'est-à-dire 
(a,  a%  (i,  V),  et  {c,  c'). 

Toute  conique  du  système  considéré  a  quatre  foyers  : 
ce  sont  les  quatre  intersections  des  tangentes  menées 
par  les  points  ciixsulaires  co,  ei>'.  Pour  la  parabole,  trois 
foyers  tombent  à  Tinfini  en  co,  a>'  et  au  point  i  où  la 
parabole  est  tangente  à  la  droite  wo)'.  Ce  dernier  point 
est  sur  la  droite  qui  passe  par  les  milieux  des  diagonales 
oa',  bU,  cc\  parce  que  cette  droite  contient  les  centres 
de  toutes  les  coniques  du  système.  La  parabole  a  un  qua- 
trième foyer  o,  qui  n'est  pas  à  Tinfini  :  c'est  rinterseclion 
des  tangentes  oco,  otù'  à  la  courbe,  qui  passent  par  les 
points  circulaires. 

Les  deux  triangles  oa>a>',  bca'  étaqt  circonscrits  à  nue 
même  conique  (la  parabole  du  système),  sont  inscrits 
dans  une  seconde  conique.  Mais  toute  conique  passant 
par  w,  ^jt>'  est  un  cercle  :  donc  o  appartient  au  cercle  qui 
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passe  par  &,  c,  a'.  De  même  pour  les  triangles  caV^  abc\ 
a'b'c']  donc,  le  foyer  o  de  la  parabole  est  le  point  com- 
mun aux  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  formés 
par  les  droites  données. 

En  vertu  de  ce  qu'on  a  observé  au  u?  %  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  (courbes  de  la  deuxième  classe)  tan- 
gentes aux  quatre  droites  données  est  une  courbe  du 
troisième  ordre  passant  par  les  points  circulaires  à  Tin- 
Gni,  c'est-à-dire  une  cubique  circulaire,  selon  Texpres- 
sion  de  M.  Salmon,  Cette  courbe  a  une  seule  asymptote 
réelle,  qui  est  parallèle  à  la  droite  des  centres.  Les  six 
sommets  du  quadrilatère  appartiennent  aussi  à  la  cu- 
bique, parce  que  ces  points  sont  des  foyers  pour  les  co- 
niques (a,  a'),  (A,  ft'),  (c,  {?'). 

Ainsi,  sur  chacune  des  diagonales  aa\  bb\  ce'  nous 
connaissons  deux  points  de  la  cubique,  lieu  des  foyers  : 
cherchons  la  troisième  intersection . 

Si  b  est  cette  troisième  intersection  de  la  diagonale  aa' 
par  la  cubique,  les  droites  /&>,  l(ù'  seront  tangentes  à  une 
;  même  conique  du  système.  Or,  les  couples  des  tan- 
gentes menées  par  /  aux  coniques  du  système  forment 
.  une  inyolution.  La  diagonale  aa'  est  un  rayon  double 
de  cette  involution,  parce  qu'elle  est  la  seule  tangente 
qu'on  puisse  mener  de  /  à  Id  conique  (a,  a').  Le  second 
rayon  double  est  /A:  en  effet,  A  est  le  pôle  de  aa'  par 
rapport  â  toute  conique  du  système,  donc  /A  est  tangente 
en  /  à  la  conique  du  système  qui  passe  par  /. 

Deux  droites  conjuguées  de  l'involution  (les  tangentes 
menées  par  /  à  une  même  conique  du  système)  et  les 
droites  doubles  doivent  former  un  faisceau  harmonique; 
par  conséquent,  l'angle  des  droites  laa\  /A  doit  être  di- 
visé harmoniquement  par  /w,  loi'»  Mais  si,  dans  un 
faisceau  harmonique,  deux  rayons  conjugués  passent  par 
Içs   points  circulaires  à   Tinfini,   on  sait   que  les  deux 
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autres  sont  rectangulaires  ('*');  donc,  laa' ei  /A  sont  à 
angle  droit,  c'est-à-dire,  les  troisièmes  intersections  de  la 
cubique  par  les  diagonales  sont  les  pieds  /,  m,  n  des  hau- 
teurs du  triangle  ABC. 

Remarquons  que  les  neuf  points  a,  a\  &,  b\  Cj  c\  /, 
m,  n  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  la  cubique  dont  il 
s*agjt.  En  effet,  par  ces  points  passent  les  trois  aa\ 
bb\  ce'  et,  par  conséquent,  un  nombre  infini  d^autres 
courbes  du  troisième  ordre.  Pour  déterminer  notre 
courbe^  lieu  des  foyers,  ajoutons  qu'elle  est  circulaire, 
qu'elle  a  son  asymptote  réelle  parallèle  à  la  droite  qui 
passe  par  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère,  et 
qu'elle  passe  par  le  point  o  commun  aux  cercles  circon- 
scrits aux  quatre  triangles  du  quadrilatère. 

Ainsi,  les  théorèmes  de  M.  Faure  ('*''*')  sont  démontré^. 


Question  491 

(  voir  lomo  XVIII,  page  448)  ; 

Par  m.  CREMONA. 

1 .  A  est  une  courbe  de  Tordre  /i,  B  une  conique,  dans 
un  même  plan.  D'un  point  quelconque  situé  sur  A  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  polaire  de  ce  point  rela- 
tivement à  B,  1^  Quelle  est  Tenvcloppe  de  cette  perpendi- 
culaire? 2®  Quel  est  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire? 


(')  Go  peal  définir  CCS  droites  qui  TODt  aux  points  circulaires  à  l'infini 
comnoe  les  rayons  doubles  de  l'inToIntion  engendrée  par  un  angle  droit 
qui  tonrne  antoor  de  son  sommet  fixe.  (Chasles,  Géométrie  supérieure,  ) 

(**)  563.  La  courbe  du  troisième  ordre  ^ui  passe  par  les  si±  sommets  d'un 
^madrilaière  complet  et  par  les  pieds  des  hauteurs  du  triattf;le  formé  par  ses 
diagonales  passe  par  les  points  circulaires  à  l  Unjiai. 

564.  Cette  eowbe  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère et  rappelle  le  cercle  dans  la  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre. 
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Deux  droites  perpendiculaires  sont  polaires  conjuguées 
par  rapport  à  la  conique  (enveloppe  de  deuxijàme  classe) 
formée  par  les  points  circulaires  o),  a>'  à  Tinimi  ;  ainsi, 
le  premier  problème  revient  à  celui-ci  : 

Soit  m  un  point  quelcongue  de  A\M  la  droite  polaire 
de  m,  relatii^ement  à  la  conique  B  ;  |^  ^  pâle  de  M,  r«- 
latis^ement  à  la  conique  (cd,  o)')^  c'est-q-dire  le  conjugué 
harmonique  du  point  à  l^ infini  sur  M,  par  rapport 
à  (<ùy  0)');  quelle  est  Vem^eloppe  de  la  droite  mii? 

Cherchons  combien  de  droites-analogues  à  mfi  passent 
par  un  point  arbitraire  o.  Si  Ton  mène  par  o  une  droite 
quelconque  qui  rencontrera  Â  en  /i  points  m,  m  V  •  •  »  '^^  P^ 
lairesM,M',.**9decespoints,  par  rapporta  la  conique  B, 
auront  leurs  pôles  |x,  fx^,...,  relatifs  à  (o),  eo'),  situés  sur  n 
droites  Ofx,  oii^y,..  Si,  au  contraire,  on  mène  arbitraire- 
ment une  droite  o/jL  ([jl  point  à  Tinfini),  soit  v  le  conjugué 
harmonique  de  /jl,  par  rapporta  (od,  od')-,  du  point  v  on 
pourra  mener  n  tangentes  M,  M',....  à  la  courbe  A'  po- 
laire réciproque  de  A,  par  rapport  à  la  conique  B.  Ces 
tangentes  auront  leurs  pôles  m,  m'^...,  relatifs  à  B,  situés 
sur  n  droites  om^  om'y.,,.  Ainsi,  à  une  droite  om  cor- 
respondent n  droites  o|x,  et  à  une  droite  oii  corres- 
pondent n  droites  oni,  Donc^  par  un  principe  connu 
(dont  M.  de  Jonquières  a  fait  un  heureux  usage),  il  y 
aura  a/i  coïncidences  de  deux  droites  ow,  ofx  correspon- 
dantes; c'est-à-dire,  Venveloppe  de  mjui  est  une  courbe  K 
de  la  classe  a/i. 

2*  Si  m  est  à  l'infini  (sur  la  courbe  A),  la  droite  mp 
tombe  entièrement  à  Tinfini  ]  donc  la  droite  à  Tinfini  est 
une  tangente  de  K  multiple  suivaut/i,  cVst-à-dire  K  a  2/1 
branches  paraboliques.  Ainsi,  K  n'a  que  n  tangentes  pa- 
rallèles à  une  direction  donnée,  ou  bien  passant  par  un 
point  ^  donné  à  Tinfini.  Si  v  est  le  conjugué  harmonique 
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de  fi  par  rapport  à  ca,  a>\  et  m,  m\ . . . ,  les  pôles,  relatifs  à  B, 
des  A  tangentes  de  A'  qui  passent  par  v,  les  droites  mfx, 
m^fi....  seront  les  n  tangentes  de  K  qai  aboutissent  à  [i. 
Si  V  est  un  point  (à  rinfini)  de  A',  deux  tangentes  de  celte 
courbe  coïncident  et^  par  conséquent,  deux  tangentes  mfJL 
de  K  coïncideront  aussi,  c'esl-à-dire  [i  sera  un  point 
de  K.  Il  s^ensuit  que  la  courbe  JL  a.  n(n  —  i)  asymptotes 
respectivement  perpendiculaires  aux  asymptotes  de  A^ 
En  particulier,  si  v  tombe  en  a>,  le  point  fi  y  tombe  aussi  ] 
donc,  si  A'  a  des  branches  (imaginaires)  passant  par  a>,  a>', 
la  courbe  K  y  passe  autant  de  fois. 

3.  Les  droites  tangentes  des  courbes  A^  et  K  corres- 
pondent entre  elles,  une  à  une.  En  effet,  si  Ton  donne  M 
tangente  de  A^  soient  m,  /a  les  pôles  de  M  par  rapport 
aux  coniques  B  et  (a>,  gi>^)  ;  /njut  sera  la  tangente  de  K  qui 
correspond  à  M.  Réciproquement,  soit  N  une  tangente 
de  K,  V  le  pôle  de  N  par  rapport  à  j[cit),  co')  *,  la  droite  po- 
laire de  V  par  rapport  à  la  conique  B  coupera  N  en  un 
point /n^  et  la  droite  polaire  de  ni  par  rapport  à  la  même 
conique  B  sera  la  tangenîle  de  A^  qui  correspond  à  N. 
Cela  étant,  le  deuxième  problème  que  je  me  suis  pro- 
posé peut  être  énoncé  comme  suit  : 

Trouver  le  lieu  du  point  commun  à  deux  tangentes 
correspondantes  des  courbes  A',  K. 

Menons  une  transversale  arbitraire  et  cherchons  com- 
bien de  fois  deux  tangentes  correspondantes  de  A',  K  se 
rencontrent  sur  cette  transversale.  D'un  point  quel- 
conque p  de  la  transversale  on  peut  mener  n  tangentes 
à  A';  les  n  tangentes  correspondantes  de  K  rencontreront 
la  transversale  en  n  points  q.  Réciproquement,  d'un 
point  quelconque  </  de  la  transversale  on  peut  mener  2/i 
tangentes  à  K;  les  2/t  tangentes  correspondantes  de  A' 
conperont  la  U'ansversale  en  2/1  points  p.  Ainsi,  à  un 
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point/;  correspondent  n  points  q^  et  à  un  point  q  cor- 
respondent a/1  points  p.  Donc,  il  y  aura  sur  la  transver- 
sale Zn  coïncidences  de  deux  points /?,  q  correspondants, 
c'est-à-dire,  le  lieu  cherché  est  une  courbe  H  de  1  or- 
dre S/i. 

Par  chacun  des  points  o),  («>'  passent  n  tangentes  de  A' 
et  les  n  tangentes  correspondantes  de  K;  donc,  les  points 
circulaires  à  l'infini  sont  des  points  multiples  suivant  n, 
pour  la  courbe  H. 

Nous  avons  vu  que  la  droite  à  l'infini  représente  fi\kn^ 
gentes  de  K;  par  conséquent,  les  points  à  Tinfini  sur  les  h 
tangentes  correspondantes  de  A'  appartiendront  à  fl; 
c'est-à-dire,  la  courbe  H  a  n  asymptotes  respectivement 
parallèles  aux  diamètres  de  la  conique  B,  qui  sont  conju- 
gués  aux  directions  des  asymptotes  de  A. 

Il  est  évident  que  la  courbe  H  passe  par  les  ara  inter- 
sections de  A  et  B. 

4.  Si  Ton  fait  /i  =  a  (question  491),  A  et  A' sont  deux 
coniques  (polaires  réciproques  par  rapport  à  B);  K  est 
de  la  quatrième  classe  et  H  est  du  sixième  ordre.  Je  vais 
considérer  deux  cas  particuliers. 

1°  Soient  A,  B  et,  par  conséquent.  A'  des  paraboles 
semblables;  a  leur  point  commun  à  Tinfîni.  La  polaire 
de  a,  par  rapport  à  B,  est  la  droite  à  Tinfini  :  donc,  toute 
droite  menée  par  a  est  une  tangente  de  K,  c'est-à-dire  que 
cette  enveloppe  est  composée  du  point  a  (enveloppe  de 
première  classe)  et  d'une  eourbe  K^  de  troisième  classe. 
D'un  point  quelconque  v  à  Tinfini  on  peut  mener  une 
seule  tangente  à  la  parabole  A^  :  donc  il  y  a  une  seule  tan- 
gente de  K'  qui  aboutit  à  |ut,  conjugué  harmonique  de  v 
par  rapport  à  (ot>,  cr>^).  Mais  si  v  tombe  en  a,  cette  tan- 
gente de  A'  tombe  à  l'infini  ;  par  conséquent,  au  point  ci^ 
conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  à  (oi>,  &>'),  il  n'y 
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a  cju^une  tangente  de  K',  la  droite  à  l'iiiGm.  Cela  sigiiifu* 
(|ue  li  <'st  un  point  d'inflexion  de  K',  et  la  droite  à  TinGni 
estla  tangente  relative,  c'est-à-dire  que  K'  a  deux  branches 
perpendiculaires  (avec  les  convexités  intérieures)  aux 
diamètres  des  paraboles  données^  autrement  K'est  une 
parabola  cuspidata  (classification  newtonienne). 

Lorsque  A  est  une  conique  quelconque,  la  droite  à  F  in- 
fini représente  deux  tangentes  de  K  ^  dans  le  cas  que  nous 
considérons,  les  tangentes  correspondantes  de  A'  tombent 
elles-mêmes  à  Finfini  :  donc,  tout  point  à  l'infini  compte 
deux  fois  comme  point  du  lieu  H  ;  par  conséquent  ce  lieu 
se  décompose  en  deux  droites  qui  coïncident  à  Finfini  et 
en  une  courbe  H'  du  quatrième  ordre.  On  voit  aisément 
que  H'  passe  par  les  points  circulaires  et  louche  en  a  la 
droite  à  Finfini,  c'est-à-dire  que  H'  a  deux  branches 
paraboliques  parallèles  aux  branches  des  paraboles  don- 
nées. 

2^  Soient  A,  B,  el,  par  conséquent,  A'  des  cercles  con- 
centriques, c'est-à-dire  des  coniques  passant  par  co,  co'et 
ayant  en  ces  points  les  mêmes  tangentes  oeo,  oiù  (o  cen- 
tre commun  des  cercles).  On  conclut  immédiatement  de 
la  théorie  générale  que,  dans  ce  cas  parliculier,  K  se  ré- 
duit à  quatre  points,  dont  deux  coïncident  en  o;  les  deux 
autres  sont  a>,  &)'-,  et  H  se  décompose  en  quatre  droites  et 
un  cercle;  les  quatre  droites  coïncident  deux  à  deux 
avec  oco  el  oo)'  :  le  cercle  est  A^ 

5.  Pour  /i  =  1 ,  on  a  ce  théorème  connu  : 
On  donne  une  droite  A  et  un  faisceau  A' de  droites  :  les 
points  de  A' correspondent  anharmonîquement  aux  rayons 
de  A^;  d  un  point  quelconque  de  A  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire sur  le  rayon  correspondant.  L'enveloppe  de  cette 
perpendiculaire  est  une  parabole;  le  lieu  du  pied  de  la 
perpendiculai  re  est  une  cubique  circulaire  dont  Fasymptote 
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réelle  est  parallèle  au  rayon  de  A'  qui  correspond  au  poîiil 
à  Tinfîni  de  A. 

6.  On  démontre  d'une  manière  analogue  les  théorèmes 
dans  Tespace  : 

A  est  une  courbe  gauche  de  Tordra  n  ^  B  une  surface  du 
second  degré.  D'un  point  quelconque  de  A  on  abaisse  la 
perpendiculaire  sur  le  plan  polaire  de  ce  point  relative^ 
ment  à  6;  le  lieu  de  cette  perpendiculaire  est  une  surface 
gauche  du  degré  2n,  qui  a  n  génératrices  k  Tinfini  et  un 
cône  asymptote  de  Tordre  /i^  dont  les  génératrices  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  plans  tangents  du  c6ne 
asymptote  de  la  surface  développable  A',  polaire  récipro- 
que de  A  par  rapport  à  B. 

Le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  est  une  courbe 
gauche  de  Tordre  3  n  qui  a  2  /i  points  sur  le  cercle  imagi* 
naire  à  Tinfini . 

Si  n  =  I ,  on  a  ce  théorème  : 

On  donne  une  droite  A  dont  les  points  correspondent 
anharifioniquement  aux  plans  passant  par  une  deuxième 
droite  A^  D'un  point  quelconque  de  A  on  abaisse  la  per- 
pendiculaire sur  le  plan  correspondant^  le  lieu  de  la  per- 
pendiculaire est  un  paraboloïde  qui  a  un  plan  dii*ecteur 
perpendiculaire  à  la  droite  A'^  le  lieu  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire est  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre 
(cubique  gauche)  qui  passe  par  les  points  où  le  plan 
directeur  nommé  rencontre  le  cercle  imaginaire  à  Tinfini. 
On  peut  donner  k  cette  espèce  de  cubique  gauche  le  nom 
de  cercle  gauche  ou  cubique  gaucfie  circulaire. 


Questions  677,  678  et  679  (Schrôter) 

(Toirr  série,  t.  II,  p.  sn); 

Par    M.    CREMONA. 
On  trouve  démontré  analytiquement  dans  les  Mémoires 
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lie  MM.  Hesse  et  Cayley,  et  géoméfriqurment  dans  mon 
Introduzionc  ad  una  teoria  geornetrica  délie  cirrve 
piane^  que  dans  un  réseau  {l'été)  de  coniques  {*)  il  y  en 
a  certaines,  en  nombre  infini,  qui  se  réduisent  à  deux 
droites,  et  qne  ces  droites  enveloppent  une  courbe  (géné- 
rale) de  troisième  classe,  que  j'ai  nommée  courbe  cay- 
leyenne  du  réseau  (**)-  Les  trois  tangeMes  qu^on  peut  me- 
ner à  celte  courbe  par  un  point  donné  o  sont  les  trois  côtés 
du  quadrangle  complet  inscrit  aux  coniques  du  réseau 
qui  passent  par  o. 

Un  réseau  est  déterminé  par  trois  coniques  données  et 
contient  toutes  les  coniques  des  trois  faisceaux  auxquels 
les  coniques  données,  considérées  deux  a  deux,  donnent 
Ken.  Donc 

Trois  coniques  quelconques  ont  généralement,  deux 
à  deux^  six  cordes  communes^  les  dix-huii  cordes  qui 
en  résultent  touchent  une  même  courbe  de  la  troisième 
classe  (question  679). 

Si  Les  trois  coniques  données  (et  par  conséquent  toutes 
celles  du  réseau)  ont  un  point  commun  o ,  les  neuf  droites 
cpî  joignent  o  aux  neuf  points  d'intersection  des  coniques 
(deux  à  deux)  seront  tangentes  à  la  cajl&yenne.  Mais 
une  crourbe  (propre)  de  la  troisième  classe  ne  peut  ad- 
mettre qne  trois  tangentes  au  plus,  issues  d'un  même 
point;  donc,  dans  le  cas  actuel,  la  cajleyenne  se  décom- 
pose en  une  enveloppe  de  première  classe  (le  point  o) 


(*)  Un  réseau  de  coniques  est  Vensemble  de  toutes  les  coniques  assujet- 
ties k  trois  conditions  communes  leUes,  que  par  deux  points  pris  à  vo- 
lonté snr  le  plan  il  ne  passe  qu'une  seule  de  ces  coniques. 

(**)  If .  Steiner  a  donné  h  cette  courbe,  dans  le  cas  d'un  réseau  d'ordre 
quelconque,  le  nom  de  eourhe  nodale  du  réseau,  dénomination  adoptée 
par  plusieurs  géomètres.  {Voir  aussi,  à  ce  sujet,  la  pa^^e  19  ci-dessus, 
lipne  ^.) 
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et  en  une  enveloppe  de  deuxième  classe  (une  conique)^ 
dope 

Si  trois  coniques  ont  un  point  commun,  les  neuf  côtés 
des  trois  triangles  qui  sont  formés  par  les  autres  points 
d* intersection  des  coniques,  considérées  deux  à  deux, 
touchent  une  même  conique  (question  678). 

On  déduit  des  mêmes  considérations  le  théorènte  sui- 
vant,  très-connu  : 

Si  trois  coniques  ont  une  corde  commune,  les  autres 
cordes  communes  aux  coniques,  considérées  deux  à 
deux,  passent  par  un  même  point. 

La  question  677  est  Tin  verse  de  678.  Soient  donnés 
trois  triangles  a^  &,  c, ^  at  b^  c^,  a^  b^  Cs,  circonscrits  à 
une  même  conique  K^  les  sommets  de  ces  triangles,  con- 
sidérés deux  à  deux,  déterminent  trois  coniques  Ci,  Ct,C|, 
c'est-à-dire 

CxSs[a^htCja^b^e^),  Ci^[a^b^c^a^bxC,),  Cs^{«,^,c,fl,^aC,). 

La  caylejenne  du  réseau  déterminé  par  les  trois  co- 
niques Ct ,  Ct ,  Cs  aura,  diaprés  la  dé&nition  de  cette 
courbe,  neuf  tangentes  (les  côtés  des  trois  tnangles)  com- 
munes avec  la  conique  K.  Mais  une  courbe  (propre)  de 
troisième  classe  et  une  conique  ne  sauraient  avoir  que  six 
tangentes  communes  au  plus-,  donc  la  caylejenne  est 
formée  par  deux  enveloppes  partielles,  la  conique  K  et 
un  point. 

Soit  o  la  quatrième  intersection  de  Ci  et  C|  (outre 
^1  bx  Cl),  et  supposons  qu^une  conique  C  soit  décrite  par 
oa^b^c^a^  et  qu'elle  rencontre  C|  en  |3|,  y%  (outre  oa^). 
En  vertu  d'un  théorème  démontré  ci-devant  (ques- 
tion 678),  les  côtés  des  triangles  a^  b^  Cx ,  a^  i«  c^,  a^  jSs  y% 
seront  tangents  à  une  même  coniqtie,  la  conique  donnée  K. 
Mais  K  ne  peut  pas  admettre  quatre  tangentes  distinctes 
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^t(^t9  ^1»  Ps'/s)  îssuea  crua  même  poiul  a^]  donc  les 
triangles  a^&ic*»,  o^^^ty^  doivent  coïncider,  c'est-a-dire 
la  conique  C  se  confondra  avec  Ci.  Ainsi  <«  les  trois  co-r 
niques  C| ,  C»  »  Ct  ont  un  point  commun  o.  » 
Du  théorème  679  on  tire  aisément  les  suivants  : 
Si  l'on  donne  un  faisceau  de  coniques  conjointes  C  ('*') 
et  une  auire  conique  quelconque  K,  les  cordes  communes 
à  1^  et  à  une  conique  C  enveloppent  une  courbe  de 
troisième   classe   tangente  aux  droites  conjointes   du 
faisceau  et  ayant  un  foyer  au  centre  commun  des  coni- 
ques  C.  Et  le  lieu  des  points  oU  se  rencontrent  deux  à 
deux  les  cordes  opposées  est  une   courbe  du  troisième 
ordre  qui  passe  par  le  centre  et  par  les  points  à  Vin-^ 
fini  sur  les  axes  principaux  des  coniques  G* 

Si  Von  donne  un  sjrstème  de  coniques  confocales  C 
et  une  autre  conique  quelconque  K,  le  lieu  des  sommets 
des  quadrilatères  complets  circonscrits  à  K.  et  à  une  . 
conique  C,  est  une  coûtée  de  troisième  ordre  qui  passe 
par  les  foyers  du  système  C  et  par  les  deux  points 
circulaires  à  l'infini.  Et  les  diagonales  des  quadrila-' 
tères  nommés  enveloppent  une  courbe  de  troisième 
classe  tangente  aux  axes  principaux  des  coniques  C  et 
à  la  droite  à  l'infini. 


Mêmes  questions^ 
Par  m.  £.  DE  JONQUIÈRES. 

Ces  théorèmes  sont  bien  loin  d'être  nouveaux»  M.  Cay- 
ley  démontre  le  corrélatif,  par  voie  de  dualité,  du  plus 


(*)  Coniques  concentriques  et  décrites  par  quatre  pointe  (imaginaires) 
appartenant  k  un  cervle  de  rayon  n«1  (  èiemoria  tulle  eoniehe  e  sulle  tuper^ 
fieiedi  S€€omd*ordime  eongmma;  Âmmli  di  Mmtematica,  t.  III;  Roma,  f86i). 

Amm,  de  Mathémat.t  9«  série,  t.  Hi.  (  Janrier  1864.)  3 
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iifiporlant  d'entre  eux,  dans  le  tome  X  du  Journal  de 
Liou\fillc  (année  i845),  p.  io4-  Us  font  aussi  tous  par- 
tie du  cours  que  M.  Chastes  professe  depuis  longtemps 
à  la  Sorbonne.  Us  ont  leur  place  naturelle  dans  la  théo- 
rie des  sections  coniques,  où  ils  se  présentent  comme  la 
conséquence  de  propositions  plus  générales.  M.  Chasles 
se  proposant  de  publier  prochainement  un  traité  complet 
de  ces  courbes,  je  ne  reproduirai  pas  ici  ses  démonstra- 
tions, malgré  l'intérêt  qu'elles  ne  manqueraient  pas  d'of- 
frir aux  jeunes  lecteurs  des  Nouv^elles  Annales.  Mais  en 
voici  d'autres  qui,  si  elles  ne  font  pas  ressortir  le  lien 
qui  rattache  ces  théorèmes  à  la  théorie  générale  des  co-- 
niques,  sont  du  moins  très-simples  et  très-directes. 

I.  Théorème.  —  L'em^eloppe  des  cordes  communes 
à  une  conique  fixe  \}  et  à  un  faisceau  [Q)  de  coniques 
est  une  courbe  de  troisième  classe. 

Il  suffit  de  prouver  que,  par  un  point  P,  il  ne  passe  que 
trois  de  ces  cordes  communes.  Pour  plus  de  simplicité, 
prenons  ce  point  arbitrairement  sur  le  périmètre  de  la 
conique  U.  Il  est  évident  que  les  seules  cordes  communes 
qui  aboutissent  en  P,  sont  les  cordes  communes  à  U  et  à 
la  conique  unique  du  faisceau  qui  passe  en  P.  Ces  cordes 
sont  donc  au  nombre  de  trois,  dont  une  est  toujours 
réelle;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Le  raisonnement  fort  simple  qui  précède  est  rigoureux. 
Il  ne  serait  en  défaut,  que  si  le  point  P  appartenait  à  la 
courbe  enveloppe.  Mais  pour  cela  il  faudrait  qu'il  fût  le 
point  de  concours  de  deux  cordes  communes  infini- 
ment voisines;  circonstance  très-exceptionnelle,  puis- 
qu'elle suppose,  i^que,  parmi  les  coniques  du  faisceau,  il 
y  en  a  une  ou  plusieurs  qui  aient^  avec  la  conique  U,  un 
contact  du  second  ordre,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général; 
et  7?  qu'on  ait  choisi  précisément  le  point  de  contact  pour 
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en  faire  le  point  P,  qui,  au  contraire,  est,  par  hypothèse, 
choisi  d'une  façon  tout  à  fait  arbitraire  sur  le  périmètre 
de  la  conique  U. 

La  courbe  enveloppe  est  donc  de  la  troisième  classe,  et 
il  est  évident  qu'elle  est  touchée  par  les  côtés  et  les  dia- 
gonales du  quadrilatère  inscrit  à  toutes  les  coniques  du 
faisceau  (C).  Car  soient,  par  exemple,  a  et  b  deux  côtés 
opposés  de  ce  quadrilatère,  le  système  des  deux  droites  a,  b 
représente  une  conique  particulière  du  faisceau  (C),  dont 
les  cordes  communes  avec  U  sont  ces  droites  elles-mêmes. 

II.  —  Si  la  conique  V  passe  par  l'un  a  des  sommets 
du  quadrilatère  inscrit  aux  coniques  (C),  la  courbe 
enveloppe  de's  cordes  communes  se  décompose  en  deux 
parties f  sauoir  :  le  pointa  lui-même  et  une  conique. 

En  effet,  quel  que  soit  le  point  P,  la  droite  Pa  rencontre 
la  conique  U  en  un  second  point  a\  par  lequel  on  peut 
toujours  faire  passer  une  conique  du  faisceau  (C) ,  et  une 
seule,  dont  la  corde  commune  avec  U  est  par  consé- 
quent Paa'.  Le  point  P  étant  pris  d'une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  de  la  figure,  il  s'ensuit  qu'il  passe, 
par  le  point  /i,  une  infinité  de  cordes  semblables  ^  en  d'au- 
tres termes,  le  point  a  est  un  point  isolé  de  la  courbe  en- 
veloppe, qui  se  réduit  ainsi  à  une  courbe  de  seconde  classe^ 
c'est-à-dire  à  une  conique^  si  Ton  fait  abstraction  de  ce 
point  isolé. 

m.  —  Le  cas  où  l'on  ne  donne  que  trois  coniques 
A,  6,  U  rentre  dans  l'un  des  précédents;  car  les  deux 
coniques  A,  6,  par  exemple,  peuvent  être  regardées 
comme  faisant  partie  du  faisceau  (C)  qu'elles  déter- 
minent On  a  donc  une  démonstration  très-simple  des 
théorèmes  proposés  sous  les  n***  679  et  678,  et  il  est  aisé 
de  voir  que  celui  du  n**  677  est  une  conséquence  immé- 
diate de  ce  dernier. 

3. 
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IV.  —  C'est  également  $ur  le  théorème  II  que  repose 
la  solutiou  du  problème  proposé  sous  le  u^  317  ^  d'où  Ton 
voit  que  ce  problème  n'admet  que  deux  solutipus,  ainsi 
que  je  Payais  annoncé. 

Quant  au  théorème  I,  il  est  un  cas  particulier  de  cet 
autre,  plus  général,  que  j'ai  donné,  pour  la  première  fois, 
dans  un  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Mathématiques, 
t.  VI,  ^^  série,  et  dans  le  tome  XX  des  Nouvelles  An- 
nales y  savoir  : 

L'enveloppe  des  cordes  communes  à  une  courte  fixe 
du  degré  n^  et  à  un  faisceau  de  courbes  du  degfé  m, 

est  une  courbe  de  la  classe  -  m  (m —  i  )  (  a  «  —  i). 

J'ai  fait  voir  au  même  endroit  de  combien  d'unités 
cette  classe  s'abaisse,  quand  la  courbe  fixe  passe  par  un 
ou  plusieurs  des  points  fondamentaux  qui  forment  la  base 
du  faisceau. 


Question  497  (seconde  solution)  i 
Pae  m.  N,, 

Élève  de  HathématiqueB  spéciales. 

Tout  plan  doublement  tangent  à  la  surface  eng^n-^ 
drée  par  une  conique  tournant  autour  d^une  droite 
située  dans  son  plan  coupe  cette  surface  suivant  deux 
coniques  qui,  projetées  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
taxe^  ont  un  foyer  commun  au  pied  de  cet  axe, 

(MOUTABD.) 

On  peut  toujours  trouver  sur  Taxe  de  révolution  un 
point  tel,  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe 
soient  également  inclinées  sur  cet  axe.  Je  prends  le  point 
pour  origine,  pour  plan  des  zx  le  plan  de  la  courbe,  et 
pour  axe  des  ^  Taxe  de  rotation.  (Les  axes  des  coordon- 
nées sont  rectangulaires.  ) 
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Les  équations  de  l'ellipse  sont 

L*équation  de  la  surface  engendrée  est 

Le  plan  doublement  tangent  ax  —  5z  =  o  est  tout  à  fait 
quelconque,  car  je  pourrais  faire  tourner  les  axes  autour 
de  Taxe  des  z, 

L^équation  de  la  projection  de  l'intei^ection  de  ce  plan 
avec  la  surface  sur  le  pi  au  des  xy  sera 


(0 


équation  que  Ton  peut  décomposer  dans  les  suivantes 

/ ab' 

a'  yj:'  -Kj'  -+-  -T-  •«?  4-  «?' —  ajr  =  o, 

t ab' 

a'  V*'  -h  J^*  -t--^j:-4-<?'4-<»r  =  0, 

ou 

(ab'  \' 

a' y j-or  — cM  , 

/  ab'  \  » 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


Question  657  ^ 

Par  M«  K.  M.^ 
ProCesMor  à  Psrit. 

Théorème.  — Si  V  équation 
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a  toutes  ses  racines  réelles,  les  coejffîcients  D,  E,  F,  G, 
de  quatre  termes  consécutifs  vérifient  V inégalité 

(DG— EF)»— 4(E»  — DF)(F»— EG)<o. 

(Catalan.) 

On  trouve  dans  l'Algèbre  de  Bertrand  Ténoncé  suivant  : 

Si  Tëqualion  ci-dessus  a  ses  racines  réelles,  E'  —  DF 
et  F* —  EG  sont  de  même  signe. 

Les  deux  théorèmes  se  démontrent  simultanément. 

En  effet,  si  l'on  multiplie  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  par  x  —  a,  on  trouve 


.  • .  -I-  E 


—  Eu 


xP-'  -4-  G 
—  Fa 


x/»-»-*-. .. 


et  Ton  ne  doit  pas  pouvoir  disposer  de  a  de  telle  sorte  que 
les  trois  coefficients  calculés  soient  en  progression  géo- 
métrique. Donc  Téquation  en  a 

(F— Efl)»  =  {E  — D/i)(G  — Ftf) 

doit  avoir  ses  racines  imaginaires. 
Or  cette  équation  développée  devient 

(E»— DF)a«-h(DG  — EF)fl-|-F»— EG  =  o. 

Donc  : 

i^  Les  coefficients  extrêmes  doivent  être  de   même 
signe  :  c'est  le  théorème  de  Bertrand  ; 
2®  On  doit  avoir 

(DG  — EF)'— 4(E'  — DF)(F^  — EG)<o  : 

c'est  celui  de  Catalan. 

Les  corollaires  indiqués  pour  ce  dernier  sont  évidents. 

JVo<e.  —  C'est  par  inadTertance  que  nous  avons  inséré  le  théorème 
donné  par  M.  E.  M.  comme  une  généralisation  de  la  question  671  {voir 
a*  série,  t.  II,  p.  5/|3).  Ce  théorème  n'est  vrai  que  si  Te  point  A  est  un 
ombilic. 
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SUR  LK  LIEU  DES  INTERSECTIONS  DE  DEUX  GOIIRRES 

MORUES; 

Par  m,  NICOLAÏDÈS. 


M.  Van  der  Mensbrugghe  a  publié  dernièrement  dans 
les  Mondes  un  extrait  d'un  Mémoire  qui  a  été  présenté 
à  TAcadén^ie  royale  de  Belgique.  Le  but  principal  de  ce 
Mémoire  est  de  déterminer  Téquation  de  la  courbe,  lieu 
des  intersections  successives  de  deux  courbes  planes,  tour- 
nant, dans  un  même  plan  ou  des  plans  parallèles,  au- 
tour de  deux  centres  fixes.  Cette  question  importante  a 
été  étudiée  par  M.  Le  François  dans  le  cas,  très-reslreint, 
où  les  rapports  des  vitesses  de  deux  lignes  tournantes  est 
un  nombre  entier.  Je  vais  dire  ici  en  quelques  lignes 
comment  on  peut  traiter  la  question  dans  le  cas  où  les 
lignes  se  meuvent  d'une  manière  quelconque  dans  un 
même  plan. 

Soient 

(1)  4>(*',  /')=o,     <l>.(x",    r")  =  o 

les  équations  de  ces  courbes^  imprimons  à  cbacune 
d'elles  un  mouvement  quelconque,  en  faisant  suivre  ces 
mouvements  par  les  axes  auxquels  ces  courbes  sont  rap- 
portées \  on  aura  deux  groupes  d'équations  que  voici  : 

J  j?  =  fl  -h  x'  cos  a  —  /'  sin  a,     F,  (« ,  ^ ,  a)  =  o , 

(2)  < 

I  /  =  ^  4-  «'  %\n  a,  -\- y  cosa,     F, (a ,   ^ ,   a)  =  o , 

j  X  =  II' -+-  x"  cos  a' — y  sin  a'     ,F  (a',  b\  a')  =  o, 
^     M  r  =  ^'  +  *''sina'-hr"cosa'     ,F  (a',  i»',  a')  =  o. 

Si  Ton  ajoute  à  ces  équations  une  dernière  : 

(4)  /(«,    b,   a\   b',   «,    «')  =  o, 
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pour  établir  une  dépendance  entre  les  deux  mouvements, 
on  aura  onze  équations  entre  les  douze  variables 

*»    yy  ^*y   j'y  *"»   7%      «f    *>    «'»    *'»      «»    *'• 

Eliminant  les  dix  dernières,  on  trouvera  une  relation 
entre  x^y^  qui  sera  précisément  l'équation  du  lieu  cher- 
ché. Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  trouver  les  con- 
ditions de  deux  mouvements,  et  k  une  élimination.  Voici 
un  exemple  : 

Les  équations  de  deux  lignes  tournantes  sont 

(5)  x'=:o,     x"r=o, 

et  elles  se  meuvent  sur  les  plans  d^une  bielle  do  lon- 
gueur B  et  d^une  manivelle  de  longueur  M.  Je  prends 
pour  origines  mobiles  le  centre  de  rotation  de  la  mani- 
velle et  le  point  qui  décrit  une  ligne  droite  pendant  le 
mouvement. 

Les  équations  (q).  (3),  (4)  se  réduisent  ainsi  aux  six 
•   suivantes  : 

Ix  =  j:'cosa — j'sina,  jsrjc'sina-l-ycosa, 

x=:û-f-J?*'cosa'— ^"sina',        /=Jc^sina'-hy'oosa', 
,  (lï  — Bcosa')»H-B»sin»a'=M%     M  sin  a-hBsiDa'=o. 

L'élimination  de  x',  x^^y\  y*\  a,  a\  a  entre  les  équa- 
tions (5),  (6)  s'effectue  sans  difficulté;  on  trouve 

v/B»(x'-i-7«)  — M»x» 
—  v^B»(x»-hr*J  — M'x»  =  M  j  . 

Cette  courbe  ne  présente  pas  de  grandes  particularités; 

mais  si  Ton  fait 

M=3B, 

(*9s  qui  correspond  au  système,  bien  connu,  de  Lahire, 


(4'  ) 
on  trouve 

el  passant  aux  coordoonées  polaires, 
r  =:  H  tang  9 . 

La  figure  représente  cette  courbe.  Ob  démontrera  sani 
difficulté  qu'elle  a  deux  asymptotes  parallèles,  et  à  une 
distance  de  l'origine  égale  A  M-,  l'aire  comprise  entre  la 
courbe  et  les  deux  asymptotes  est  ^ale  au  cercle  de 
rayon  M. 

La  longueur  PN  est  constante  ei  égale  à  M;  cette  der- 


nière propriété  permet  de  tracer  la  courbe,  par  un  mou- 
remfflit  continu,  an  moyen  du  papier  transparent,  car  le 
e&té  KN  de  l'angle  KNP  passe  constamment  par  un 
poiot  fixe  O,  et  le  point  P,  de  l'autre  c6lé  de  cet  angle, 
parcourt  la  ligne  Oy  :  ce  mouTement  est  \'in\^rse  de 
celui  qu'on  emploie  pour  te  tracé  de  la  conchoïde.  La 
courbe  en  question  est  un  cas  particulier  de  la  couri>e  de 
■éparation  d'ombre  et  de  lumière,  dans  l'épure  de  ta  vis 
à  filets  iriangnlaires. 

La  tangente  et  le  rayon  de  courbure  au  point  N  ont 
été  tracés  par  les  méthodes  de  iMM.  Chasies  et  Bresse. 


ià^  ) 


B1BLI06RAPBIE. 

Maximilien  Marib.  —  Noui^elle  théorie  des  fonctions 

de  variables  imaginaires . 

M.  Marie  a  publié  sous  ce  titre,  de  i858  à  i863,  dans 
le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  une  série 
de  Mémoires  dont  nous  allons  essayer  de  faire  l'analyse. 

Ces  Mémoires  n'ont  pas  précisément  pour  objet  d'éta- 
blir une  noui^elle  théorie  des  imaginaires,  comme  on 
pourrait  le  croire  (l'auteur  n'y  émet  aucune  opinion  sur 
la  métaphysique  de  ces  quantités),  mais  bien  une  nouvelle 
méthode  pour  Tétude  des  fonctions  de  variables  imagi- 
naires. 

Tous  nos  lecteurs  savent  que  l'on  représente  très-com- 
modément une  quantité  de  la  forme  a-j-iv— ï^)  soit 
par  une  droite  inclinée  allant  de  Torigine  des  coordon- 
nées au  point  dont  les  coordonnées  sont  a  et  6,  ainsi  que 
le  faisaient  MM.  Faure,  Mourey,  Argant,  etc.  ^  soit, 
chose  moins  logique,  parce  point  même,  comme  Cauchy 
et  ses  disciples,  et  que,  grâce  à  cette  représentation, 
on  démontre  très-facilement  et  on  ramène  à  des  intuitions 
géométriques  la  plupart  des  théorèmes  d'Algèbre  sur 
les  imaginaires,  les  propriétés  des  fonctions  simplement 
et  doublement  périodiques,  les  intégrales  par  des  chemins 
imaginaires,  etc. 

La  méthode  de  M.  Marie  a  également  pour  but  de  faci- 
liter l'étude  des  propriétés  des  fonctions  de  variables  ima- 
ginaires, en  ramenant  ces  propriétés  à  des  intuitions  géo- 
métriques^ mais  elle  diifère  totalement  par  les  moyens  de 
celle  de  Cauchy. 

Laquelle  de  ces  deux  méthodes  faut-il  préférer?  Toutes 
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les  deux,  à  tour  de  rôle.  Chacune  a  ses  avantages  parti- 
culiers, et  celui  qui  dédaignerait  runeouTautre  se  prive- 
rait d^un  instrument* utile. 

M.  Marie  a  eu  pour  but  principal  de  trouver  une  re- 
présentation géométrique  complète  de  F  équation 

La  courbe  définie  par  celte  équation  n*en  représentant 
que  les  solutions  réelles,  ne  fournit  aucun  secours  pour 
Tétode  des  solutions  imaginaires. 

Pour  remédier  à  cette  insuffisance,  concevons  que  Ton 
ait  construit  d'abord  la  courbe  réelle  dont  l'équation  est 

et  que  celle-ci  n'ait  pas  de  point  correspondant  à  l'ab- 
scisse X  =  a,  mais  que  l'équation  soit  vérifiée  alors  en 

faisant  y  =^a'  +V  V — i  >  et  construisons  le  point  dont 
l'abscisse  est  a  et  l'ordonnée  a^ -h  V*  Le  lieu  de  tous  ces 
points  formera  une  courbe  que  M.  Marie  appelle  une 
conjuguée  imaginaire  du  lieu  y  (x,  ^)  =  o.  En  changeant 
la  direction  des  axes  ou  seulement  celle  de  Taxe  desj^,  on 
obtiendra  une  infinité  de  conjuguées.  L'ensemble  de 
toutes  ces  courbes  donnera  une  représentation  graphique 
complète  de  l'équation.  Chaque  conjuguée  sera  détermi- 
née quand  on  connaîtra  le  coefficient  angulaire  de  la 
direction  qu'il  faut  donner  à  l'axe  des  y  pour  l'obtenir.  Ce 
coefficient  angulaire  est  nommé  la  caractéristique  de  la 
conjuguée. 

M.  Poncelet  avait  déjà  considéré  dès  1822  ces  courbes 
conjuguées  dans  son  excellent  Traité  des  propriétés  pro- 
jectii^es,  mais  pour  les  sections  coniques  seulement.  Il 
les  nommait  courbes  supplémentaires.  Elle  lui  ont  été 
d'un  grand  secours,  car  il  n'aurait  pu  sans  elles  donner 
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à  un  système  de  Géométrie  supérieure  une  extension  cor- 
respondant à  celle  de  la  Géométrie  analytique.  Tous  les 
éléments  d'une  courbe  qui  deviennent  imaginaires,  tels 
que  tangentes,  polaires,  asymptotes,  se  retrouvent  à  Tétat 
réel  daDS  les  courbes  supplémentaires. 

Les  conjuguées  peuvent  être  définies  d'une  manière 
plus  algébrique,  sans  recourir  à  la  transformation  des 
coordonnées.  Soit 

une  solution  imaginaire  de  Téquation;  construisons  le 
point 

L'ensemble  de  tous  les  points  ainsi  obtenus  pour  lesquels 

le  rapport  v-  a  une  même  valeur  C  constitue  précisément 

la  conjuguée  de  caractéristique  C.  C'est  à  cette  seconde 
définition  que  s'en  tient  M.  Marie;  nous  n'avons  repro*^ 
duit  la  première  que  parce  qu*elle  donne  une  idée  plus 
claire  de  la  génération  de  ces  courbes. 

Sans  nous  étendre  sur  l'étude  géométrique  des  conju- 
guées, nous  énoncerons  seulement  quelques  remarques  et 
théorèmes  qui  les  concernent. 

Une  équation  du  premier  degré  h  coefficients  imagi- 
naires représente  une  infinité  de  droites. 

La  tangente  au  point  imaginaire  x,  y  est  donnée  par  la 
même  équation  que  la  tangente  an  lieu  réel,  pourvu  que 
Ton  prenne  parmi  l'infinité  de  droites  représentées  par 
l'équation  de  la  tangente  imaginaire  celle  dont  la  carac- 
téristique est  égale  à  la  caractéristique  du  point. 

De  même,  l'équation  de  Tasympiote  représente  le  fais- 
ceau des  asymptote»  à  toutes  les  conjuguées. 

La  courbe  réelle  est  une  enveloppe  de  ses  conjuguées. 
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L'enveloppe  totale  des  conjuguëes  se  compose  de  toutes 
les  solutions  de  réc|uation  pour  lesquelles  ^  est  réel. 

Les  conjuguées,  au  point  où  elles  touchent  la  courbe 
réelle,  ont  la  même  courbure  que  celle-ci,  mais  dirigée  en 
sens  contraire. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  équations  à  deux  va- 
riables s'étend  sans  peine  aux  équations  à  trois  variables. 
Chacune  d'elles  représente,  outjre  la  surface  réelle,  une 
inBnitë  de  surfaces  imaginaires  dont  chacune  est  déter- 
minée par  deiix  caractéristiques.  On  peut  utilement 
étendre  le  même  langage  aux  hypersurfaces,  c'est-à-dire 
aux  équations  à  plus  de  trois  variables. 

N.  Lândur. 
{La  suite  prochainement,  ) 
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I. 

ÂHGELO  FoRTi,  profcsscuF  d'Algèbre  et  de  Trigonomé- 
trie au  lycée  royal  de  Pise,  —  Tavole. . .  Tables  des 
logarithmes  des  fonctions  circulaires  et  des  fonctions 
hyperboliques }  précédées  d'une  Instruction  sur  la 
construction  et  V usage  de  ces  tables ,  par  M.  le  pro- 
fesseur et  commandeur  Mossoti,  sénateur  du  royaume 
d'Italie,  Pise,  typographie  Nîstri,  i863.  Un  beau  vo- 
lume in-4  de  266  pages.  Prix  :  8  francs. 

Ces  tables  peuvent  se  partager  en  den%  parties.  Dans  la  pre- 
mièrtf  les  fouettons  oireulaircs  sont  placées  sur  le  verso  de  la 
page  dans  l'ordre  suivant  :  sinus,  ungente,  cotangente,  cosinus; 
et,  en  regard,  sur  le  recto  «le  la  page  suivante,  les  fonctions  hy- 
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perboliques.  L'argument  commun  est  l'angle  ^  formé  par  un 
rayon  vecteur  avec  Taxe  transverse  d'une  hyperbole  équilatère. 
Voici  comment  est  disposé  le  recto  d'une  page. 

:4°  3o' 


M 

3o' 
3i 

32 

33 
34 

6o 
M 

ang.tras.T 

D 

cosA 

D 

1 
I 
I 
I 

I 

a\nh 

D 

2seUA 

D 

162 
161 
161 
160 

* 

>'l7 

4.3o.5o 
4.3i .5i 
4.32.5i 
4.33.52 
4.34.52 

* 

5.01 .09 

1,0 
1,0 

• 

o,ooi35 
o,ooi36 
0,00137 
o,ooi38 
0,00139 

0,00167 

8,89733 
8,89895 
8,90067 
8,90218 

8,90379 
8,94362 

162 
162 
161 
161 

• 

•47 

8,89689  ■ 

8,89861 

8,90012 

8,90173 

8,90333 

• 

8,94307 

8inT  =  tang 

8écT=  tangA 

tangr  =3  %ïnh 

taog  h  =  tang 

40  3o' 

Si  Ton  imagine  un  cercle  et  une  hyperbole  équilatère  concen- 
irique,  représentés  par  les  équations 

une  droite  menée  sur  l'origine  et  faisant  avec  Taxe  des  x  un 
angle  f  coupera  le  cercle  en  un  point  dont  les  coordonnées  seront 
le  sinus  et  le  cosinus  circulaires  de  l'angle  f,  et  l'hyperbole  en  un 
autre  point  dont  les  coordonnées  seront  le  sinus  et  le  cosinus 
hyperboliques  du  même  angle.  L'angle  transcendant  (angolo 
trascendente)  r  est  celui  donl  le  sinus  est  égal  à  tang  f .  En- 
fin la  droite  menée  par  Forigine  forme  avec  l'arc  d'hyperbole 
un  secteur  [settore)  dont  le  double  est  désigné  par  1  sett  h. 

La  seconde  table  a  pour  argument  la  moitié  de  l'angle  trans- 
cendant et  donne  le  double  secteur  correspondant,  ainsi  que  le 
logarithme  de  logtang^.  Chaque  page  est  divisée  en  deux  co- 
lonnes. Voici  la  disposition  de  Tune  dVlles  : 
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2 


M 


I  f 

12 
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Giidermann  avait  déjà  donné  des  tables  de  fonctions  hyper- 
boliques, mais  elles  sont  d*iin  usage  moins  commode  que  celles 
de  M.Forti.  Il  est  juste  de  remercier  M.  Forti  pour  le  dévoue- 
ment dont  il  a  fait  preuve  en  se  livrant  à  un  si  pénible  travail. 

U. 

PAiirviif,  professeur  à  Douai.  —  Propriétés  des  points 
d'^in flexion  des  courbes  du  troisième  ordre  et  des 
points  de  rebroussement  des  courbes  de  troisième 
classe.  In-8  de  44  pages.  Lille,  i863.  (Extrait  des  Mé- 
moires de  la  Société  de  Lille,) 

Étude  des  points  d'inflexion  au  moyen  des  coordonnées 
triangulaires,  étude  des  points  de  rebroussement  au  moyen 
des  coordonnées  dites  tangentielles.  Correspondance  entre  les 
propriétés  des  points  d'inflexion  et  celles  des  points  de  rebrous- 
sement prouvée  par  des  démonstrations  îdenliqiies  dans  les 
deux  cas. 
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■ .    _^    ■-    —        — — .-         -  ■  .  , 

GORRISPONDANGB. 

Lettre  adressée  à  M,  Gerono, 

((  Monsieur, 

»  Les  solutions  des  questions  posées  dans  les  Annales 
de  novembre  sur  les  triangles  circonscrits  aux  coniques 
ont  été  trouvées  en  i8i3  par  le  général  Poncelet.  (Voir 
Applications  de  Géométrie  et  d* Analyse ^  par  M.  J. 
Poncelet,  annotées  par  Fauteur  et  suivies  è! Additions  par 
MM.  Mannheim  et  Moutard  (^),  p.  i37,  en  bas  de  la 
page.  ) 

»  Recevez,  Monsieur,  l'assurance  de  ma  considération 

la  plus  distinguée, 

»  Un  de  vos  lecteurs.  » 

Je  remercie  Tauteur  de  cette  lettre  du  renseignement 
qu'il  me  transmet  et  de  l'occasion  quHl  me  procure  d'ex- 
primer la  haute  estime  que  j'ai  pour  les  travaux  du  géo- 
mètre que  la  lettre  concerne .  G. 

Avis, 
Afin  d'éviter  tout  retard  dans  la  réception  des  lettres 
qui  me  soat  adressées,  je  préviens  :  i^  que  je  ne  suis  pas 
professeur  à  l'Institution  Sainte-Barbey  a^  que  je  ne  de- 
meure plus  rue  d'Enfer,  mais  rue  de  la  Vieille-Elstra- 
pade,  fti.  G. 

(*)  Paris,  i86a.  L*iin  des  théorèmes  énoncés  k  la  fin  de  la  page  1 37  est 
le  suivaBt  : 

Quand  les  cotés  de  deuuc  triangles  quelconques  s'entrecoupent  sur  le  péri" 
mètre  d'une  conique,  les  trois  lignes  droites  qui  joignent  leurs  sommets  res~ 
pettiyement  opposét  convergent  en  un  même  point, 

La  saoond  théorème  énoncé  est  U  eorcéUtiC  du  premier.  U  serait  inlé- 
ressant  de  montrer  quelle  liaison  existe  entre  ees  théorèmes  et  ceux  qui 
font  Tobjet  des  questions  677,  678  et  679.  P . 
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KOTB  SDR  UN  LIEU  GÉOHfiTRIOlIK  ; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


Par  les  extrémités  d'une  corde  fixe  ab  d'une  conique 
donnée  C  (ou  par  les  extrémités  de  Tune  quelconque  des 
cordes  parallèles  à  celle-là)  Ton  fait  passer  une  série  de 
coniques  F  homothétiques  entre  elles;  et,  menant  deux 
tangentes  communes  à  chacune  de  ces  coniques  et  à  la 
conique  donnée,  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de 
concours  de  ces  tangentes. 

Ce  problème,  qui,  abordé  de  la  manière  la  plus  natu- 
relle, donnerait  lieu  sans  doute  à  une  élimination  plus 
que  laborieuse,  a  été  résolu  très-simplement  par  MM.  les 
professeurs  Mister  et  Neuberg  (novembre  i863,  p.  481, 
Nouvelles  Annales),  On  peut  toutefois,  en  conservant 
leur  méthode,  qui  est  parfaite,  modifier  avec  avantage  le 
calcul  dans  lequel  ils  l'ont  développée;  et  montrer,  dans 
une  notation  plus  symétrique,  en  même  temps  que  la  so- 
lution de  la  question  générale,  un  exemple  de  l'utilité  que 
Ton  trouve  souvent  à  ne  développer  pas,  dès  le  commen- 
cement, les  diverses -fonctions  qui  entrent  dans  un  calcul, 
et  à  les  retenir,  au  contraire,  jusqu'à  la  fin,  sous  leur 
forme  la  plus  concise. 

La  courbe  fixe  donnée  et  Tune  des  courbes  homothé- 
tiques variables  ayant,  en  général,  un  système  de  diamè* 
très  conjugués  de  mêmes  directions,  nous  supposerons 
les  axes  parallèles  à  ces  diamètres  ;  et  en  désignant  par 

(o)  Ax'H-C/^  -h2DjF-f-2E^-t-  F=  o 

Ann.  de  UathémaL,  a«  série,  t.  III.  (Février  1861^.)  4 


(  5«  ) 
la  courbe  donnée,  nous  poserons 

Ax'  4-  Cj'-H. .  .  =  tp,       AxJ  -h  Crî  4-. .  .=  (p.; 
Ax-|-D  =  X,  *   C^  +  E  =  Y; 

Àx,-H  i)  =  Xo,  C^o-H  E  =  Y.; 

X.x  -HY./  4-'(Dxo  H-  E/s  4-  F)  =^  P  : 

cette  dernière  fonction,  égalée  à  zéro,  représentant  la 
polaire  dri'poînt  (xo^Jo)  par  rapport  à  la  courbe  (o). 

Ces  notations  posées,  le  système  des  deux  tangentes 
menées,  d'un  point  (^o^jKo)  ^^  ^li^u^  à  la  courbe  donnée, 
ayant  ^otit* 'équation 

?•?•—  P'  =  o, 

une  conique  quelconque,  inscrite  dans  Tangle  de  ces  deux 
fàtygentes,  %st,  avec  trois  paramètres  variables  a,  |3,  y^ 

(i)  y.^^— pa-|:(a.r-hpj-H^)2=  o; 

et  si  l'on  retranche  de  cette  équation  Téquation  (o)  mul- 
tipliée par  fo,  il  vient 

(aar-f-  Pr -4-7)^—  P'  =  o, 
OU 

(2)  (a±Xo).r4-(p±Yo)rH-(7±DA±Ej'.±F)  =  o, 

quaiion  d'un  système  de  cordes  communes  aux  courbes 
(o)et(i). 

Il  reste  mainienant  à  exprimer  que  la  courbe  (i)  est 
homothétique  à  une  'Coui^e  donnée;  telle  que 

(3)  A'.rM-C'j'-4-  n'x-|-...  =  o, 

et  que  Tune  des  cordes  (2)  est  donnée  de  position,  ou  de 
direction  seulement. 


(5,  ) 
OrTëquation  (i),  partiellement  développée^  est 

x'(a^-x;-+-Ayo)-frMP*~Y;H-Cyo) 

-h  2Jyr(ap — XoYo)-!-.  .  .  =  o; 

et  l'on  a,  dès  iors,  entre  les  deux  premiers  des  trois  para- 
mètres variables  a,  /3,  y,  les  deux  relations 

(I)  «P=:XpY., 

m\  a^~x;  +  Ay,  _  p^-Y;4-Cy> 

L'une  des  droites  (a)  doit  coïncider  avec  la  corde  don- 
née /!&,  mx  -4-  ^îX  -h  p  =  o  ;  Ton  a  donc,  en  outre, 

a±:Xo_  ^±:Y,  _y±:Djr.±:¥sXo±:F 

m  n  p 

ou  seulement,  puisque  le  paramètre  y  n^entre  pas  dans 
les  relations  (I)  et  (II), 

(III,  f._â=:p/2^_L\: 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  a  et  ^  entre  les  équa- 
tions (I),  (O)  et  (ni). 

Or,  de  cette  dernière  élevée  au  carré  et  simplifiée  par 
I^emploi  de  là  relation  (I),  il  résulte 

«'       6'_X:       YJ 
ou 

Les  équations  (II)  et  (111')  sont  maintenant  du  premier 
degré  en  a*  —  XJ,  jS'  —  YJ  ^  elles  donnent 

«»__"v» —  fti Y»  — 

«  A.^  .   .   .  ,  p  M.  ^    •   •   •   9 

4- 


(5^) 
d'où 

et  de  ces  valeurs  substituées  dans  l'équation  (I),    on 
a*|3'=XjYJ,  il  résulte,  en  supprimant  les  termes -|- 
et  —  XJYJ,    et    divisant  par   le  facteur  en   éi*idence 
AC  -  CA^ 

x;  _  y;  _  AC  —  CA^      _ 

Telle  est  Véquation  du  lieu  cherché.  Les  /onctions  Xo, 
^09  ?o  y  ont  la  signification  indiquée,  et  le  lieu  est  tou- 
jours une  courbe  du  second  ordre. 


GOKCOIIRS  D'AGREGATION  POUR  LES  LYCÉES  (ANNÉE  1863); 

Par  m.  J.  ROMAND, 

Licencié  es  Sciences  malhématîques  et  es  Sciences  physiques. 


Composition  en  Analyse  appliquée. 

1°  Déterminer  la  surface  engendrée  par  une  droite 
assujettie  à  s^ appuyer  sur  deux  droites  fixes  et  sur  une 
circonférence  de  cercle  gui  rencontre  ces  deux  droites, 

a°  'Quelles  conditions  doix^ent  remplir  les  deux  droites 

fixes  pour  que  les  deux  plans  qui  passent  par  chacune 

d^ elles  et  par  la  génératrice  se  coupent  constamment  à 

angle  droit?  Déterminer  dans  ce  cas  les  deux  séries  de 

sections  circulaires  qu^ admet  la  surface. 

1°  Soient  A B,  A'B'  les  deux  droites  données  rencon- 
trant en  A,  B  la  circonférence  donnée  O  dont  le  rayon 
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sera  désigné  par  R.   Je  prends  A'LV  pour  axe  des  z^  la 
tangente  à  la  circonférence  en  A'  pour  axe  des  y,  et  la 
direction  du  diamètre  passant  par  le  point  A'  pour  axe 
des  X. 

a,  b  désignant  les  coordonnées  du  point  A,  les  équa- 
tions de  AB  seront . 

X  —  a  =  mz ,      y  —  b  =.  nz^ 
Soient 

(G)  X  —  a=:73,       y  —  p  =r  ^z 

les  équations  d'une  droite.  Pour  qu'elle  rencontre  A'B', 
AB  et  la  circonférence,  les  paramètres  a,  j3,  y,  5  doivent 
satisfaire  aux  équations  de  condition 

(2)  '  p'-f- a'— 2Ra  =  0. 

Il  suffit  d'éliminer  a,  j3,  y,  $  entre  ces  équations  et  les 
équations  (G)  pour  avoir  celle  de  la  surface. 

Les  équations  (1)  et  (G)  donnent  premièrement  par 
rélimination  de  y,  ^  : 

a        a:        a  —  a        mz  —  x  -^  a 


d  ou 

bx  —  ny  -^  (an  —  bm\  z 

fl{  •■ —  X  ■         , 

ùx  —  ay  -h  {nx  —  mjr)  z 

Pbx  —  ay  -^  (an  —  bm  )  z 
bx  —  ay  H-  [nx  —  my)  z 

Substituant  ces  expressions  à  a,  (3  dans  Téquation  (a)  et 

a}  j^  b^ 
remplaçant  aR  par  j  il  vient 

a  {x^  -¥ y'^)\,bx  —  /?j-H  [an  —  bm)z] 
—  ( /i*  +  b^]x\bx  —  ay  -\-  [nx  —  my )  3]  =  o , 
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suppression  faite  du  facteur  hx  —  ay+[an  —  bm)  z. 
Celte  équation  du  3**  degré  prend  la  forme 

-f-  [a  [an  —  bm)  [x^  -4-  y*)  —  [à*  -f-  b^)  [nx  —  my)  x]  «  =:  o, 

en  réunissant  les  termes  qui  contiennent  la  variable  z. 
Le  multiplicateur  de  cette  variable  revient  a 

n  (a^jr^  —  b^x^)  -+•  m  (ay  —  bx) [ax  —  by)'y 

par  conséquent  on  arrive  enfin  à  l'équation  du  second 
degré 

(S )  ax^  4- oy-^{mb  —  na)yz  —  [ma-\-nb)zx  —  (a'  4-  à'):c= o, 

en  supprimant  le  facteur  bx  —  aj. 

Le  facteur  bx  —  oy+  (an  —  bm)  z  donnerait  un  plan 
passant  par  le  point  Â'  et  la  droite  ÂB,  et  le  facteur 
bx  —  ay  un  plan  passant  par  le  point  Â  et  la  droite 
A'B';  une  droite  qui  engendrerait  le  premier  en  tournant 
autour  de  Â',  ou  le  second  en  tournant  autour  de  Â,  satis- 
ferait évidemment  à  l'énoncé. 

La  surface  (S)  ne  peut  être  qu'une  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  admettant  des  génératrices  rectilignes  (Iiyper- 
boloïde  à  une  nappe,  paraboloïde  hyperbolique,  cône  ou 
cylindre).  Si  elle  a  un  centre,  les  coordonnées  de  ce  point 
feront  données  par  les  équations 

I7.ax'  —  [ma  4-  /i^ )  z'  =  a'  H-  b\ 
a^y  4-  (n*^  —  /îa)z'=o, 
[ma  —  nb)x'  —  [mb  —  na)  y*  ^=no. 

Le  déterminant  de  ces  équations  est  j  (m" -+-«*)  (a* -h  A')  ; 
donc,  si  Ton  écarte  d'abord  les  cas  particuliers . 
(/ii=o, /ï  =  o)     et    (rt  =  0,^  =  0), 
la  surface  (S)  a  un  centre. 
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Des  équalJOQS  (4)  on  tire 

{nib  —  naY 


x    =T. 


7.a 


Si  loD  suppose  m^— na^o,  cette  valeur  dex'  ne  rend 
pas  nulle  la  partie  indépendante  des  variables  dans  Té- 
quation  transformée^  la  surface  (S)  est  donc  un  hyper- 
holoïde  à  une  nappe. 

Si  l'on  avait  m  =  o,  n  =  o,  le  déterminant  serait  nul. 
Dans  ce  cas,  où  AB  est  parallèle  à  A'B',  Téquation  (S) 
se  réduit  à 

/ï'  -4-  />» 

•^  a 

et  représente  le  cylindre  dont  les  génératrices  parallèles 
aux  droites  données  s'appuient  sur  la  circonfé^ei^ce. 

Pour  a  =  Oy  i  =  o,  ce  qui  rend  encçrc  Iç  diçjlevmiij^^it. 
égal  à  zéro,  il  n*y  a  plus  de  relalioQ  nécessaire  entre  x, 
jr,  z.  On  voit  en  effet  que^  A  éian^  confondu  ave<(  A\ 
toute  droite  passant  par  le  point  ^'  rencontre  les  deux 
droites  et  la  circonférence  données. 

Si  Ton  avait  enfin  mb  —  naz=o  sans  que  m  et  n  ou 
aelb  fussent  nuls  en  même  temps,,  il  s^ensuivrait  x'=  o 
et  la  surface  (S)  serait  un  cône.  Dans  ce  cas  AB  rencontre 

A'B',  car  Téquation  de  AB  sur  le  plan  xy  est  ==  - 

et  se  ramène  à  -  =  t-  Or  toute  droite  passant  par  le 

point  de  rencontre  et  s'appuyant  sur  la  circonférence 
satisfait  à  l'énoncé. 

3°  Je  prends  pour  axe  des  z  Taxe  de  la  circonférence 
donnée,  et  deux  droites  à  angle  droit  dans  son  plan  pour 
axes  des  x  et  des  y.  a,  b  désignant  les  coordonnées  du 
point  A  où  AB  rencontre  la  circonférence,  les  équations 
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de  AB  seront 

X  —  a  -=.  mz ,     j  —  ù  =  nz. 

Si  a,  (3  désignent  les  coordonnées  du  point  P  où  la  généra- 
trice dans  une  de  ses  positions  rencontre  la  circonférence, 
le  plan  déterminé  par  P  et  AB  sera  représenté  par 

A,  B  étant  donnés  par  les  équations 

A(fl  — a)  H-B(^  —  P)  =  o,     A/w  -h  B/iH-  I  =  o. 
L'élimination  de  A,  B  entre  ces  trois  équations  conduit  à 

Pour  avoir  Téquation  du  plan  (P,  A'B'),  il  suffit  de 
remplacer  dans  celle-ci  a,  i,  coordonnées  de  A,  par  a',  b\ 
coordonnées  de  A',  et  m,  /?)  coefficients  angulaires  de  AB, 
par  m\  n\  coefiicients  analogues  de  A^B'.  La  condition 
de  perpendicularité  des  deux  plans  sera  donc 

+  [/»(«  — «)-/w(^ -P)][«'K- a)- m'(^'-P)]  =  o; 

et  pour  qu'ils  soient  toujours  perpendiculaires  entre  eux, 
il  faut  que  cette  équation  soit  vérifiée  pour  toute  valeur 
de  a,  eu  égard  à  ce  que  «•+  jS'  =  R'. 

En  remplaçant  (3  par  dz  y/R*  —  «*,  il  vient 

[  W -4- ^6' H- (  «a  —  w^)  (/l' û' —  m' ^' ) -4- (i-H /w//i' )  R»] 
-^[[a-ha')'{-n{n'a'  —  m'b')'-hn'(na  —  mb)]<x 
-h  (nn'  —  min')  a} 
Z^^[b'\'b'  ^m  [n'a!  —  m'b')'^m'  [na  —  mb)] 
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on  doit  donc  avoir  premîèremeiil  [*) 

un'  —  mm'  =  o ,     mn'  —  ///'  n  z=z  o, 
d'où 

(/îi'-H«»){«i'»-4-«'^)  =  o, 

par  conséquent 

/w  =  0,     /i  =  o, 
on  bien 

/w'  =  o,     /i'  =  o. 

CoDsidérous  m' =  o,  m'=  o.  A' B' est  perpendiculaire 
au  plan  de  la  circonférence.  L'équation  précédente  se 
réduit  a 


{aa'  4-  *^'  —  R')  —  (fl  4-  a'  )  a  ip  (  ^  -H  ^'  )  VR'  —  a'  =  o  ; 
on  doit  donc  avoir  encore 

D'après  cela,  les  conditions  demandées  sont  : 

i^  Qu'une  des  deux  droites  soit  perpendiculaire  au 
plan  de  la  circonférence  \ 

a^  Que  les  deux  droites  passent  par  les  extrémités  d'un 
diamètre. 

Ces  conditions  étant  remplies  par  hypothèse,  je  fais 
passer  l'axe  des  x  par  les  points  A,  A',   en  sorte  que 

(*)  Ponr  qu'âne  équation  de  la  forme 

CH-Bj:-+-Ax*ifc(N-f-Mx)v^R«  — a«  =  0 

soit  rérifiée  par  toute  valeur  de  x,  il  faut  et  il  suffit  que  les  cinq  coefll- 
cicnts  A,  By. . .  soient  nuls.  Cette  équation  rentre  en  effet  dans 

(A«-f-M«;**-H2(ABH-MN)*"-f-(B*-HN«-t-2AC  — M*R«)x- 
-+-a(BC— MNR*)x-i-C«-N«R'=o. 

Appliquant  le  principe  connu»  on  a  d'abord  A'  +  M'  =  o,  d'où  A=o-^ 
il|  =  o,  pui»  B'-»-N'  =  o,  d'où  B  =  o,  N=o,  enfin  C  =  o. 
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ft  =  o,  a  =  R,  i'=  o,  a'  =  —  R.  L'équalion  actuelle 
du  plan  (P,  ÂB)  se  déduit  de  Téquaiion  (5)  en  donnant 
hayb  les  valeurs  précédentes,  puis  celle  du  plan  (P,  A^B') 
en  donnant  à  a,  i  les  valeurs  de  a\  b'  et  en  faisant 
m  =  G,  nz=zo\  il  vient  ainsi 


d*oii 


(X  —  nz)oL  —  (.r  —  mz  —  R)  p=:R(  j  —  ni) y 


/?3  /^  T+-  R  )  4-  tnyz  —  2  .ry 


P=- 


/7»  (  a:  4-  R  )  —  injrz  —  2  H  7 

1IX  Y  (y  —  "«'1 

//»  (  x  -H  R  )  —  m yz  —  2  R/ 


Substituant  ces  expressions  à  a,  |3  dans  Téqualion 
«'•4-/5'  —  R'  =  0,  on  obtient 

[/iz  (  j*  -h  R)  4-  hfjrz  —  2 x/  )' 

— [/î3  (x  4- R)  —  wjs  — 2  R^p  4-4  r'Cr  — ''3)'  =  o, 

dont  les  deux  premiers  termes  sont  le  produit  de 
—  2(j:4-R)(j'  —  nz)  par  2y(x  —  mz — R).  Suppri- 
mant les  facteurs  y  ci  jr —  nz  qui  répondent  aux  plans 
(A,  A'B')  ou  zx  et  (A',  AB),  on  a  enfin 

(.r  —  mz  — R)t.r  -hR)  -h  J'(  r — «3)  =  o, 
OU 

(S'  )  X-  4- j'  —  njrz  —  mzx  —  nKz  —  R'  =  o. 

Le  déterminant  des  équations  du  centre  m*  -H  /*'  n'est 

pas  nul  si  m,  n  ne  le  sont  pas  tous  deux,  et  la  partie 

indépendante  des  vaiiables  dans  Téquation  transformée 

/i*R'       . 
diffère  de  zéro  si  Ton  n'a  pas  n  =  o;  cette 

équation  représente  donc  un  hypcrbolo'ùle  à  une  nappe 
quand  n  est  didërent  de  zéro. 


(59) 

Pour  771  =  o,  «  =  o,  on  a  un  cylindre  dont  le  cercle 
donné  est  la  section  droite,  et  pour  m^o,  /i  =  o,  un 
cône  dont  le  sommet  est  le  point  de  concours  de  ÂB,  A'B'. 

Les  sections  par  des  plans  parallèles  à  ay  pour  les- 
quelles on  a  2  =  Ar  sont  évidemment  des  cercles.  On  sait 
que  deux  sections  circulaires  d'une  siirface  du  second  ordre 
appartenant  aux  deux  systèmes  de  sections  de  ce  genre 
sont  toujours  sur  une  même  sphère.  Pour  obtenir  une 
circonférence  du  système  qu'il  s'agit  encore  de  trouver, 
il  suffit  donc  de  faire  passer  une  sphère  par  la  circon- 
férence donnée.  En  désignant  par  c  le  z  de  son  centre, 
son  équation  est 

ar*-!-/'-!- «*— 2CZ  —  R'  =  o. 

Retranchant  cette  équation  de  celle  de  Thyperboloïde, 

on  a 

wîx  -h  njr  -^  z  — (ac  -H  iwR)  =  o, 

avec  z  ==  o,  qui  répond  à  la  circonférence  donnée. 

En  attribuant  à  Tindéterminée  c  une  valeur  conve- 
nable,  cette  équation  fournira  tout  plan  })erpendiculaire 
h  AB;  les  deux  systèmes  de  sections  circulaires  sont  donc 
donnés  par  les  plans  perperdiculaires  à  A^B'  et  par  les 
plans  perpendiculaires  à  AB. 

Le  plan  des  parallèles  h  ces  deux  droites  menées  par 
le  centre  est  un  des  plans  principaux  de  la  surface. 

Ffoie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Gustave  Dubois  et  par 
M.  J.-J.-A  Mathieu. 


QUESTIONS. 


684.  Dans  toute  parabole,  la  droite  qui  joint  les  mi- 
lieux des  rayons  de  courbure  correspondant  aux  extrémi 


(6o  ) 

lés  d'une  corde  focale  quelconque  passe  par  le  foyer  et 
par  le  pôle  de  la  corde  focale. 

A  celte  propriété  descriptive  correspond  la  relation 
métrique 


{kïHi^ï=& 


R,  R'  étant  les  rayons  de  courbure  et  p  le  paramètre. 

685.  Une  courbe  quelconque  A  est  située  dans  le  plan 
d*une  parabole.  On  lui  mène  une  tangente  mobile  qui 
coupe  la  parabole  en  deux  points.  On  projette  les  centres 
de  courbure  en  ces  points  respectivement  sur  les  rayons 
focaux  qui  y  aboutissent. 

La  droite  qui  joint  ces  projections  enveloppe  une 
courbe  symétrique  de  A  par  rapport  au  foyer. 

Examiner  le  cas  particulier  où  la  courbe  A  se  réduit  à 
un  point  et  celui  où  elle  s'éloigne  à  l'infini. 

686.  Si  dans  une  ellipse  deux  cordes  supplémentaires 
variables  passent  par  les  extrémités  d'un  diamètre  donné, 
et  que,  par  un  point  fixe  pris  sur  Tellipse,  on  mène  des 
parallèles  à  ces  cordes,  la  diagonale  libre  du  parallélo- 
gramme qu'elles  forment  avec  elles  passe  par  un  point 
fixe. 

La  connaissance  de  ce  point,  d'ailleurs  facile  à  déter- 
miner, permet  de  construire  à  la  fois  les  points,  et  la 
tangente  en  ces  points,  d'une  ellipse  donnée  par  son 
centre  et  par  trois  points. 

687.  Lorsque  le  sommet  d'un  angle,  dont  les  côtes 
restent  parallèles  à  eux-mêmes,  décrit  une  conique,  la 
corde  sous-tendue  par  Tangle  enveloppe  une  seconde  co- 
nique asymptotique  à  la  première. 

Celte  proposition  permet  de  résoudre  aisément  le  pro- 


(6.  ) 

hlème  de  V inscription  dans  une  conique  donnée  d'un 
triangle  dont  les  côtés  soient  parallèles  à  des  directions 
données, 

688.  Par  un  point  quelconque  M,  pris  sur  une  ellipse, 
on  mène  la  normale  qui  rencontre  les  axes  en  P  et  Q. 

Sur  le  prolongement  delà  normale  ou  prend  MP'=MP; 
sur  P'Q  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  qui  ren- 
contre au  point  N  la  tangente  conduite  par  le  point  M. 
Par  le  point  N  on  mène  une  parallèle  à  la  normale,  et 
par  le  centre  O  une  parallèle  à  la  tangente. 

Le  rectangle  MNM'N'  ainsi  obtenu  est  constant  et 
équiv^aut  au  rectangle  construit  sur  les  demi-axes. 

Nota, — On  déduit  de  ce  théorème  la  démonstration 
d^une  construction  connue  des  centres  de  courbure  aux 
sommets  d'une  ellipse. 

689.  Étant  donnés  deux  cercles  concentriques  et  deux 
rayons  quelconques,  on  propose  de  mener  au  cercle  inté- 
rieur une  tangente  dont  la  portion  comprise  entre  les 
deux  rayons  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  le 
cercle  extérieur. 

Nota. — Toutes  les  questions  précédentes  sont  proposées 
par  M.  Pigeon  (Henri),  élève  de  l'École  Polytechnique. 

690.  Soient  ct^^^y  les  angles  qu'une  droite  L  fait  avec 
ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires^  A  la  dis- 
tance de  l'origine  à  la  droite;  a,  i,  c  les  distances  de 
cette  même  origine  aux  projections  de  la  droite  L  sur 
les  trois  plans  coordonnés  :  on  aura 

A^  =:  //*  ces' a  -{-  6'  cos'  ^  -{■  c^  cos'7. 

(LOBATTO.) 

091.   Trouver  Téquation  de  la  surface  qui  est  le  lieu 


(6a) 

des  caurbes  de  contact  des  cônes  ayant  un  point  fixe 
pour  sommet  et  circonscrits  aux  ellipsoïdes  d'un  système 
homofocal  donné.  (Streboh.) 


SOLUTION  M  ODKSTIONS 
PB0P0SÉ88  DANS  LIS  NODVKLUS  ANNALRS 


Question  648 

(voir  1*  lérie,  t.  II,  p.  tS9){ 

Par  mm.  JAUFROID  bt  MAIfSION. 

On  donne  Inéquation  d'une  courbe  en  coordonnées 
polaires,  y*(p,  «)  =  o.  Considérant  «  comme  une  con^ 
stante^  on  prend  la  dériuée  de  cette  équation  par  rap- 
port à  p\  on  élimine  p  entre  cette  équation  et  F  équation 
donnée.  Que  représente,  relatii^cment  à  la  courbe 
f(p^  o))  =  o,  V équation  résultant  de  cette  élimination? 
Examiner  en  particulier  le  cas  oà  l'on  donne  V équation 
polaire  d^une  circonférence  ou  V équation  polaire  d'une 
conique  rapportée  à  Vun  de  ses  foyers;  expliquer  les 
circonstances  que  l 'on  rencontre  dans  ces  cas  particu- 
liers et  former  des  équations  d^ ordre  supérieur  au  se- 
cond  qui  présentent  des  circonstances  analogues^ 

(Mànubêik.) 

La  sous-normale  d^unc  courbe  rapportée  à  des  coor- 

/' 
données  polaires  a  pour  expression ^n  en  désigtiànt 

par  y*'  eif^  respectivement  les  dérivées  de  f(pj  w)  par 

rapport  à  p  et  à  co.  Il  suit  de  là  que  les  points  pour  les- 
quels on  a  /  '  =  o  sont  ceux  dont  la  sous-normale  est 

infinie,  à  moins  que  les  valeurs  qui  satisfont  à  la  fois 


(63) 

aux  équations 

/{p,  «)  =  o,    /^'  =  o, 

ne  rendent  nulley*' ,  ce  que  nous  ne  supposerons  pas  d  V 

bord.  Si  le.poînt  ^e.Ia  courbe  [p,  <ù)  ainsi  déterminé  est  à 
une  distance  finie^ l'équation  F  (co)  =  o  qui  résulte  de  l'éli- 
mination de  p  représentera  la  tangente  à  la  courbe  menée 
par  le  p^le..^i  ce  point  est  à  une  distance  infinie,  l'équa- 
tion F(ûd)  =  o  représentera  une  parallèle  à  une  asymp- 
tote menée  par  Torigine. 

Si  l'on  avait  en  même  lempsy  =  o  ety  '  =  o,  le  point 

considéré  serait  un  point  multiple  et  la  droite  qui  va  du 
pôle  à  ce  point  serait  donnée  par  Tune  des  solutions  de 
Téquation  F  (co)  =  o. 
En  résumé,  Féquaiion 

F(«)  =  o 

représente  les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  l'ori- 
gine, les  rayons  vecteurs  tangents  à  la  courbe  et  ceux 
qui  passent  par  les  points  multiples. 

Cercle.  —  Soit  le  cercle  qijii  a  pour  rayon  R  et  dont  le 
centre  a  pour  coordonnées  polaires  d  ci  a.  Son  équation 
sera 

R' — p' — d^ —  2p^cos(a  —  «)  =  o, 

ce  qui  donne 

/'= — 2p  -i-  2r/cos(a  —  w),     F(w)  =  R  —  r/sin(a  —  w); 

.  l'équation  F ((o)  =  o  donne  les  deux  tangentes  menées 
au  cercle  par  le  pôle,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

Conique.  —  On  a 

P(  I     4"     «COSW)    •=.p  y 


d'où 


/' =  I  +  <rcos»  =  F(w). 


(64) 

On  a  donc 


I 

COS»   ^ 9 

c 


ce  qui  donne  deux  droites  imaginaires  pour  Tellipse, 
deux  parallèles  aux  asymptoles  pour  Thyperbole  et  Taxe 
dans  le  cas  de  la  parabole. 

L'élimination  est  toute  faite  chaque  fois  que  Téquation 
de  la  courbe  a  la  forme 

Pf(«)-hx(»)  =  o. 

Par  exemple,  la  strophoïde 

pcosw  —  acos'u  =  o, 

et  la  cissoïde  de  Dioclès 

pcosu  ~  /zsin'u  =  o 

donnent  immédiatement 

coso>>  =  o  (*)- 


Question  581   (Roberts) 

(voir  lome  XX,  page  1S9)  ; 

Par   m.    Eugène   BELTRAMI. 

Soient  «i,  «i,. . .,  a„  les  n  racines  de  Téquation 

X" —  I  =o; 

on  aura  identiquement,  quel  que  soit  2, 

{z  —  a,)(*  — a,)..  .(«—  a,)  =  2» —  i, 

et,  par  suite, 

[z  —  (a,  —  CLr)][z  —  (a, —  ttr)]. . .  [a  —  (a,  —  «r)]  =  (a  -h  a^)'  —  i , 

(*)  La  même  qticslion  a  élc  résolue  par  MM.  Léon  Dyrion  et  de  Marsilly. 
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ëqaation  dont  le  premier  membre  conlieiit  le  facteur  z. 
Ainsi  Tëquation 

(2)  •  *  '  '  ^ O» 

^     '  Z  S  S 

du  degré  n{n  —  i)  en  Zy  aura  pour  racines  les  n(n  —  i) 
diflereaces  simples  a,,  —  a,  entre  les  racines  de  Téqua- 
tion  (i),  et  comme  ces  différences  sont  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires,  le  développement  du  premier 
membre  de  Téquation  (a)  ne  contiendra  que  des  puis- 
sances paires  de  z. 

Maintenant,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

«(/l  —  l).  .•(/!  — i»H-  l)  .     . 

1.2. ..I»  ^     ' 

on  a,  à  cause  de  a"  =  i , 

z  • 

Donc  si  Ton  pose 


le  premier  membre  de  l'équation  (i)  équivaudra  au  pro- 
duit des  n  valeurs  de  y  correspondant  aux  valeurs  a^ , 
fff ,  • . . ,  a„  de  x,  et  Téquation  (2)  elle-même  pourra  s'ob- 
tenir en  éliminant  x  entre  les  deux  équations 


(3)    z'-'H-(//),»— »x  -h(/i),»--»x»-f....-H(«)«-ia:^'  =  0, 

«" —  I  =©• 

Pour  opérer  cette  élimination,  multiplions  successive- 
ment par  a:,  x*, . . . ,  x"~^  la  première  des  deux  équations 
précédentes,  en  observant  que  d'après  la  seconde  de  ces 
équations  on  a 

ilM.  dé  Uatkémat.,  i«  série,  t.  III.  (FéTrier  1864.)  5 
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Ordonnant  par  rapport  k  x  les  n  —  i  équations  résul- 
tantes, on  obtient  le  système  suivant  : 

{/i)»_i    -h         3''-'x-h(/i),z"-»x»4-.  .  .-f-  (/î),_,Z  jf"-' =o, 

(n)j^^  -h  (/»)«-!  X      H-        2»-'  a:*  + ...  H-  («)»_g  z*  a:»-'  =  o , 


(«) ,  z"-'  4-  («),  «"-"■  j?  -H  («)3  z»-* x'  + . . . 


^■— ijj«— I  =  o; 


€t  éliminant  linéairement  les  n — i  quantités  x^  x^^. . ., 
a:"^*  au  moyen  de  ces  n —  i  équations  et  de  Téquation  (3), 
on  a  enfin 


(4) 


«^'   («),«"-* 


(«) 


P-H— 1 


n— »' 


(«)*.. 


(«),«»-»     (/i),z»-»     (72)32*-*... 


=  0. 


Le  développement  de  ce  déterminant  ne  peut  contenir, 
d'après  ce  qui  a  été  remarqué  plus  haut,  que  des  puis- 
sances paires  de  ^;  si  donc  on  pose  z*  =  ty  on  obtient  une 

équation  du  degré  ~^— ^ en  z,  dont  les  racines  sont  les 

Jm 

carrés  des  différences  entre  les  n  racines  de  Téquation  (i). 
C'est  ce  résultat  qui  constitue  le  théorème  de  M.  Ro- 
berts^  que  je  me  proposais  de  démontrer. 


Questions  668  et  676  (Fàure  et  A  oust) 

(TOir  t*  léritti  t.  If,  p.  Ml  et  MO); 

Par   m.   h.   LEMONNIER, 

Professeur  au  lycée  Saint-Louis. 

Les  formules  signalées  par  M.  Tabbé  Aoust  résultent 
de  deux  formules  plus  générales  qu'on  trouve  dans  le 


(67) 
Traité  des  Sections  coniques  du  Rëv.  Salmon  (p.  lé^i^ 

s  '6')- 

Si  X  et  jr  sont  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  sys- 
tème d'axes  faisant  entre  eux  Tangle  9  ;  que  X  et  Y  en 
soient  les  coordonnées  dans  un  système  d'axes  de  même 
origine  faisant  Tangle  B\  et  qu'on  ait 

A  j:>  -h  Bxr  -H  Cjr»  =  A'X^  4-  B'XY  -h  C  Y», 

on  aura 

,   ^  A-t-C  — Bcosô       A'-f-C'— B'cosO' 


(^) 


sin'Ô  sin*ô' 

b^*~4ac_b^'— 4a^c 

sin'9  sin^ô' 


Ces  formules,  dont  on  doit  au  professeur  Boole  une 
démonstration  très^imple  et  immédiate,  peuvent  servir  à 
la  résolution  de  beaucoup  de  questions  sur  les  coniques. 
J'ai  fait  à  cet  égard,  avec  extension  aux  surfaces  du  second 
degré  y  un  travail  assez  étendu  qui  paraîtra,  je  Tespère, 
avant  peu  dans  ce  journal. 

Pour  le  moment,  je  vais  me  borner  à  déduire  de  ces 
formules  celles  qui  sont  dues  à  M.  labbé  Aoust. 

Considérons  une  conique  a  centre  qui  soit  rapportée  à 
deux  axes  coordonnés  faisant  Fangle  Q  et  ayant  Torigine 
aa  centre.  Désignons  par  Ti  et  r,  les  rayons  dirigés  sui- 
vant les  deux  axes  des  coordonnées,  et  par  r  un  autre 
rayon  aboutissant  au  point  (x^j)  et  faisant  avec  Taxe 
des  X  un  angle  co. 

Soient  X  et  Y  les  coordonnées  du  même  point  quand 
on  prend  les  axes  de  la  conique  pour  axes  coordonnés. 

L'équation  de  la  conique  étant,  dans  le  premier  sys- 
tème, 

A.r»  -h  B.rj  -h  C j'  -+-  F  =  o, 

5. 


(68  ) 
et,  dans  le  second, 

A'X»-hC'y*4-F  =  o, 
on  aura 

ArJ  -h  F  =  G,     CrJ  4.  F  =  o, 

rsin(0  —  »)  rsino» 

el  comme  x= r— r — =>   y=    .   ^  > 

sin  0  '^         sin  0 

H  [Asin'(0  ^  a»)  +  B«in  ttsîn  (0  —  a»)  H-  Csin*»]  +  Fsin'O  =  o, 

d'où 

F  F 

A= 5-ï       C=: ;•» 

r  r 

sm^(0  —  61)       sin'w       sin'O 
75  *      p  77" 

sin»  sin  (0  —  o>) 

sin(0  —  w)  sinw  sin*0 

rjstnw  r^8in(0  —  «)       r'siQfi>8in(0  —  •») 


D'ailleurs, 


F  F 


Les  deux  relations  indiquées  deviennent ,  en  les  appli- 
quant ici  : 

I  I        sin(0  —  6i>)cosO  sinwcosO 


r\ 

r\              résinai              r5sin(0-— «) 

$in*9cos0 

r>sino>8in(0  —  ») 

=  -(i 

+ 1)  .in'8, 

fsin 

(0— »)   ^         sin»                       sin*Ô 

La  première  se  transforme  en 

1   sina»  + siB(0-»tt)cosO        i   sîn(0  —  fl<>)  +  sînb)cos0 


rj  s]0o>  rj  sin  (G  —  ») 

sin'OcosO 
r'sintt>sin(0  —  0») 

oa 

1  sin0cos(9  —  «»)        i    sinOcos»  sin^OcosO 


rf  sio^  r*siB(ô  —  «).      Hsin«isin(0  —  «) 

=  (7.  +  r)  '"^ 

ou 

cos(9  —  »)     1  cos»        1  sinOcosO         r 

sinu  r]       sin  (0  —  »)  '"î       sin»  sin  (9  —  *>)/•' 


on 


ain(0  —  6»)cos(0 — »).  -j  +cosfl»sin».  -y  — sinOcosft.  -^ 

r^  r,  r*- 


==  (—  -H  -7^1  sinOsiDo>sin(0  — u); 


c'est 


8m2(0— ca)      sin  a»      sinaO         /i        r\  .   «  • 


rj 


-5 -—  =  »(-:-+-,-)  sinÔsin«sin(0— «)♦ 


ce  qui  revienl  à 


sîn  2  (rr,)       sin  2  (r,  r)       sin  2  (  r, r,  ) 
r\  r\  r' 

=  2  (~  +  T7J  sin(r,  r,)  sin  (r^r)  sin  (rr,)^ 
première  formule  de  M.  Tabbé  Aoust. 


(70) 
La  seconde  formule  se  transforme  successivement  en 

sin'(0  —  w)  I  sin'fii         i  sin'O  i 

sin'w       r\      .wn'(6  —  «)  rj       sin'a>sin'(0  —  w)  r* 

sîn'O      I  sin^O  i  2 


sin»»  rj  r»  sin'  (0  —  » j  rj  r»        rj  rj 


=-A-.-'''. 


2  sin'  6  sin'  (0  —  w  )       2  sin' w  sin'  (0  —  w  )       2  sin'  G  sin'b» 


sit)*(9  —  o>>)       sin^M       sîn^O 


-4  -4 


ce  qui  fait 

a8in*(rir,)sin'frar)        2sin*(rar)sîn*(/'r,)       2sin'(rr,)sin'(r,r,) 

sîn'  f  rr, )        sin*  (r,  r)        sin*  (  r,  r,  ) 

=  -5_  sin* (r,  r,)  sin' (r, r)  sin* (rr,). 
Cest  la  seconde  formule  de  M.  Tabbe  A  oust. 


Observations  sur  les  questions  précédentes; 

Par  m.  h.  FAURE. 

M.  Tabbé  Aoust  a  donné,  dans  les  Comptes  rendus  de 
Vuicadémie,  divers  théorèmes  relatifs  à  la  courbure  des 
surfaces.  Il  en  déduit,  comme  conséquence,  le  théorème 676 
des  Nouvelles  annales  de  Mathématiques,  qui  revient  à 
la  question  668,  que  j'ai  moi*mème  proposée  dans  ce 
journal.  Ces  théorèmes  ont  déjà  été  énoncés  par  moi , 
mais  sous  une  forme  un  peu  difTérente  ;  voici  en  effet 
comment  j'y  étais  parvenu. 
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Question  681 

(roir  1*  férl«,  k  H,  p.  tlt); 

Par  m.  Ch.  DE  SAINT-PRIX, 

ÉlèTe  an  lycée  de  Lyon. 

En  nommant  A,  B,  G  les  trois  angles  d*un  triangle 
rectiligne  quelconque,  on  a 

un  A .  sin  B  •  si  n  (  A  —  B  ) 

* 

,  +sinB.8ÎnC.sin(B  —  C) 

(i)       <  ,  }  =  o, 

+  8inC.sinA.sin(C  — A) 


sin(A  — B).sîd(B  — C).siD(C  — A) 


et 


(a) 


cosA  cosB  cosC 
sécA  sécB  sécC 
cosécA    cosécB    cosécC 


=  o. 


Je  vais  démontrer  ces  égalités  pour  trois  angles  a,  &,  c 
quelconques. 

i^  On  connaît  les  formules 

COSJC  = 9 

2 

sinx  = =r 9 

2y^ — I 

i  Faîde  desquelles  la  relation  (i)  peut  s'écrire 

4-  (^^^  —  ^«'^'i  (c-  »^^  —  t^*^)  (fC^-*)  »^'  —  tr^^-^)  *'-^) 
-4-  (ir(«-*) *^  —  cr-(«-^)  *^ )  (r(*-')  *^~  —  ir-(^-<)*^) 
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Développant   et   recomposant  les  termes  deux  à  deux, 
on  a 

sin2a  H- sîn2(fl— ^) -f-sina^ 

—  tinnb  +sm2(6  —  c)  -f-sinac 

—  sin2ir  -f-8m2(c  — a)  +sin2ci 

—  sin2(a  —  b)  —  sin2(6  —  c)  4-sin2(a  —  c)  =o, 

expression  dans  laquelle  les  termes  se  détruisent  deux  à 

deux.  G.    Q.    F;    D. 

2*^  Le  déterminant  développé  donne 

oosaséc^cosécc-^cosacoséc^séccHr  sécacoséc&cosc 
—  séca  cos6  cosécc + coséc a  cos  b  sécc  —  cosa  séc b  cosc  =:  o, 

ou  mieux 

cosa  cosa  cos^  cos^ 


sine  cos  ^       sin6cosc       sinacosc       sine  cos  a 

cosc  cosc 


sin  6  cos  a       sïna  cos  b 
on 


==o, 


oosasiD(6  —  c)  +  cos6sin(c  — a)  +  coscsiD(a  —  6)  =  o, 
^alité  qui  se  vérifie  par  le  développement  des  sinus. 

Noie.  —  M.  de  Virieu  a  démontré  la  première  égalité  pour  des  angles 
quelconques  et  la  seconde  pour  des  angles  dont  la  somme  est  égale  à 
(aii  +  i)ir.  M.  Alexandre  Rezzonico,  de  Morat  (Lombardie),  n'a  démon- 
tré les  deux  égalités  que  dans  le  cas  où  A+B+G  =  i8o<^;  MM.  Cagny, 
de  Vigneral  et  H.  Picquet  pour  des  angles  quelconques. 

Nous  avons  reçu  également  des  solutions  de  MM.  Cremona  etRéalis. 

M.  Réalls  observe  que  la  relation  (i)  a  lieu  pour  les  arcs,  ce  qui  doit 
être,  car  si  Ton  suppose  que  les  angles  soient  remplacés  par  les  arcs  qui 
les  mesurent,  et,  qu'après  avoir  divisé  par  une  puissance  convenable  du 
rayoD,  on  fasso  ce  rayon  infini,  on  aura  précisément  la  même  relation 
entre  les  arcs  a,  b,  c,  a^  b,  etc.  P. 
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.  Question  672 

(Toir  r  série,  t.  II.  p.  4n)  ; 

Par  mm.   J.    COURTIN   kt  C.    GODARD, 

Élèves  de  Sainte-Barbe  (  classe  de  M.  Moutard). 

Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  concentriques  sem- 
blables et  semblablement  placés  j  on  mène  de  chaque 
point  de  la  surface  du  plus  grand  des  plans  tangents 
à  Vautre.  Démontrer  que  Venv^eloppe  des  plans  des 
lignes  de  contact  ainsi  déterminées  est  un  ellipsoïde 
semblable  aux  deux  premiers. 

Cette  proposition  peut  s^étendre  au  cas  de  toutes  les 

surfaces  du  second  degré,  même  aux  surfaces  dénuées  de 

centre  dont  les  axes  coïncident.  La  démonstration  que 

nous  allons  en  donner  s^applique  aux  surfaces  à  centre  : 

on  la  modifierait  facilement  pour  celles  qui  n'en  ont  pas. 

Soit 

P  j2  H-  p>2  ^  p";5i  _  H 

Téquation  d'une  surface  du  second  degré  douée  de  centre^ 

celle  d'une  autre  surface  concentrique  a  la  première, 
semblable  et  semblablement  placée.  On  sait  que  Féqua- 
tion  du  plan  de  la  courbe  de  contact  d'un  cône  issu  d'un 
point  [Xy  y^  z)  et  circonscrit  à  une  surface  du  second 
degré  dont  l'équation  est  F(a:,  y^  z)  =  o,  se  présente 
sous  la  forme 

xf;  -f-  yf;  h-  zf;  h-  tf;  =  o, 

si  l'on  suppose  préalablement  l'équation  rendue  homo- 
gène par  l'introduction  de  la  lettre  T  dont  la  valeur  =  i. 
Or,  ce  plan  est  celui  dont  il  est  question  dans  l'énoncé. 
Donc,  si  l'on  nomme  x%  y\  ^Mes  coordonnées  d'un  point 
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de  la  première  surface  et  qui  par  suite  satisfont  a  la  re- 
lation 

Pj/»  -h  py 2  4-  P"z'»  =  H, 

rëquatiou  du  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la 
seconde  surface  sera 

Va/x  4-  Vy'y  -f-  PVz  =r  ^H. 

Or,  la  relation 

Px'»  4- P V -h  PV>  =  H, 

si  nous  posons 

Par'  =r  /,     Vf'  =  m,     P^z'  =  /f,     >  H  =  /;, 

peut  s'écrire 

h  —  H =  -^-^     OU  bien     -^  • 

P       P'        P  '         H  H^ 

Cette  relation  exprime  que  le  plan 

Ix  -h  «j  4-  «2  =  /> 
est  tangent  à  la  surface 

P^»-hP'j'4-PV=  5, 

surface  semblable  aux  précédentes  et  scmblablement 
placée. 

Réciproquement,  si  on  prend  les  pôles  de  tous  les 
plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  par  rap- 
port à  une  surface  scmblablement  placée  et  concentrique, 
ces  pôles  engendrent  une  surface  du  second  degré. 

De  là  quelques  cas  particuliers  remarquables,  mais 
trop  connus  pour  qu'il  soit  utile  d^entrer  dans  de  plus 
amples  détails. 

Note,  —  Question  résolue  à  peu  près  de  la  même  manière  par 
MM.  Mirza-Nizmm,  Abraham  Schnée,  Ch.  Dupain,  Grouard,  élève  de  FÉ- 
eole  Polytechnique,  Mnzetu,  lieutenant  d^artillerie,  Grasatt  et  Tivolier» 
Léon  Oyrion. 
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Même  question  [solution  géométrique); 

Par    mm.    DEBATISSE   bt   L.    NOUETTE, 

Élèves  du  lycée  Charlemagne  (classe  de  M .  Hauser). 

Je  fais  une  section  par  un  plan  quelconque  passant  par 
le  centre  commun  aux  deux  surfaces  données.  J'obtiens 
deux  ellipses  semblables  et  semblablement  placées. 

Soient  A  un  point  de  la  plus  grande  et  KH  la  corde  des 


contacts  des  tangentes  à  la  seconde  ellipse  menées  par  A* 
Je  joins  AO  :  cette  droite  coupe  la  petite  ellipse  en  B  et  B' 
et  la  corde  des  contacts  KH  en  G.  Soient /et  f  les  foyers 
de  la  deuxième  ellipse  :  je  joins  B,  fel  par  C  je  mène  une 
parallèle  à  Bf  rencontrant  Taxe  focal  en  (p.  On  a 

Oy  _  Cy  _  oc 

o/^b/~ob' 

Or,  les  points  A  et  C,  B  et  B'  étant  conjugués  harmo- 
niqueSy  on  a 

ôb"  =  oc,oa, 

donc 

OC  _  OB  _  «^ 
OB  —  OA  ""  fl  ' 

si  a'  et  a  sont  les  demi  grands  axes  des  deux  ellipses. 
Donc  Of  est  constant,  et  par  conséquent  le  point  f  ;  et 
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l*on  a 


C?=Î.B/ 


De  même  on  a,  en  menant  Cf  '  parallèle  à  Bf\ 


On  voit  aussi  que  le  point  9'  est  fixe;  donc 
ou 

donc  le  lieu  des  points  C,  qui  n^est  autre  chose  que  l'en- 
Teloppe  des  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  par 
tons  les  points  de  la  première  ellipse  à  la  seconde,  est  une 
ellipse  semblable  aux  deux  premières.  La  surface  cher* 
chée  et  les  deux  surfaces  proposées  sont  donc  telles  que, 
coupées  par  des  plans  quelconques  passant  au  centre 
commun  des  deux  dernières,  elles  donnent  des  ellipses 
semblables  et  semblablement  placées.  Elles  sont  donc 
elles-mêmes  semblables  et  semblablement  placées,  et  les 
axes  de  la  surface  cherchée  sont 


a 


— ,     —     et     — 
a         b  c 


Question  650  (solution  géotnétrique) 

(roir  r  térle,  t.  ri.  p.  189  et  M»  )  j 

Pae  h.  Paiti.  MANSION,  ds  Makchiv. 

On  donne  un  point  P  eians  le  plan  d'une  conique^  on 
sait  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
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ce  point  sur  toutes  les  tangentes  de  la  conique  a  un  point 
double  en  P.  Démontrer  que  les  centres  de  courbure  cor^ 
respondant  à  ce  point  double  sont  à  égale  distance  du 
diamètre  qui  contient  le  point  P.  (  M ànn heiic.) 

Nous  démontrerons  d'abord  ce  théorème  général  :  Le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d*un 
point  P  extérieur  à  une  courbe  sur  toutes  les  tangentes  à 
celte  courbe,  a,  en  ce  points  qui  est  un  point  multiple  du 
lieu,  ses  centres  de  courbure  au  milieu  des  tangentes 
menées  de  ce  point  V  à  la  courbe. 

Soient  MA  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe  don- 
née, PA  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  cette 
tangente.  Soient  P  m,  Vm\Vm!\ .  • . ,  les  tangentes  menées 
de  P  à  la  courbe  donnée.  On  peut  considérer  Tune  de  ces 
tangentes,  Vm  par  exemple,  comme  celle  des  positions 
de  AM  qui  la  première  passe  par  P.  On  sait  que  le  cercle 
décrit  sur  PM  comme  diamètre  est  tangent  au  lieu  du 
point  A.  D'ailleurs,  ce  cercle  coupe  le  lieu  au  point  P. 
Lorsque  la  position  AM  de  la  tangente  se  rapproche 
de  P/n,  le  point  de  tangence  A,  et  le  point  d'intersection  P 
du  lieu  et  du  cercle,  se  rapprochent  également,  et  lorsque 
enfin  la  tangente^st  devenue  Pm,  les  points  A  et  P  se 
confondent.  H  en  résulte  que  le  cercle  décrit  sur  Pm  est 
le  cercle  osculateur  du  lieu  au  point  P.  Le  théorème 
énoncé  est  donc  démontré. 

On  en  déduit  comme  corollaire  le  théorème  proposé  : 
soient  P/n,  Vm'  les  deux  tangentes  menées  du  point  P  à 
la  conique,  n  et  n^  leurs  milieux.  Ces  deux  points  sont  à 
égale  distance  du  diamètre  qui  passe  par  P*,  en  effet,  nn* 
est  parallèle  à  mm!  qui  est  divisée  en  deux  parues  égales 
parle  diamètre  en  question.  Il  en  résulte  le  théorème. 
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Question  674  [solution  et  généralisation) 

(voir  1*  série,  t.  Il,  p.  479); 

,Par  m.  àlkxandre  £ARRÈEl£, 
Élève  du  lycée  de  LyoD. 

llu'est  point  nécessaire,  pour  que  la  propriété  annoncée 
ail  lieu,  que  le  triangle  soit  rectangle,  et  que  le  point  y  soit 
le  milieu  du  côté  AB.  On  peut  rectifier  Ténoncé  de  la 
manière  suivante  : 

Soient  ÂBC  un  triangle  quelconque  et  Cria  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  C  sur  le  côté  AB.  Par  les 
points  C,  Tj  et  un  point  y  pris  à  volonté  sur  le  côté  AB, 
faisons  passer  une  circonférence  de  cercle  :  soit  Cx  la 
tangente  à  cette  courbe  menée  sur  le  point  G  ;  le  produit 
des  perpendiculaires  abaissées  d*un  point  P  de  cette 
circonférence  sur  les  droites  Cy,  Cr  est  égal  au  produit 
des  perpendiculaires  abaissées  de  ce  même  point  sur  le 
côté  BC  et  sur  la  tangente  Cx. 

La  proposition  ainsi  énoncée  n'est  qu'un  cas  parti  eu* 
lier  d'un  théorème  bien  connu  sur  le  quadrilatère  inscrit 
dans  une  conique,  puisque  la  tangente  peut  être  considé- 
rée comme  le  quatrième  côté  d'un  quadrilatère  inscrit  dans 
le  cercle,  quadrilatère  dont  les  autres  côtés  sont  Cr,  Cy 
et  ry. 

Note  du  Rédacteur,  —  L^obseryation  de  M.  Barrère  est  fort  juste,  et  la 
propriété  en  question  n^appartient  pas  plus  an  cercle  des  neuf  points  et  au 
triangle  rectangle  qu'à  tout  autre  cercle  qui  passerait  par  le  sommet  C 
d'un  triangle  quelconque. 

MM.  A.  du  Meanil,  élère  de  Mathématiques  spéciales  au  collège  de  Sor- 
rèu  (eUsae  de  M.  Dûment);  Dupain,  professeur  à  Àngoulème;  Joseph 
Dupont,  élère  de  troisième  (lettres)  au  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de 
M.  Burat);  Auguste  Grouard,  élève  de  l'École  Polytechnique;  Morel,  cléve 
de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand;  Mirza-Nizam  et 
Mina-Djeban,  éières  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis 
(classe  de  M.  Amiot);  Ernest  Potier,  élèTC  du  collège  Chaptal;  Beau,  élère 
du  lycée  Saint-Louis,  résolvent  la  même  question  par  la  considération  des 
triangles  semblables.  Sans  étendre  la  question,  presque  tous  remarquent 
qu^elle  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général.  P. 
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NOTE  SIIR  LA  THÉÔRK 
DES  COURBES  PODAIRES  SUCCESSIVES; 

PAm  M.  William  ROBERTS. 


Je  dois  k  une  lettre  obligeante  de  M.  Prouhet  la  con- 
naissance que  la  théorie  des  podaires  successives  d'une 
courbe  plane  (que  je  croyais  avoir  donnée  le  premier 
dans  un  Mémoire  publié  il  y  a  assez  longtemps  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  t.  X,  i^*  se* 
rie)  est  due  à  Maclaurin.  Je  m^empresse  de  dire  que  Tidée 
de  la  dérivation  d'une  suite  de  courbes  d'une  courbe 
donnée  d'après  cette  méthode  a  été  présentée  très-expli- 
ciiement  par  ce  grand  géomètre  dans  les  Philosopliical 
Transactions  de  Tannée  1718,  n^  336.  Maclaurin  re- 
marque aussi  que  les  courbes  ayant  pour  équation  po- 
laire r^  =  a"'cQsmci>  fournissent  l'application  la  plus 
simple  de  cette  théorie.  Il  démontre  que  la  rectification 
de  deux  courbes  successives  dans  la  suite  de  celles  dé- 
rivées  d'une  primitive  ayant  une  équation  polaire  de 
cette  forme  conduit  a  celle  de  toutes  les  podaires  de  la 
série. 

Ce  résultat,  donné  par  Maclaurin  il  y  a  presque  cent 
cinquante  ans,  renferme  le  théorème  que  j'ai  publié  dans 
le  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XII,  p.  44^9  ^  I&  fin  à*\xa 
article  sur  la  rectification  de  quelques  courbes,  et  dont 
j'avais  déjà  donné  un  cas  particulier  dfins  mon  travail, 
inséré  au  tome  X. 

Quant  à  mes  autres  recherches  sur  ce  sujet,  qui  se 
trouvent  dans  le  tome  X,  ainsi  que  dans  le  tome  XII, 
p.  4ij  et  le  tome  XIII,  p.  179,  les  résuluts  que  j'ai 
obtenus  (dont  quelques-uns  dépendent  des  propriétés 
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aasez  cachées  des  fonctions  elliptiques,  découvertes  par 
Legendre)  montrent  comme  l'idée  de  Maclaurin  est  fé- 
conde et  comme  elle  peut  se  développer  avec  le  progrès 
de  la  science.  Dans  un  Mémoire  publié  par  moi  dans 
les  Annales  de  M.  Tortolini,  t«  lY,  1861,  p.  i33,  j'ai 
considéré  des  podaires  à  indices  fractionnaires,  tant  pour 
le  cas  de  courbes  que  pour  celui  de  surfaces,  et  j'ai 
étudié  en  particulier  les  propriétés  de  la  surface  podaire, 
à  indice  -j,  d'un  ellipsoïde  rapporté  au  centre  pour  le 
pôle.  Cette  surface  présente  les  analogies  les  plus  frap- 
pantes avec  Tellipse  de  Cassini,  podaire  fractionnaire,  à 
indice  \^  d'une  conique  à  centre. 

Je  crois  devoir  mentionner,  comme  très-digne  de  Tat- 
tention  des  géomètres,  un  Mémoire  de  M.  J.-A.  Hirst 
sur  des  surfaces  podaires,  publié  dans  les  Annales  de 
M.  Tortolini.  On  y  trouve,  parmi  d'autres  résultats, 
une  expression  élégante  pour  Taire  superficielle  de  la 
/i**"*  podaire. 

^Qte  du  Bédaeieur.  —  Maclaurin  a  reproduit  sa  théorie  des  podaires 
dans  sa  Géométrie  organique.  Malgré  cette  double  publication,  cette  décou- 
verte était  restée  complètement  ignorée  dos  géomètres,  lorsque  M.  W. 
Roberts  l'a  retrouTée  de  son  côté  par  une  méthode  qui  lui  est  propre  et 
en  a  fait  d^importantes  applications  à  la  théorie  des  transcendantes  ellip- 
tiques. Nous  profitons  de  cette  occasion  pour  remercier  publiquement  le 
célèbre  géomètre  irlandais  des  belles  questions  dont  il  a  bien  voulu  enri- 
chir les  Nouvelles  Annules,  sous  le  pseudonyme  transparent  de  Strebor. 


QUESTIONS  VVWm  (1863)  C'). 


Géométrie  élémentaire. 

1.  Lieu  des  points  d'une  sphère  d'où  Ton  voit,  sous 
un  angle  droit,  une  droite  déterminée  de  longueur. 

(*)  On  se  ferait  une  idée  peu  exacte  des  examens  et  de  la  manière  dont 
Anm,  de  MutkémaU,  )•  série,  t.  Hl.  (Février  1864.)  6 
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2.  Des  sommets  d'un  quadrilatère  spbérîque  comme 
pôles,  on  décrit  des  arcs  de  grand  cercle  terminés  aux 
i.6tés  du  quadi'ilatére  prolongés  dans  le  même  sens.  On 
demande  Taire  totale  de  la  figure  ainsi  obtenue. 

3.  Faire  dans  le  tronc  de  pyramide  une  section  qui 
soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases. 

4.  Les  plans  bissecteurs  des  dièdres  d*un  tétraèdre  se 
coupent  en  un  même  point. 

5.  Les  plans  perpendiculaires  aux  arêtes  d'un  tétraè- 
dre, menés  par  les  milieux  de  ces  arêtes,  se  coupent  en  un 
même  point. 

6.  Les  droites  qui  vont  de  chaque  sommet  d'un  té- 
traèdre au  centre  de  gravité  de  la  face  opposée  se  ren- 
contrent en  un  même  point. 

7.  Étant  donnés  trois  points  dans  un  plan  et  trois 
points  dans  un  autre  plan,  quelle  est  la  condition  néces- 
saire pour  que  les  droites  qui  les  joignent  se  rencontrent 
en  un  même  point? 

8.  Volume  engendré  par  un  triangle  isocèle  tournant 
autour  d'un  axe  extérieur  passant  par  son  sommet. 

Géométrie  descriptive. 

9.  Une  droite,  assujettie  à  rencontrer  quatre  droites 
dans  l'espace,  est  déterminée. 

10.  Projection  de  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux 
droites  dont  Tuoe  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal. 

ils  sont  conduits,  si  l'on  en  jugeait  par  Téchantillon  que  nous  donnons 
ki.  D'abord  nous  aross  laissé  de  côté  les  questions,  et  ce  sont  les  plus 
nombreuses, qui  ne  font  que  reproduire  un  article  dn  programme  officiel  ; 
no«s  aTons  ensuite  abrégé  les  énoncés,  ce  qui  peut  leur  aToir  fait  perdre 
sous  le  rapport  de  la  clarté.  Pour  bien  juger  d*une  question  d*oxamen,  il 
ne  faut  pas  la  considérer  isolément,  mais  la  comparer  à  celles  qui  Tout 
précédée  et  amenée.  C'est  ainsi  que  la  question  39,  très-diflicilo  en  elle* 
mtoe,  n'est  qu'un  corollaire  très-simple  de  la  question  90.  P. 
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11.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  coupe 
une  sphère  donnée  suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

12.  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  Taxe 
est  vertical.  Trouver  les  traces  du  plan  conjugué  à  une 
droite  donnée. 

13.  Trouver  Tintersection  d'un  cylindre  dont  l'axe  est 
dans  le  plan  horizontal,  par  un  pian  que  déterminent  sa 
trace  korizoDtale  et  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

14>.  Représenter  une  sphère  qui  a  pour  diamètre  une 
droite  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre  et  dont  on  donne  les  traces. 

15.  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  tan- 
geats  au  plan  horizontal. 

16.  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  dont  l'un 
a  son  axe  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  l'autre 
son  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

17.  On  circonscrit  à  une  sphère  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  également  inclinées  sur  les  deux  plans 
de  projection.  Trouver  les  projections  de  la  courbe  de 
contact. 

18.  Une  circonférence  est  donnée  dans  le  plan  bissec- 
teur de  l'angle  formé  par  les  deux  plans  de  projection. 
Construire  un  cône  qui  ait  pour  base  cette  circonférence 
et  pour  sommet  un  point  pris  dans  le  plan  vertical.  Plans 
tangents  perpendiculaires  au  plan  horizontal. 

19.  On  donne  un  ellipsoïde  dont  deux  plans  princi- 
paux sont  parallèles  aux  plans  de  projection.  Trouver  les 
traces  d'un  plan  qui  coupe  Tellipsoïde  suivant  un  cercle. 

20.  Mener  une  droite  qui  rencontre  deux  autres  droites 

et  fasse  avec  ces  dernières  des  angles  égaux. 

6. 
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21 .  Iiiterseciion  d'un  cône  et  d^une  sphère. 

22.  On  coupe  un  cylindre  vertical  par  un  plan  perpen- 
diculaire au  plan  vertical.  Trouver  les  points  de  la  sec- 
liou  où  le  plan  est  normal  au  cylindre. 

Algèbre. 

23.  Division  d'un  polynôme  entier  par  x'-h^x-f-  ç. 
Forme  du  reste. 

24.  Trouver  la  somme  de  la  suite 

74-27' -+-3  7*  4-4^* +  •••"*"  '^1*' 

25.  Extraire  la  racine  carrée  d'une  expression  imagi- 
naire. 

26.  Limite  de  \sa  —  1;    pour  m  =  00  , 

27.  Limite  de pour  a:  =  o. 

28.  Maximum  eC  minimum  de  la  fraction 

-  — i^^—  • 

•  5x* 4-  7X -1-2 

29.  Trouver  le  plus  grand  coefficient  du  développe- 
ment de  (a:  4-  fl)"*. 

30.  Trouver  l'expression  de 

I  I  1 


X  —  a       X — b  X — / 

et  de 

II  1 

-4-: rrz -H  •..-+-  : rr.^ 


(x  — a)»  •    (x  — A)»  (^  —  0' 

ajbj  c^* . .,  l étant  les  racines  de  l'équation /'(jr)  =  o. 

31.  Dérivée  de^  par  rapport  à  a:,  ces  deux  variables 
étant  liées  par  Téquation 


arc  tang  — 
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32.  Démoiilrer  que  si  u„  est  le  terme  géaéral  d'une  série, 


Km  yju^  =  lîm  -îî^  pour  «  =  oo  . 

33.  Trouver  deux  nombres,  connaissanllcur  somme  et 
la  somme  de  leurs  cubes. 

34.  Dérivée  de  af. 

33.  Nombre  des  racines  réelles  de  Féquation  a' = Lx. 

36.  Si  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f{x) 
eif'{x)  est  du  p**"^  degré,  Féquation  f{x)  =  o  aura 
m — p  racines  distinctes. 

37.  Condition  pour  qu'une  équation  du  quatrième 
degré  ait  une  racine  triple. 

38.  Equation  qui  a  pour  racines  les  sommes  des  ra- 
cines d^une  équation  du  troisième  degré,  prises  deux  à 
deux. 

39.  Si  l'équation^ (x)  =  o  n^a  que  des  racines  réelles 
et  inégales,  l'équation /'(x)*—y*( or) /''(x)  n'a  que  des 
racines  imaginaires. 

•40.  Décomposer  {x^  +  px  +  g)*  +i  en  facteurs  réels 
du  second  degré. 

41.  Résoudre  l'équation 

2x  -f-  sm  2  A* =  o 

m 

el  montrer  qu'elle  a  deux  racines  réelles. 

42.  Calculer  jt-^  H — -  en  fonction  de  j;  -f-  -  en  posant 

or  H —  =  2COS9.  Expliquer  pourquoi  la  formule  à  la- 
quelle  on  parvient  convient  à  tous  les  cas. 
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43.  Variations  de  la  fonction  —•  Combien  Téquation 


a* 


—  =  J  a-t-elle  de  racines? 

X 

Trigonométrie. 
44.  Signification  géométrique  de  la  formule 

tang-(A  — B)= r  cot-C. 


45.  Rayon  du  cercle  inscrit  en  fonction  de  celui  du 
cercle  circonscrit  et  du  périmètre  du  triangle. 

46.  La  diflerence  des  logarithmes  des  tangentes  va- 
t-elle  en  augmentant  ou  en  diminuant  quand  Tare  aug- 
mente? 

47.  Surface  d'un  quadrilatère  inscriptible,  connaissant 
les  quatre  côtés. 

48.  Calculer  sin  -  a  et  cos  -  a  en  fonction  de  tança. 

2  2  ^ 

49.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  les  angles  et  le 
rayon  du  cercle  inscrit.  Calculer  en  fonction  des  données 
la  surface  du  triangle  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

50.  Des  relations 


siuA       sinB        sinC 
déduire 

<i'  =  A»  -I-  c»  —  2  ^c  cos  A. 

51.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle,  la 
distance  du  pied  de  la  hauteur  correspondant  à  cet  angle 
au  milieu  de  la  base,  et  enfin  Fangle  que  font  entre  elles 
la  hauteur  et  la  médiane. 

{ La  àUi'ie  prochainement,  ) 
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Màximilien  Marie.  —  Nouvelle  théorie  des  fonctions 
de  variables  imaginaires,  (Fin.) 

M.  Marie  a  appliqué  ce  mode  de  représentation  des 
équations  à  plusieurs  questions^  notamment  à  l'élude  des 
périodes  des  intégrales  et  à  celle  des  conditions  de  con- 
Tei^ence  de  la  série  de  Taylor.  La  méthode  s'adapte  telle- 
ment bien  au  premier  de  ces  deux  sujets,  qu  elle  semble- 
rait avoir  été  créée  exprès.  Certaines  intégrales  ont  une 
période  réelle  (celle  qui  exprime  la  surface  d'un  segment 
de  cercle,  par  exemple),  d'autres  une  période  imagi- 
naire (exemple,  1  — j»  d'autres  les  deux  espèces  de  pé- 
riodes à  la  fois.  L'explication  des  périodes  réelles  est  très- 
simple  :  ces  périodes  ne  sont  autre  chose  que  l'aire  de  la 
courbe  fermée  dont  l'intégrale  en  question  exprime  la 
quadrature  ('*')•  La  méthode  de  M.  Marie  fournit  avec  une 
égale  facilité  l'explication  des  périodes  imaginaires  :  elles 
sont  les  aires  des  anneaux  fermés  de  conjuguées  compris 
entre  deux  branches  de  la  courbe  réelle,  ou  la  somme  d'un 
anneau  de  la  courbe  réelle  et  d'un  anneau  de  la  conju- 
guée. On  obtient  ainsi  une  méthode  plus  simple  que  toute 
autre  pour  évaluer  ces  périodes,  et  l'on  constate  en  même 
temps  deux  théorèmes  intéressants  :  l'un,  c'est  que  les 
aires  des  anneaux  fermés  de  conjuguées  compris  entre 
deux  branches  consécutives  de  la  courbe  réelle  sont  égales 


(*)  Les  aires  Umitées  par  des  branches  infinies  peuvent  se  ramener  par 
des  transformatioDs  de  Tariablea  k  des  aires  fermées. 
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entre  elles;  Fautre^c'eslqueles  intégrales  lydxei  Ixdyf 

j  et  X  étant  liés  par  une  équation  /*{x,  y)  =  o,  ont  les 
mêmes  périodes.  Nous  supposons  écartées  les  difficultés 
concernant  les  fonctions  qui  ont  plus  de  deux  périodes. 
Ce  dernier  théorème  a  été  démontré  aussi,  ou  peu  s^en 
faut,  dans  l'école  de  Cauchy  ;  mais  ce  grand  géomètre  ne 
l'avait  pas  encore  entrevu  quand  il  dut  faire  un  Rapport 
h  l'Académie  des  Sciences  sur  les  travaux  de  M*  Marie. 

Le  lecteur  s'apercevra,  sans_que  nous  ayons  besoin  de 
le  lui  faire  remarquer,  que  cette  méthode  promet  de 
grandes  ressources  pour  l'étude  des  fonctions  définies  par 
des  équations  différentielles  à  deux  variables,  que  ces 
fonctions  soient  ou  non  réductibles  aux  fonctions  double- 
ment périodiques,  tandis  que  la  méthode  de  Cauchy  appli- 
quée par  MM.  Puîseux,  Briot  et  Bouquet  ne  parait  guère 
avoir  de  puissance  quand  il  s'agit  d'aborder  les  fonctions 
plus  compliquées  que  les  fonctions  doublement  périodi- 
ques. Enfin  cette  méthode  permet  de  découvrir  quelque 
chose  concernant  les  périodes  des  intégrales  doubles  et 
multiples,  sujet  qui  avait  résisté  à  Cauchy^  Les  périodes 
des  intégrales  doubles  sont  des  volumes  réels  ou  imagi- 
naires, de  même  que  celles  des  intégrales  simples  sont  des 
aires.  Cependant  une  indétermination  d'un  autre  ordre 
pèse  sur  les  intégrales  doubles  ;  c'est  un  point  pour  lequel 
nous  renvoyons  au  Mémoire  de  notre  auteur  et  qui  de- 
mande bien  des  éclaircissements. 

La  méthode  de  M.  Marie  s'applique  moins  heureuse- 
ment à  la  recherche  des  conditions  de  convergence  de  la 
série  de  Taylor.  ElIIe  ne  devient  utilisable  qu'au  moment 
où  celle  de  Cauchy  cesse  de  l'être,  et  alors  même  elle  est 
loin  de  satisfaire  à  toutes  les  exigences.  Cauchy  n'a  en 
somme  démontré  relativement  à  la  série  de  Taylor  qu'une 
seule  chose  qui  mérite  mention  :  c'est  que  cette  série  est 
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nécessairement  convergente  (*)  tant  que  la  variable  x, 
par  rapport  aux  puissances  de  laquelle  le  développement 
est  ordonné,  conserve  un  module  inférieur  à  tous  ceux  de 
certaines  valeurs  de  x  dangereuses  ou  plutôt  suspectes^ 
mais  il  ne  donne  aucun  moyen  de  discerner  parmi  ces 
valeurs  suspectes  celles  qui  sont  réellement  dangereuses 
dans  chaque  cas  déterminé,  et  il  range  même  parmi  les  va- 
leurs suspectes  des  valeurs  qui  ne  le  sont  nullement.  C'est 
ce  que  M.  Marie  fait  très-bien  voir,  mais  il  n'a  lui-même 
qu'une  méthode  précaire  pour  discerner  ces  valeurs  dan- 
gereuses, méthode  qui  ne  conduit  à  aucune  règle  géné- 
rale certaine.  M.  Marie  suppose  cependant  une  règle  qui 
se  vérifie  dans  tous  les  cas  particuliers,  très-simples  à  la 
vérité,  qu'il  a  examinés  :  de  tous  les  points  suspects  le 
plus  immédiatement  dangereux  serait  Tun  des  deux  points 
critiques  dont  les  conjuguées  comprennent  entre  elles  le  ' 
point  origine  où  l'on  a  transporté  les  axes  pour  faire  le 
développement  suivant  la  série  de  Mac-Laurin.  Ceiénoncé 
convient  pour  le  moins  au  cas  où  les  points  suspects 
appartiennent  à  une  même  branche  de  la  courbe  réelle. 
Mais  le  problème  que  se  propose  ici  M.  Marie  n'a 
pcuf-étrc  pas  toute  l'importance  que  l'on  croirait;  la 
plupart  du  temps  on  pourra,  quand  le  nombre  des  points 
suspects  ne  sera  pas  infini,  les  éviter  tous  assez  simple^ 
ment  sans  distinguer  ceux  qui  sont  réellement  dangereux 
de  ceux  qui  ne  le  sont  pas  (**). 


(*)  L'origine  de  co  théorème  de  Cancby  est  dans  la  Théorie  desfonc^ 
thni génératrices  de  Laplace,  ouyrage  dans  lequel  rexpression  d'un  coef- 
ficient de  la  série  de  Taylor  est  déjà  donnée  en  inlc(jrale  définie;  il  y 
avait  peu  k  faire  ensuite  pour  trouyer  l'expression  du  reste.  De  là  une  dé- 
monstration du  théorème  de  Cauchy  plus  claire  que  toutes  celles  qu'il  en 
a  données.  C'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  voir  dans  une  des 
prochaines  livraisons  des  Howelles  Annales* 

("*)  Développezy(jr)  par  rapport  aux  puissances  de ,  «  étant  un 

X  -4-  f  I 
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M.  Marie  considère  dans  le  reste  de  sa  série  de  Mé- 
moires les  lois  qui  régissent  la  courbure  des  conjuguées  et 
de  leur  enveloppe^  ainsi  que  la  manière  de  représenter 
graphiquement  lés  angles  imaginaires  à  centre  réel  ou 
imaginaire  et  les  triangles  imaginaires.  Ce  sont  des  théo- 
ries élégantes,  faciles  à  comprendre,  et  qui,  par  cela 
même  qu'elles  sont  simples,  devront  rencontrer  des  appli- 
cations )  mais  nous  ne  voyons,  quant  a  présent,  aucune 
raison  pour  y  insister  dans  ce  compte  rendu. 


BULLETIN. 


.   ra. 

Novi  (Jean),  professeur  d* Algèbre  supérieure  à  FUniver- 
sité  de  Pise. — Trattalo...  Traité  d'Algèbre  supé^ 
Heure*  Première  partie.  Analyse  algébrique.  In-8  de 
vni-458  pages.  Florence,  i863;  Félix  Le  Monnier. 
Prix  :  lo  francs. 

Voici  le  contenu  de  ce  volume  :  —  Notions  sur  la  théorie  des 
combinaisons.  —  Nombres  complexes. — Limites  et  continuité 
des  fonctions. —  Séries. — Considérations  générales  sur  la  conver* 
gence  :  séries  doubles  :  série  binomiale. —  Séries  exponentielles 
et  logarithmiques.  —  Séries  circulaires  et  hyperboliques.  —  Re- 
cherches ultérieures  sur  les  séries.  —  Produits  infinis.  —  Fa- 


paramètre  ù  choisir  après  coup.  Repréaentez,  k  la  manière  de  Cauchy, 
toutes  les  valeurs  critiques  de  x  par  des  points  du  plan,  et  groupei  eo- 
semble,  d'une  part,  tous  ces  points  critiques,  d^autre  part  le  point  de  dé- 
purt  et  le  point  d^arrivée.  Sil  est  possible  de  tracer  une  circonférence 
comprenant  un  de  ces  (vroupos  dans  son  intérieur  et  laissant  Tautre  à 
Textérieur,  on  pourra  cboisirn  de  manière  que  la  aérie  soit  conTergenie. 
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cultes  analytiques.  —  Fractions  continues.  —  Leur  réduction 
en  série,  et  réciproquement. 

L'ouvrage  aura  trois  volumes.  Le  second  comprendra  les  dé- 
terminants»  les  fonctions  symétriques^  les  propriétés  des  fonc- 
tions homogènes.  Dans  le  troisième  on  traitera  des  fonctions 
irrationnelles  et  de  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  résolution  algé- 
brique des  équations.  L'auteur  se  recommande  de  M.  le  profes- 
seur Betd  qui  a  bien  voulu  l'aider  de  ses  conseils  et  mettre  à  sa 
disposition  les  manuscrits  des  leçons  faites  par  lui  en  1 858  et  1 85g. 

IV. 

Manilics  (  J  -J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées.  — 
Méthode  infinitésimale  sans  métaphysique  et  indé^ 
pendante  de  la  méthode  des  limites.  Iu*8  de  i6  pages 
et  1  planche.  Gand,  i863. 

Il  y  a  des  personnes  qui  refusent  de  croire  que  l'espace  soit 
infiniment  grand  et  affirment  qu'il  a  des  bornes.  M.  Manilius 
entreprend  de  les  ramener  à  de  meilleurs  principes.  Nous  trou- 
vons que  M.  Manilius  a  bien  de  la  bonté. 

V. 

Société  des  Sciences  naturelles  du  grand-duché  de 
LMXembourg;  t.  YI,  année  i863.  Luxembourg,  i863  \ 
in-8  de  i3a  pages  et  2  planches. 

La  partie  mathématique  de  ce  recueil  comprend  :  ^-  Détermi- 
nation de  la  relation  qui  existe  entre  la  chaleur  rayonnante,  la 
chalear  de  conductibilité  et  la  chaleur  latente  ;  par  M.  de  Colnet 
tfHuartf  professeur  à  l'Athénée.  64  pages.  —  Sur  les  courbes  du 
second  degré,  par  il/.  /.-P.  Michaelis.  4o  pages. 

L'auteur  du  premier  Mémoire  annonce  qu'il  a  démontré  ligou» 
reuteme/it,  par  les  principes  de  la  Mécanique  rationnelle,  que  la 
chaleur  de  conductibilité  est  un  mouvement  moléculaire.  11  s*in- 
spire  des  idées  exposées  par  M.  Lamé  dans  la  Théorie  mathéma- 
tique de  l'élasticité  des  corps  solides,  «  C'est  cet  ouvrage  qui  nous  a 
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tracé  la  voie  que  nous  avons  suivie  dans  ces  recherches  ;  cVst  un 
hommage  que  nous  nous  faisons  un  devoir  de  rendre  à  son 
illustre  auteur.  » 

M.  Michaelis  prend  la  peine  de  refaire  toute  la  théorie  des 
coniques  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  qui  est  Fangle 
excentrique  des  Anglais  ou  l'anomalie  excentrique  des  astro- 
nomes. M.  Desboves  s'en  est  servi  pour  démontrer  quelques 
IHTopriétés  des  normales  aux  coniques. 

VL 

PiGJiRT  (Â.),.  agrégé,  professeur  au  lycée  Charlemagne, 
docteur  es  sciences.  — Essai  d^une  théone  géomé- 
trique  des  surfaces,  thèse  présentée  à  la 'Faculté  des 
Sciences  de  Paris.  Paris,  i863;  Mallet-Bachelier.  lu-4 
de  72  pages  et  i  planche. 

Forme  générale  d'une  surface  autour  d'un  point.  —  Lignes 
tracées  sur  les  surfaces.  —  Propriétés  des  surfaces  gauches.  — 
Surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  ou  sphériques. 

Cette  dernière  partie  a  fait  l'objet  d'un  Mémoire  présenté  par 
l'auteur  à  r Académie  des  Sciences,  le  i5  février  i858.  On  y 
trouve  démontrées  fort  simplement  toutes  les  propriétés  décou- 
vertes par  MM.  Serret  et  Bonnet  dans  leurs  Mémoires  sur  la  même 
question. 

vn. 

Behger,  docteur  es  sciences,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  de  Montpellier.  — Etude  sur 
le  déueloppement  de  la  fonction  perturbatrice y<V après 
Cauchy*  Montpellier,  Bœhm  et  fils,  i863.  In-4  ^^ 
7 a  pages.  —  Étude  sur  les  fonctions  des  variables 
imaginaires,  diaprés  Cauchy.  Montpellier,  Bœhm  et 
(ils,  i863.  ln-4  ^^  ^4  pages  sivec  1  planche. 

Dans  la  première  thèse,  M.  Berger  expose  la  méthode  de 
Cauchy  avec  les  éclaircisseniciUs  et  les  développements  conve- 
nables^ et  l'applique  au  calcul  de  rinégalilc  à  longue  période, 
découverte  par  Airy  dans  le  moyen  mouvement  de  Venus,  sous 
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racUon  pei  turbatrice  de  la  Terre.  —  Dans  la  seconde  thèse 
Fauteur  donne  les  principes  de  la  théorie  des  imaginaires  de 
Cauchy.  Le  théorème  sur  le  développement  des  fonctions  en 
série  a  déjà  été  reproduit  par  MM.  Briot  et  Bouquet  avec  d'heu- 
reux éclaircissements;  cependant  Tauteur  a  pensé  que  la  dé- 
monstration pouvait  encore  être  complétée,  et  qu^il  était  utile  de 
traiter  le  cas  des  fonctions  implicites.  La  thèse  se  termine  par  la 
théorie  du  compteur  logarithmique  et  de  ses  principales  consé- 
quences. 

VIII. 

Moigho  et  Liudeloef.  —  Leçons  de  calcul  différentiel 
et  de  calcul  intégral ^  rédigéjes  d'après  les  méthodes 
et  les  ouvrages  publiés  ou  inédits  de  j4.»L.  Cauchy. 
(Tome  IV,  I"  fascicule,  Calcul  des  variations.) 
I11-8**  de  xx-35a  pages.  Paris,  1861  ;  Mallet-Bachelier. 

L'ouvrage  de  MM.  Moigno  et  Lindelœf  renferme,  sous  un 
petit  volume,  un  traité  complet  de  calcul  des  variations,  com- 
prenant les  travaux  les  plus  récents  effectués  dans  cette  partie 
de  la  science.  Les  auteurs  ont  évité  avec  soin  les  formules  sté- 
riles, si  chères  aux  esprits  médiocres,  parce  que  leur  vaste 
ampleur  est  très-propre  à  cacher  le  vide  des  idées.  La  concision 
des  formules  a  beaucoup  'gagné  à  Temploi  d*un  signe  inventé 
par  Sarrus  et  perfectionné  par  Gauchy,  et  qui  sert  à  indiquer 
une  ou  plusieurs  substitutions  faites  dans  une  intégrale  définie. 

Les  principes  généraux  occupent  197  pages  et  huit  leçons. 
On  y  trouve  la  variation  d'une  intégrale  multiple  d'ordre  quel- 
conque; les  maxima  et  minima  des  intégrales  simples,  doubles 
00  triples;  la  règle  de  Jacobi  pour  distinguer  les  maxima  des 
mioima  dans  le  cas  des  intégrales  simples.  Le  reste  de  l'ouvrage 
est  consacré  aux  applications  :  isopérimètres,  ligne  géodésique, 
brachistocbronei  surface  à  aire  minimum,  surface  à  aire  donnée 
renfemsant  le  plus  grand  volume. 

Ces  leçons  font  honneur  à  M.  Lindelœf  pour  les  méthodes 
dont  il  est  l'inventeur,  et  à  M.  Moigno  pour  sa  rédaction  émi- 
nemment lucide. 
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IX. 

Pain  VIN,  professeur  au  lycée  de  Douai.  —  Propriétés  du 
système  des  surfaces  du  second  ordre  conjuguées  par 
rapport  à  un  tétraèdre  fixe.  In-4^  de  38  pages,  i863. 
(Extrait  du  Journal  de  Crelle,  t.  LXIII.) 

Une  surface  est  conjuguée  par  rapport  à  un  tétraèdre  fixe 
lorsqu'un  sommet  quelconque  du  tétraèdre  est,  relativement  à 
cette  surface,  le  pôle  de  la  face  opposée.  M.  Painvin  démontre, 
au  moyen  des  coordonnées  tétraédriques  (distances  d'un  point 
aux  faces  d'un  tétraèdre  dit  de  référence)  j  vingt-huit  théo- 
rèmes. Les  extraits  suivants  donneront  une  idée  des  propriétés 
étudiées  par  M.  Painvin  :  Lorsque  les  surfaces  conjuguées  passent 
par  un  point  fixe,  les  plans  polaires  d 'un  point  fixe  passent 
eux-mêmes  par  un  même  point  y  et  les  pôles  d 'un  plan  fixe  ap- 
partiennent à  une  surface  du  troisième  ordre  passant  par  les 
arêtes  da  tétraèdre,  dont  les  sommets  sont  des  points  doubles.  — 
Lorsque  le  pôle  d 'un  plan  fixe  décrit  une  droite  fixe,  les  sur^^ 
faces  conjuguées  enveloppent  une  surface  du  huitième  ordre,  etc . 

X. 

M.iRiE  (VIaximiliem),  répétiteur  à  l'Ex^oIe  Polytechnique. 
—  Leçons  d'Algèbre  élémentaire.  In-S**  de  viii- 
200  pages.  Paris,  i863;  Mallet-Bachelier.  Prix,  ^(r. 

L'auteur  définit  l'Algèbre  :  la  théorie  abstraite  des  lois,  et  il 
cclaircit  ce  que  cette  définition  elle-même  a  d'abstrait  par  des 
exemples  empruntés  à  la  chute  des  corps  dans  le  vide  et  au 
mouvement  du  pendule.  Le  premier  chapitre  traite  du  calcul 
des  polynômes  au  point  de  vue  arithmétique,  c'est-à-dire  en 
supposant  que  chaque  lettre  représente  nn  nombre  absolu  et 
que  toutes  les  opérations  indiquées  puissent  s'effectuer.  Le 
chapitre  suivant  traite  en  calcul  algébrique  considéré  au  point 
de  vue  le  plus  général,  de  la  résolution  et  de  là  discussion  des 
équations  du  premier  et  du  second  degré.   Dans  le  chapitre 
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sur  les  inégalités  9  Tauteur  conseille  de  faire  passer  tous  les 
termes  dans  un   seul  membre ,   ce  qui  ramène  la  résolution 
d^nne  inégalité  à  la  décomposition  d*un  p<»]yn6me  en  facteur 
et  à  la   recherche  des  valeurs   qui    rendent    chaque  facteur 
positif  ou  négatif.  Le  précepte  es!  judicieux;  mais  nous  ne 
voyons  pas  pourquoi  Tauteury  sans  les  re|>ousser  d'une  manière 
absolue,  conseille  d*éviter  des  formes  de  langage  (— 3<[iOy 
—  5  <^ —  3)  amenées  naturellement  par  un  besoin  de  générali- 
sation, et  dont  il  est  facile  de  donner  une  définition  assez  nette 
pour  que  leur  emploi  n'amène  aucune  confusion  dans  les  idées. 
Après  la  théorie  des  maxima  et  des  minima  vient  un  chapitre 
dont  presque  tout  le  contenu  (développement  du  binôme  et 
d'une  fonction  entière,  relation  entre  les  racines  et  les  coef- 
ficients d'une  équation]  est  attribué  par  l'auteur  à  Yiète,  nous 
ne  savons  d'après  quels  documents.  Enfin  le  dernier  chapitre 
est  consacré  à  la  résolution  des  équations  binômes  les  plus 
simples  et  à  celle  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 

XI. 

Desabgues.  —  Œuvres,  réunies  et  analysées  par  M.  Pou- 
dra^ officier  supérieur  d'état*major  en  retraite,  a  vo- 
lumes in-8  de  viii-5io  et  4^8  pages  et  3a  planches. 
Paris,  i863-i864;  Leiber.  —  Prix  :  i5  francs. 

Desargues,  que  M.  Poncelet  a  surnommé  le  Monge  de  son 
siècle,  peut  être  regardé  à  bon  droit  comme  le  père  de  la  Géo- 
métrie moderne,  de  cette  Géométrie  qui  se  distingue  de  celle  des 
anciens  par  la  généralité  de  ses  conceptions,  le  caractère  presque 
intaitif  de  ses  preuves  et  la  grande  fécondité  de  ses  principes. 
H.  Poudra  rend  un  éminent  service  à  l'histoire  de  la  science  et 
&  la  science  elle-même,  en  réunissant  des  œuvres  dont  quelques- 
unes  sont  d'une  excessive  rareté  et  dont  les  autres  sont  simple- 
ment introuvables,  puisque  du  plus  remarquable  ouvrage  de 
Desargues  il  ne  restait  plus  qu'une  copie  manuscrite,  conser- 
vée aujourd'hui  à  la  bibliothèque  de  l'Institut.  M.  Poudra  ne 
s'est  pas  contenté  de  reproduire  les  œuvres  de  son  auteur;  il 
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les  a  accompagnées  d'un  commentaire,  toutes  les  fois  que  cela 
est  devenu  nécessaire  pour  Vintelligence  du  texte.  11  a  recueilli 
jusqu'aux  fragments  d'ouvrages  perdus,  et  connus  seulement 
par  les  citations  des  détracteurs  de  Desargues. 

Voici  le  contenu  de  ces  deux  volumes  : 

Premier  volume,  —  Biographie  de  Desargues.  —  Perspective 
de  i636.  —  Traité  des  coniques  (*).  —  Coupe  des  pierres.  — 
Perspective.  — -  Gnomonique.  —  Recueil  de  propositions  di- 
verses.—  Perspective  adressée  aux  théoriciens.  —  Extraits  de 
divers  écrits  et  affiches. 

Second  volume.  —  Analyse  des  ouvrages  de  Bosse  (le  disciple 
de  Desargues).  —  Diverses  notices  sur  Desargues.  —  Recueil  et 
extraits  de  divers  libelles  contre  Desargues  (Dubreuil,  Melchior 
Tavemier,  Beaugrand  et  Curabelle). 

La  langue  de  Desargnes  est  lourde,  embarrassée,  et  semble 
être  antérieure  de  deux  siècles  à  celle  de  Descartes.  A  des  con- 
structions grammaticales  d*un  autre  âge,  elle  joint  un  néologisme 
qui  ajoute  à  son  obscurité.  Desargues  n^a  écrit  que  de  simples 
brouillons,  où  les  idées  sont  en  abondance  sans  doute,  mais  non 
développées.  Cela  explique  le  rapide  oubli  dans  lequel  ses  ou- 
vrages étaient  tombés,  malgré  les  éloges  de  Descartes,  de  Pascal 
et  de  Leibniz.  De  là  résulte  pour  les  hommes  de  génie  eux-mêmes 
la  nécessité  d*étre  clairs,  car  il  ne  peut  arrivera  tous,  après 
deux  siècles  d'oubli,  de  rencontrer  un  commentateur  intelli- 
gent et  zélé,  qui  traduise  leurs  ouvrages  en  langue  vulgaire, 
les  édite  à  ses  frais  (**),' et  fasse  briller  leur  gloire  du  plus 
vif  éclat. 


(")  Imprimé  sur  la  copie  faite  par  de  la  Hire  en  1670.  Il  porte  ce  titre 
bizarre  :  Brouillon-projet  d'une  atteinte  aux  ci*énements  de  la  rencontre 
d'un  cône  avec  «n  plan, 

(**)  M.  Poudra  a  consacré  à  cette  publication  une  somme  de  mille 
francs  qull  a  reçue  de  TAcadémie  Tannée  dernière  à  titre  d^encourage- 
ment;  mais  cette  somme  a  été  loin  de  couvrir  tous  les  frais.  L^ouvrage  u*a 
été  tiré  qu'à  trois  cents  exemplaires. 
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BE  LA  TRANSFORMATION  GÉOMÉTRIQUE 
BES  FI6IIRES  PUNES, 

El  d'ui  node  de  géDéraiioa  de  eerUines  covrbes  à  doible  coorbore 

de  tou  les  ordres  ; 

Pab  m.  e.  de  jonquières. 


1.  Le  tome  II  (a*  série)  des  Mémoires  de  l^ Académie 
des  Sciences  de  V Institut  de  Bologne ,  année  i863,  coii- 
lientun  intéressant  article  de  M.  le  professeur  Cremona, 
relatif  à  la  transformation  géométrique  des  figures 
planes* 

Je  m'étais  moi-même  occupé  de  cette  question  il  y  a 
quelques  années,  dans  un  Mémoire  sur  la  génération  de 
certaines  courbes  à  double  courbure,  adressé  i  l'Institut 
de  France.  Les  Comptes  rendus  de  Tannée  iSSp,  t.  XLIX, 
p.  543)  ont  fait  mention  de  cet  envoi  -,  l'objet  du  Mémoire 
s'y  trouve  succinctement  indiqué  dans  une  Note  d'où 
j'extrais  le  passage  suivant  : 

((  Ce  Mémoire  est  précédé  d'une  introduction  où  je 
)i  cherche  à  préciser  l'état  de  la  question  :  il  se  divise  en 
»  deux  parties. 

»  Dans  la  première  partie  je  présente,  sous  plusieurs 
»  points  de  vue,  la  théorie  de  figures  correspondantes 
»  d'un  nouveau  genre  tracées  sur  le  plan,  où  des  points 
»  correspondent  à  des  points  et  des  droites  à  des  courbes 
n  de  l'ordre  //,  douées  d'un  point  multiple  de  Tordre 
)>  (/i — i)  qui  leur  est  commun  â  toutes.  Cette  théorie 
»  me  parait  offrir  quelque  intérêt  par  elle-même*,  mais 
i>  elle  en  acquiert  aussi  par  l'application  que  j'en  fais  à  la 
»  construction  des  courbes  à  double  courbure.  Ce  sont, 

Am».  de  Mathrnrat.f  2*  série,  l.  III.  (Mars  i8()'(.)  7 
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u  en  effet,  les  points  homologues  de  ces  figures,  désignées 
»  par  moi  sous  le  nom  de  figures  isographiques,  qui 
»  servent  à  guider  les  rayons  vecteurs  reclilignes,  au 
»  moyen  desquels  s'engendre  la  courbe  à  double  cour- 
»  bure  de  Tordre  (^1+2).  Cette  application  fait  le 
»  sujet  de  la  seconde  partie  du  Mémoire.  J'eicplique 
»  comment  on  peut  construire  ainsi  une  courbe  à  double 
»  courbure  d'un  degré  quelconque,  et  je  termine  en  in« 
»  diquant  le  moyen  d'obtenir  la  tangente  en  un  point 
»  quelconque  de  la  courbe.  »  (Comptes  rendus^  t.  XLIX, 
p.  543.) 

Les  résultats  auxquels  j'étais  parvenu  dans  ce  Mémoire 
inédit  concordent,  à  plusieurs  égards,  avec  ceux  que 
M.  Cremona  vient  de  publier*  Cependant  nos  points  de 
départ,  nos  conséquences  et  nos  procédés  de  démonstration 
étant  très-différents,  j'ai  pensé  que  la  publication  de  la 
première  partie  de  mon  travail,  bien  que  tardive,  offrait 
une  certaine  opportunité,  et  ne  serait  pas  sans  intérêt 
pour  les  géomètres. 

Tel  est  l'objet  dn  présent  article. 

2.  Supposons  qu'on  ait,  sur  un  plan,  un  réseau  de 
courbes  du  d^é  /»,  ayant  toutes  en  commun  a/i — a 
points  simples,  et  un  autre  point  O,  qui  soit,  sur  chacune 
d'elles,  multiple  de  l'ordre  n  —  i.  Ce  point  multiple 
équivaut,  comme  on  sait,  quant  a  la  détermination  de 

chaque  courbe,  à-/t(/i  —  1)  points  simples.  Donc  cha- 

cune  des  courbes  du  réseau  est  assujettie,  par  équiva* 
lence,  à  passer  par 

-/i(«—  i)4-2(«  —  i)  =  -ii(/i-f-3)  —  2 

points  donné&,  c'est-à-dire  par  autant  de  points  moins 
deux  qu'il  en  faut  pour  déterminer  une  courbe  du  de- 
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gré  n.  Ces  an  —  i  points  fondamentaux,  dont  l'un  est 
de  Tordre  n  —  i,  forment  la  base  (B)  du  réseau. 

3.  Deux  courbes  du  réseau  ne  se  coupent  qu'en  un 
seul  point  autre  que  les  points  fondamentaux;  car  ceux>ci 

équivalent  à  »•—  i  H-a(n  —  i)  =  7i*  —  i  intersections. 

Toutes    les  courbes  qui   passent  par   un   même   point 

forment  un  faisceau. 

Une  droite  quelconque,  menée  par  le  point  fondamental 

"  multiple  O,  ne  coupe  Tune  quelconque  des  courbes  C" 

qu*en  un  seul  point.  Réciproquement,  un  point  î  de 

cette  courbe  ne  donne  lieu  qu  à  un  seul  rayon  Oî.  D'après 

cela,  on  peut  appeler  rapport  anharmonique  de  quatre 

points  pris  sur  une  courbe  C"^  à  point  multiple  de  l'ordre 

n  —  I,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  qui 

les  joignent  au  point  multiple.  On  saura  donc  ce  qu'il 

faut  entendre  par  cette  expression,  dont  M.  Cbasles  fait 

usage  depuis  longtemps  dans  la  théorie  des  coniques,  sa* 

voir  :  diwions  homographiques  correspondantes  sur  une 

droite  et  sur  une  courbe,  ou  sur  deux  courbes. 

Pour  abréger  le  discours,  j'appellerai  courbes  fonda- 
mentales les  courbes  du  réseau  déterminé  par  les  condi- 
tions ci-dessus. 

4.  J\f  pelle  ^gures  isographiques  planes  de  r ordre  n 
deux  figures  telles,  quà  une  droite  quelconque  de  la 
première  (F)  i7  correspond  y  dans  la  seconde  (F'),  une 
courbe  de  V ordre  /i,  douée  d^un  point  multiple  de 
l*  ordre  n  —  i  enun  point  fixe  O^^et  passant  par  un  —  a 
autres  points  fixes  (*). 


(*)  Ces  conditions  sont  les  seules  qu'on  puisse  poser  à  priori;  il  en  ré- 
sulte, comme  on  ta  le  voir,  cette  conséquence  nécessaire  que,  récipro- 
quement, à  une  droite  quelconque  de  la  figure  (F')  il  correspond,  dans 
la  fijrure  (F),  une  courbe  dou<^)  d'un  point  fixe  de  l'ordre  n—  i,  et  passant 

7- 
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De  telles  figures  peuveni  exister.  Car  soient 

L  =  o ,     L'  =  o ,     L''  =  o, 

les  dquations  de  trois  droites  données  de  la  figure  (F). 
Toute  droite  de  cette  figure  pourra  être  représentée  par 
une  équation  de  la  forme 

ï.  cl  II  étaot  deux  Indéterminées.  Soient  aussi 

C  =  o,     C'=o,     C"=o, 

les  équations  de  trois  courbes  de  Tordre  /x,  assujetties  aux 
conditions  précitées  dans  la  seconde  figure  (F').  Toute 
autre  courbe,  satisfaisant  aux  mêmes  conditions,  aura 
une  équation  de  la  forme 

C-hVC'-4-fi'C"=o, 

X'  et  [i/  étant  deux  nouvelles  indéterminées. 

Or,  si  Ton  suppose  X^=aX,  fA*=:byL^  a  et  &  étant 
deux  constantes,  ce  qui  change  Téquatiou  précédente  en 
celle-ci  : 

C-f  «>.C/H-  ^fiC"  =  o, 

il  est  clair  qu'à  une  droite  de  la  première  figure  il  cor- 
respondra, dans  la  seconde,  une  courbe  unique  et  déter- 
minée, puisque  les  valeurs  de  X  et  de  fx  seront  détermi- 
nées par  la  droite,  et  réciproquement.  On  en  conclut 
aussi  que,  à  un  /joi/it,  considéré  dans  la  figure  (F) 
comme  étant  V intersection  de  deux  droites,  il  ne  cojres^ 
pondra,  dans  la  figure  (F'),  quun  seul  point^  variable 
auec  le  premier^  et  résultaiit  de  V intersection  des  deux 


par  2n  —  2  autres  points  fixes.  Mais  cette  réciproque  n'est  pas  évidente, 
i^t  il  est  indispensable  de  la  démontrer.  C'est  ce  que  je  ferai  ci-après 
Mio»7,  8ot9). 
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courbes  fondamentales  correspondant€*s  à  ces  (hoites 
(nO  3). 

5.  Cette  analyse  prouve  immédiatement  que,  pour  dé- 
terminer deux  figures  isographiques  planes  d'un  ordre 
quelconque,  on  peut  prendre  arbitrairement  quatre 
droites  de  la  première  figure,  et  les  quatre  courbes  cor- 
respondantes de  la  seconde.  Car,  à  Taide  de  Téquation  de 
la  quatrième  courbe,  on  déterminera  les  valeurs  des  con- 
stantes a  et  6  de  Téquation  précédente,  savoir  : 

''=v'     *  =  ?' 

X  et  |x,  V  et  fA^  étant  les  valeurs  numériques  des  coeffi- 
cients de  U,  U'  et  C,  C",  respectivement,  qui  conviennent 
particulièrement  à  la  quatrième  droite  et  à  la  quatrième 
courbe  correspondante. 

6.  Le  caractère  distinctif  des  figures  isographiqucs 
consiste  donc  d'abord  en  ce  que,  à  une  droite  L  de  la 
figure  (F),  il  correspond,  dans  la  figure  (F'),  une 
courbe  C,  qui  passe  par  ikn  —  i  points  fixes,  dont  Tun 
est  multiple  de  l'ordre  n  —  15  que,  à  un  point  variable  u 
de  la  figure  (F),  il  correspond,  dans  la  figure  (F'),  un 
seul  point  a'  variable  avec  a,  et  enfin  qu'à  un  point  a\ 
considéré  dans  (F^)  comme  étant  le  point  d'intersection 
de  deux  courbes  fondamentales,  il  correspond,  dans  la 
figure  ^F),  un  seul  point  variable  a^  situé  à  riutersection 
des  deux  droites  correspondantes  à  ces  courbes. 

7.  Il  résulte  de  là,  ainsi  quon  va  le  démontrer,  que, 
récipro<juenienl ^    à    une  droite   quelconque    \J    de   lu 

figure  (F'),   //  correspond,   dans  la  figure    (F),   une 

courbe  C"  de  l'ordre  n,  qui  passe  par  2  m  —  i  points 

fixes,  dont  Vun  est  de  tordre  n  —  j  5  et  quà  un  point. 
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variable  a'  de  la  Jigw'e  (F'),  il  ne  correspond  quun 
seul  point  variable  a  dans  la  première. 

En  effet,  la  droite  V  rencontre  Tune  quelconque  C" 
des  courbes  fondamentales  de  la  figure  (F')  en  n  points 
a',  V^  c\. . .,  variables  avec  cette  courbe.  Donc  (n^  6) 
il  correspond  à  ces  points,  dans  la  figure  (F),  n  points 
a,  6,  e,  •  • . ,  situés  sur  la  droite  M,  qui,  dans  cette  figure, 
correspond  à  C".  Par  conséquent,  la  ligne  inconnue,  qui 
correspond  à  la  droite  L',  est  une  courbe  G*  du  degré  n, 
puisque  cette  ligne  possède  n  points  sur  une  droite  quel- 
conque M. 

8.  Je  dis,  en  outre,  que  cette  courbe  C"  passe  par 
an  —  I  points  fixes,  dont  un  est  multiple  de  l'ordre 
n  —  I. 

Pour  le  démontrer,  commençons  par  remarquer  que 
les  an  —  i  points  fondamentaux  de  la  figure  (F^)  déter- 

minent  complètement  une  certaine  coui^be  fixe  y]     » 

de  Tordre  n  —  x,  douée  au  point  fondamental  O'  d'on 
point  multiple  de  Tordre  n —  2  ;  car  cette  courbe  se  trouve 

ainsi,par  équivalence,  assujettie  a  passer  par '-^ -' 

points,  c^est-à-dire  par  autant  de  points  qu'il  en  faut 
pour  déterminer  une  courbe  du  degré  n-^i. 

Cela   posé,  considérons   le  système  composé  de  la 

courbe  \       et  d'une  droite  de  direction  quelconque 

O'L',  issue  du  point  multiple  fondamental  0^.  Ce  sys- 
tème est  Tune  des  courbes  fondamentales  de  la  figure  (F'), 
et  il  en  existe  une  infinité  de  semblables,  déterminées 
par  les  différentes  droites  qu'on  peut  mener  du  point  O', 

en  les  associant  à  la  courbe  fixe  ^     •  En  effet,  cbacun 

de  ces  systèmes  représenle  une  courbe  du  degré  /j,  qui  a 
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un  point  multiple  de  Tordre  n  —  i  en  O^,  et  qui  passe 
par  tops  lés  autres  points  fondamentaux  de  la  figure  (F'). 
A  chacune  de  ces  courbes  particulières,  que  j'appellerai 
courbes  fondamentales  brisées,  il  correspond,  dans  (F), 
une  certaine  droite  L;  et  comme  ces  courbes  forment  un 
faisceau,  les  droites  correspondantes  en  forment  un  aussi, 
c'est-iKlire  qu'elles  passent  toutes  par  un  seul  et  même 
point  O* 

Soit  actuellement  M^  une  droite  quelconque  de  la 
figare  (F^).  Chacune  des  courbes  fondamentales  brisées 
ne  coupe  M'  qu'en  un  seul  point  qui  varie  avec  cette 
courbe;  car  les  n  —  i  autres  points  d'intersection  sont 

a— I 

et  par  conséquent  sont  invariables,  quelle  que  soit  la 
courbe  sécante.  Donc  chacune  des  droites,  telles  que  L, 
qui,  dans  la  figure  (F),  correspondent  à  ces  courbes  bri- 
sées, doit  être  telle,  qu'elle  ne  coupe  la  courbe  S", 
correspondante  à  la  droite  M',  qu'en  un  seul  point 
susceptible  de  varier  avec  cette  droite,  ce  qui  ne  peut 
évidemment  avoir  lieu  que  si  la  courbe  S"  est  douée 
d'un  point  de  l'ordre  n*-i  situé  sur  cette  droite.  Or 
toutes  ces  droites  L  passent  par  un  même  point  O, 
donc  c'est  ce  point  O  lui-même  qui  est  le  point  de 
l'ordre  n  —  i  sur  la  courbe  S".  On  en  conclut,  puisque  S" 
est  une  courbe  fondamentale  quelconque  de  la  figure  (F), 
que  toutes  ces  courbes  sont  douées  d'un  point  de  Tordre 
n  —  I  en  un  même  point  fixe  O. 

9.  En  second  lieu,  considérons  le  système  composé 
d'une  droite  O'a'  joignant  le  point  O'  à  Tun  a'  des  points 
simples  fondamentaux  (B^)  de  la  seconde  figure,  et  d'une 

courbe  S|^,5  douée  en  O'  d'un  point  de  l'ordre vi  —  a,  et 

passant  par  tous  les  points  fondamentaux  (B')  à  l'exclusion 
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du  point  a';  courbes  dont  il  eiciste  une  infinité,  puisque 
chacune  d'elles,  pour  être  déterminée,  a  besoin, d'une 
condition  de  plus  que  celles  qui  viennent  d'être  indi- 
quées; ce  système  forme  une  autre  espèce  de  courbe 
fondamentale  brisée  de  la  figure  (F').  Donc  il  lui  corres- 
pond, dans  la  figure  (F),  une  certaine  droite  L  ;  et  toutes 
les  droites  L,  correspondantes  à  ces  courbes  brisées  qui 
forment  un  faisceau,  forment  elles-mêmes  un  faisceau, 
c'est-à-dire  passent  par  un  même  point  a. 

Soit  maintenant  une  droite  quelconque  M'  de  la  figure 
(F^).  Chacune  des  courbes  brisées,  dont  il  vient  d'être 
question,  coupe  M'  en  un  point  fixe  (M',  O'a'),  et  en 
n  —  I  autres  points,  seuls  susceptibles  de  varier  en  même 
temps  que  cette  courbe.  Donc  la  courbe  S",  correspon- 
dante à  M',  doit  être  telle,  qu'elle  ne  coupe  chaque 
droite  L,  correspondante  à  une  courbe  brisée,  qu'en 
n  —  I  points  susceptibles  de  varier  avec  celte  droite, 
et  que  le  n^^"**  point  d'intersection  soit  fixe  5  ce  qui 
exige  que  la  courbe  passe  par  un  point  fixe  situé  sur 
celte  droite.  Or  toutes  les  droites  L  passent,  comme  on 
vient  de  le  dire,  par  un  même  point  a.  Donc  la  courbe  S" 
passe  aussi  par  ce  point,  et  par  conséquent  il  en  est  de 
même  de  toules  les  autres  courbes  fondamentales  de  (F), 
puisque  S*  est  l'unç  quelconque  de  ces  courbes. 

En  considérant  successivement  les  autres  points  fon- 
damentaux i',  c',  d', . . .,  de  la  figure  (F'),  on  prouve- 
rait pareillement  que  chaque  courbe  S"  passe  par  autant 
de  points  fixes  &,  c,  rf,. . . ,  dans  la  figure  (F).  Donc  enfin 

//  existe  une   réciprocité   parfaite    entre  les   deux 

figures,  et  Ton  peut  compléter  la  définition  des  figures 

isographiques  donnée  plus  haut  (n°  4),  en  disant  que 

réciproquement,  à  une  dtryite  quelconque  de  la  seconde 

Jigure,  il  correspond,  dans  la  première ^  imc  courbe  du 
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degré  n  assujettie  à  passer  par  a/i  —  i  points  fixes ^ 
ffont  Vun  O  est  multiple  de  V ordre  n  —  i. 

10.  Cherchons  maintenant,  afin  de  bien  approfondir 
les  relations  existantes  entre  les  deux  figures,  quels  sont 
les  points  d^une  figure  qui  correspondent  aux  points  fon- 
damentaux (simples  ou  multiple)  de  l'autre. 

Soient  deux  droites  OL,  OM  de  la  figure  *(F).  Les 
courbes  correspondantes  dans  (F')  sont  des  courbes  bri- 

séts^  composées  de  la  courbe  fixe  ^      et  de  deux  droites 

0'L^9  O'M^  Ainsi  le  point  multiple  O  a  pour  homo- 
logues, dans  ]a  figure  (F'),  tous  les  points  de  la  courbe 

y  indistinctement.  Et,  réciproquement,  le  point  mul- 
tiple O'  a  pour  homologues  tous  les  points  de  la  courbe 
y^     9  qui  est  déterminée,  dans  la  figure  (F),  par  les 

2/t  —  2  points  fondamentaux  a,  &,c,...,  et  par  le  point  O, 
considéré  comme  étant  multiple  de  Tordre  n  —  c&. 

Soient  OL  et  LM  deux  dit)ites  de  la  figure  (F),  qui  se 
coupent  au  point  L.  Les  courbes  correspondantes  de  la 
figure  (F')  sont,  respectivement,  une  droite  O'L'  com- 

binée  avec  la  courbe  fixe  V]      ,  et  une  autre  courbe  fon- 

t 
damentale  CJ^»  Or  cette  C^   ne  coupe  ^       en  aucun 

point  variable,  puisqu'elle  a,  en  commun  avec  elle,  les 
2n  —  I  points  fondamentaux,  dont  Tun  est  de  l'ordre 
n  —  I  sur  l'une  et  de  Tordre  n  —  a  sur  l'autre,  ce  qui 
donne,  par  équivalence,  n[n  —  i)  points  d*inlcrsection. 
Donc  le  point  d'intersection  de  OL  et  de  LM  a  néces- 
sairement pour  homologue  le  point  de  rencontre  de  O'  L' 

avec  la  courbe  S^[«  Ainsi  les  points  de  OL  ont  leurs  ho- 
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mologues  sur  O'L'  et  non  sur  la  courbe  fixe  >]     ^  ce  qui 

s^accorde  avec  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  savoir,  que 
cette  courbe  fixe  correspond  tout  entière  au  seul  point  O. 

11 .  Supposons  encore  que  les  droites  aL,  aM,  aN,...^ 
se  coupent  au  point  fondamental  simple  a.  Les  courbes 
correspondantes  dans  la  figure  (F')  se  décomposeront, 
comme  on  vient  de  le  voir,  en  une  seule  et  même  droite 

O' al.  et  en  diverses  courbes  S'  .?  T'   .?  R'    »•••»  corrcs- 

pondantes,  une  à  une,  aux  droites  aL,  aM,  aN,...,  res- 
pectivement. Ces  courbes  ayant  en  commun  le  point  O', 
qui  est  de  Tordre  n  —  a  sur  chacune  d'elles,  et  an  —  3 
autres  points,  ne  se  coupent  plus.  Donc  on  peut  dire 
qu'au  point  fondamental  a  correspondent,  dans  l'autre 
figure,  tous  les  points  de  la  droite  fixe  CVa'. 

Enfin  on  démontrerait,  par  des  considérations  ana- 
logues, que  toute  droite,  telle  que  ai,  qui  passe  par  deux 
points  fondamentaux  a,  b  de  la  figure  (F),  a  pour  cor- 
respondante une  courbe  qui  se  décompose  eu  trois  bran- 
ches distinctes,  savoir,  deux  droites  O'a',  O'A',  joignant 
le  point  O'  aux  points  fondamentaux  //,  V^  et  une  courbe 

fixe  \1^,»  de  l'ordre  n  —  a,  qui  est  déterminée  par  le 

point  O^  considéré  comme  étant  un  point  multiple  de 
Tordre  n  —  3,  et  par  les  a»  —  4  autres  points  fonda- 
mentaux simples  de  (F'). 

12.  Par  exemple,  si  n= a,  ce  qui  est  le  cas  de  la  trans- 
formation conique,  toute  droite  d'une  figure,  qui  passe 
par  l'un  des  points  fondamentaux,  a  pour  homologue, 
dans  Tautre  figure,  le  système  de  deux  droites  passant 
par  les  trois  points  fondamentaux  de  celle-ci  -,  résultat  déjà 
signalé  par  MM.  Steiner  et  Magnus,  dans  le  cas  particu- 
lier dont  il  s'agît  ici. 
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13.  A&n  d'abréger,  je  me  bornerai,  en  général,  dans 
ce  qui  va  suivre,  â  donner  les  énoncés  des  propositions. 

Mais,  après  les  explications  précédentes,  le  lecteur  en 
trouvera  sans  peine  les  démonstrations. 

A  une  courbe  quelconque  de  Vordre  m^  tracée  dans 
le  plan  de  Vune  des  deux  figures^  il  correspond,  dans 
l'autre,  une  courbe  de  l'ordre  tnn,  douée  en  O  (ou  en  CK) 
d*un  point  multiple  de  Vordre  m [n — i),  €tde[%n  —  i) 
points  de  Vordre  m  aux  points  fondamentaux  de  cette 
figure. 

i4.  Dans  deux  figures  isographiques  planes ,  quatre 

points  de  Vune,  situés  en  ligne  droàc,  ont  leur  rapport 

anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  homo- 

logues  situés  sur  la  courbe  correspondante  de  Vautre 

figure. 

C'est  une  généralisation  du  théorème  analogue  dans 
les  figures  homographiques,  qui  ne  sont  au  reste  qu  un  cas 
particulier  des  figures  isographiques;  celui  où  l'on  a 
n=^\. 

Pareillement,  quatre  droites  de  la  première  figure, 
issues  d^un  même  points  ont  leur  rapport  anharmO' 
nique  égal  à  celui  des  quatre  courbes  correspondantes 
dans  la  seconde, 

15.  Deux  figures  isographiques  sont  déterminées, 
quand  on  donne  quatre  droites  de  la  première  figure 
et  les  quatre  courbes  correspondantes  de  la  seconde. 

Elles  sont  également  déterminées,  si  Von  connaît 
quatre  couples  de  points  homologues,  et,  en  outre,  la 
base  (B')  du  réseau  des  courbes  de  Vune  des  deux 
figures. 

16«  Dans  ces  deux  cas,  il  reste  à  déterminer  les  points 
fondamentaux  (B)  de  l'autre  figure.  Pour  cela,  on  mènera 
par  le  point  O'  deux  droites  quelconques  O'L',  O'M', 
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et,  sur  chacune  d'elles,  on  prendra  deux  points  /',  L', 
m',  M'.  On  cherchera  leurs  homologues  /,  L,  m,  M  dans 
Tautre  figure.  Le  point  de  concours  O  des  deux  droites 
Lly  Mm  est  le  point  fondamenlal  multiple  de  cette 
figure. 

Pour  trouver  les  points  fondamentaux  simples,  on 
tracera  une  droite  quelconque  de  la  seconde  figure,  et  on 
déterminera  la  courbe  C"  correspondante  dans  la  pre- 
mière. Ensuite,  si  Ton  mène  des  droites  par  les  points 
fondamentaux  (6') ,  on  connaîtra  i mpaédiatement  les 
droites  Oa,  Oi,  Oc,  •.,  qui,  dans  la  figure  (F),  font 
partie  intégrante,  respectivement,  des  courbes  fonda- 
mentales brisées  correspondantes  à  ces  droites  (n^ll), 
et  qui  passent  par  les  points  fondamentaux  cherchés  de 
la  figure  (F).  Les  points  d'intersection  de  ces  droites  avec 
la  courbe  C"  sont  les  points  (B). 

17.  Dans  tout  ce  qui  précède,  les  figures  isographiques 
étaient  tracées  indistinctement  sur  deux  plans  différents 
ou  sur  un  seul.  Les  théorèmes  suivants,  au  contraire, 
supposent  essentiellement  qu'elles  sont  situées  sur  un 
seul  et  même  plan.  Cette  hypothèse  donne  lieu  à  des 
conséquences  intéressantes. 

18.  £a  courbe j  lieu  d^ intersection  des  droites  d'une 
figure^  formant  un  faisceau,  a\fec  les  courbes  du  faisceau 
correspondant  de  Vautre  figure,  est  une  courbe  du  degré 
n  -h  1 ,  (juia  un  point  de  l'ordre  n  —  i  au  point  multiple 
fondamental  de  celle-ci. 

C'est  une  conséquence  du  n^  14. 

19.  La  courbe  env^eloppe  des  droites  qui  joignent  les 
points  d^une  droite  L  aux  points  homologues  de  la 
courbe  correspondante  dans  l'autre  figure,  est  une 
courbe  de  la  classe  «  -H  i ,  qui  a  la  droite  L  pour  tan- 
gente multiple  de  l'ordre  u. 


(  ^^9  ) 

20.  Dans  deux  figures  iso  graphiques  y  placées  d^une 
manière  quelconque,  les  points  de  la  figure  (F'),  qui 
satisfont  à  la  condition  que  les  droites  qui  les  joignent 
à  leurs  homologues  respectifs  dans  la  figure  (F)  pas-- 
sent  toutes  par  un  même  point  donné  P,  sont  situés  sur 
une  courbe  U'  de  l'ordre  /i  -H  i ,  qui  passe  par  le  point  V 
et  par  les  points  (B'),  et  qui  aenÇy  un  point  de  P ordre 
n  —  I. 

Les  points  correspondants  de  la  figure  (F)  sont  égale^ 
ment  situés  sur  une  courbe  U,  de  V ordre  n  + 1 ,  qui  passe 
par  le  point  P,  par  les  points  (B),  et  qui  a  un  point 
de  r  ordre  n  —  i  en  O. 

Ces  deux  courbes  U,  U',  dont  les  poinis  se  correspou- 
deat  un  à  un  et  sont  situés  sur  des  droites  concourantes 
en  un  même  point,  ont,  avec  les  courbes  homologiques 
ordinaires,  certaines  analogies  qui  n^échapperont  pas  à 
Tattention  du  lecteur;  je  les  appellerai  courbes  (solo- 
giques,  relatives  au  point  P. 

Une  droite  PL»  issue  du  point  P,  coupe  généralement 
1.1  courbe  U  en  n  points,  et  elle  coupe  la  courbe  U'  en  n 
autres  points,  qui  sont  les  homologues  des  premiers,  res- 
pectivement. Comme  cas  particuliers,  la  droite  PL  peut 
passer  par  le  point  O,  ou  par  Tun  des  points  simples  fon- 
damentaux a,  &,...;  elle  peut  aussi  se  confondre  avec  la 
ligne  OC,  si  le  point  P  est  pris  sur  cette  ligne.  Je  n'entrerai 
pas  dans  ces  détails,  qui  ne  présentent  aucune  difficulté, 
après  ce  qui  a  été  expliqué  ci-dessus  (n*"  10,  H  et  12). 

21.  Deux  figures  isographiques  étant  placées  d'une 
manière  quelconque  dans  un  même  plan,  il  existe^  en 
général,  dans  ce  plan  »  +  a  points  doubles,  c* est'à-dirc 
qui,  étant  considérés  comme  appartenant  à  l'une  des 
deux  figures,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans 
l'autre. 


(    MO) 

En  effet,  soient  U  et  Y  les  deux  courbes  isologîques 
de  la  figure  (F),  relatives  à  deux  pojints  quelconques  P, 
Q  de  cette  figure.  Chacun  des  points  d'intersection  de 
ces  deux  courbes,  étant  considéré  comme  appartenant  a 
la  figui*e  (F),  est  tel,  que  si  on  le  joint  à  son  homo- 
logue dans  la  figure  (P),  on  obtient  une  droite  qai  passe 
tout  &  la  fois  par  le  point  P  et  par  le  point  Q.  Donc,  à 
Texception  des  n  points  que  les  deux  courbes  U,  Y  ont 
en  commun  sur  la  droite  PQ,  tous  ces  points  d^intersec- 
tion  sont  des  points  doubles,  c^ est-à-dire  des  points  qui 
coïncident  avec  leurs  homologues.  Or  ces  deux  courbes 

ont  n  —  I  points  communs  confondus  en  un  seul  au 
point  multiple  O,  et  2(11^-1)  autres  points  communs, 
savoir,  les  points  (B).  Donc  le  nombre  des  points  doubles 
cherchés  est 


rt-f-i  — n  —  I  — 2  (/i — 1)  —  /i  =  «  H- 2. 

Ainsi,  dans  le  cas  des  figures  homographiques  où  n  =  i, 
le  nombre  des  points  doubles  est  3,  comme  on  le  sait. 

22.  II  résulte  du  théorème  précédent  que,  si  Ton  prend 
deux  points  quelconques  S,  S'  dans  Tespace,  et  qu'on  les 
joigne  respectivement  aux  points  homologues  de  deux 
figures  isographiques  tracées  sur  un  plan  (ou  sur  deux 
plans  dilTérenls),6?5  arêtes  homologues  de  ces  deuxfaù-^ 
ceaux  isographiques  se  coupent  sur  une  courbe  à  double 
courbure  du  degré  n -h  2,  puisqu*il  existe^  sur  un  plan 
quelconque,  n  4- 2  points  doubles,  c'est-à-dire  n-1-2 
points  de  rencontre  de  ces  arêtes  homologues.  Ce  théo- 
rème se  conclut  aussi  du  n^  20,  et  ce  second  mode  de  dé- 
monstration fait  mieux  connaître  les  particularités  de  la 
courbe  gauche  engendrée.  On  voit  ainsi  que  cette  courbe 
passe  par  les  points  S,  S',  O,  O',  et  n'y  a  pas  de  point 
double;  elle  est  donc,  à  ce  point  de  vue,  générale  dans 


(  "1  ) 

son  degré.  Mais,  ainsi  que  le  lecteur  le  reconnaîtra  avec 
un  peu  d'attenûon,  elle  offre  cette  singularité  qu'elle 
s*appuie  n  fois  sur  chacune  des  droites  SO^  S'0^ 

23,  Dans  le  cas  de  ;»  rs  i,  les  deux  faisceaux  de  droites 
sont  homographiques,  et  la  courbe  à  double  courbure  est 
du  troisième  ordre,  comme  on  le  savait  (^) .  La  théorie  des 
figures  isographiques  conduit  donc  directement  à  une 
généralisation  de  ce  mode  particulier  de  génération,  et  le 
rend  applicable  à  des  courbes  gauches  de  tons  les  ordres, 
lesquelles  n'offrent  aucune  autre  singularité  que  celle 
dont  je  viens  de  parler.  Cette  théorie  d'ailleurs  ne  fait 
guère  usage  que  de  courbes  douées  d'un  point  multiple 
de  Tordre  le  plus  élevé  que  leur  degré  comporte,  et  l'on 
sail  que  ces  courbes  sont  précisément  celles  que  la  géo* 
métrie  pure  donne  les  moyens  de  construire  directement 
dans  tous  les  cas. 


NOTE  SUR  \m  PROPRIÉTÉ  DE  L'ELLIPSE; 

Par  m.  Uopold  BRASSEUR, 
Docteur  es  Sciences  physiques  et  mathématiques,  Répétiteur  à  l'École 

des  Mines  de  Liège. 


I.  Les  bissectrices  des  angles  que  les  deux  rayons  vec- 
teurs d^un  point  quelconque  de  T ellipse  font  av^ec  le 
grand  axe  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  éles^ée  à 
V extrémité  du  demi  grand  axe  positif. 


(*)  Ycj^9  le  beau  Mémoire  sur  les  courbes  à  double  courbure  du  troi- 
sième ordre,  qne  M.  Chasies  a  inséré  dans  le  tome  XLY  des  Comptes  ren~ 
ims  de  l'Académie  des  Sciences.  Y  oyez  aussi,  dans  le  t.  l^',  a®  série,  des 
Ifoupelles  Annales  de  Mathématiques,  un  savant  travail  de  M.  Cremona  sur 
quelques  parties  du  même  sujet.  Ce  sont  deux  belles  applications  des  mé- 
tliodcs  fécondes  de  la  Géométrie  pure. 


(  ll:^  ) 

Les  bissectrices  des  suppléments  des  mêmes  angles  se 
coupent  sur  la  perpendiculaire  éhvée  à  l 'extrémité  du 
demi  grand  axe  négatifs 

Démonstration.  —  x\  y  étant  les  coordonnées  d'un 
point  n  pris  sur  l'ellipse  dont  a  et  b  sont  les  demi-axes 
principaux,  ou  a 

En  désignant  par  2a,  ^a',  les  angles  que  les  deux  rayons 
vecteurs  du  point  n  font  avec  le  grand  axe,  on  a,  en  po- 
sant a*  —  fc'  =  c*, 

r' 

tang2a=  -^l- 9 

or  —  c 

et  en  changeant  -j-  c  en  — c, 

tangua'  =  —p 


y' 


Les  valeurs  de  tangsa  et  de  tang  aa'  fournissent  celles 
de  tanga  et  tanga'  par  la  formule  connue  de  Trigonomé- 
trie 

—  I  -+-  v/i  -h  fane' 2  a 

tanga  = 

^  tang  2  a 

Substituant  la  valeur  de  tang 2 a  dans  cette  égalité,  on  a 
tanga  =  -7  [—  (j:'— c)+  y' j/ '  +  /'*— 2 car' -h  c*j. 

Si  dans  cette  expression  on  remplace  y^  par  sa  valeur 
tirée  de  Téquation  (1),  aiin  d^exprimer  que  le  point  n  ap- 
partient à  Fellipse,  on  trouvera  que  la  quantité  sous  le 
radical  devient  un  carré  parfait  en  y  faisant  a*  —  &*  =  c', 
et  Ton  aura 

(2)  tanga  r^  (g  +  c), 


(  "3) 
et  en  changeant  -^  c  en  —  c, 

(3)  ianga'=  ^^7-(fl  — r). 

Actuellement,  les  équations  des  deux  bissectrices  seront 

(4)  ^  =  tanga(a:-.c), 

(5)  7  =  tangce'(j:-+-c), 

L'âimination  de  y  entre  ces  deux  équations  donne, 
pour  l'abscisse  du  point  d'intersection  des  deux  bissec- 
trices : 

(6)  ^^^  tangg  +  teng.' 
^  '  tanga  —  tanga' 

Or,  d'après  les  équations  (â)  et  (3)^  on  trouve 

tanga  -h  tanga' a 

tanga  —  tanga'        c 

etTéquation  (6)  devient 

Cette  valeur  de  x  étant  indépendante  des  coordonnées 
du  point  particulier  n  pris  sur  Fellipse,  il  s'ensuit  que 
Téquation  x^^a,  qui  représente  une  perpendiculaire 
élevée  à  l'extrémité  du  demi  grand  axe  positif,  est  celle 
du  lieu  géométrique  mentionné  à  l'énoncé. 

Comme  la  bissectrice  d'un  angle  est  perpendiculaire  à 
la  bissectrice  du  supplément  de  cet  angle,  il  en  résulte 
qu'on  obtient  le  lieu  géométrique  dont  il  est  fait  mention 
k  la  seconde  partie  de  l'énoncé,  en  remplaçant  dans  Téqua-* 

tion   (6)   tanga  et  tanga'  respectivement  par 

et 7»  ce  qui  donne  pour  le  lieu  cherché 

Jr=— -fl,  c,  Q.  r.  D. 

Amm.  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  HI  (Mars  1864.)  8 
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Remarque.  —  Le  changement  de  4-  A*  en  —  A*  con- 
duisant aux  mêmes  résultats,  la  propriété  démontrée  con- 
vient également  à  l'hyperbole. 

Puisque  la  bissectrice  d'un  angle  est  perpendiculaire  â 
la  bissectrice  du  supplément  de  cet  angle,  on  déduit  aisé- 
ment du  théorème  qui  précède  le  corollaire  :  ' 

Corollaire,  -^  Si  deux  angles  droits  tournent  chacun 
autour  de  son  sommet  supposé  fixe,  de  manière  que  le 
point  d'intersection  de  deux  de  leurs  côtés  décrive  nne 
droite  perpendiculaire  à  la  droite  qui  unit  les  sommets 
des  deux  angles,  le  point  d'iutersection  des  deux  autres 
côtés  décrira  une  droite  parallèle  à  la  première.  Lés  deux 
droites  ainsi  décrites  seront  à  égale  distance  du  milieu  de 
la  droite  qui  unit  les  deux  sommets. 

IL  La  tangente  en  un  point  quelconque  de  V ellipse  et 
les  bissectrices  des  angles  que  les  deux  rayons  vecteurs 
de  ce  point  font  ax^ec  le  grand  axe  se  coupent  sur  la 
perpendiculaire  élevée  à  V  extrémité  du  demi  grand  axe 
positif, 

La  tangente  et  les  bissectrices  des  suppléments  des 
mêmes  angles  se  rencontrent  sur  la  perpendiculaire  éle- 
vée à  V extrémité  du  demi  grand  axe  négatif 

Démonstration.  —  Eu  eflet,  si  dans  Téquation  de  la 
tangente  au  point  x\y'  on  fait  jc  =  n,  on  trouve 

yz=Z  j , 

et  si  dans  l'équation  (4)  ou  (5)  de  l'une  ou  de  l'autre  des 
bissectrices  on  pose  x  =  a,  on  a  dans  les  deux  cas  : 

valeur  identique  à  la  précédente.  Donc,  etc. 
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On  démontrerait  la  seconde  partie  de  Tënoncé  en  opé- 
rant de  la  même  manière  sur  les  équations  des  bissectrices 
des  suppléments  des  angles  en  question.         c.  q.  f.  n. 

CoroUaire  I.  —  La  tangente  en  un  point  quelconque 
de  l'ellipse  et  la  bissectrice  de  Tangle  que  Tun  des  deux 
rayons  vecteurs  de  ce  point  fait  avec  le  grand  axe  se  cou- 
pent sur  la  perpendiculaire  élevée  à  Textrémîté  du  demi 
grand  axe  positif. 

La  tangente  et  le  bissectrice  du  supplément  du  même 
angle  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  Textré- 
mité  du  demi  grand  axe  négatif. 

Corollaire  II. — Si  un  angle  droit,  dont  le  sommet  coïn- 
cide avec  Fun  des  foyers  d'une  ellipse,  tourne  autour  de 
ce  foyer  supposé  fixe,  les  deux  côtés  de  Tangle  rencontrent 
respectivement  les  perpendiculaires  élevées  aux  extrémi- 
tés du  grand  axe,  en  deux  points  tels,  que  la  droite  qui  les 
anit  est  tangente  à  Fellipse. 

Corollaire  111.  -—  Si  un  angle  droit  tourne  autour  de 
son  sommet  supposé  fixe,  ses  côtés  rencontrent  respecti- 
vement deux  droites  parallèles  situées  de  part  et  d'autre; 
de  ce  sommet  en  deux  points  tels,  que  la  droite  qui  les 
uni  t  est  tangente  à  une  même  ellipse  dont  un  des  foyers 
coïncide  avec  le  sommet  de  l'angle^  et  dont  le  grand  axe 
est  égal  à  la  distance  entre  les  deux  parallèles. 

m.  Soient  donnés  deux  faisceaux  de  rayons ^  ayant 
respectivement  pour  centres  les  points  f  et  f  et  se  ren^ 
contrant  deux  à  deux  sur  une  droite  D,  perpendiculaire 
à  la  droite  Jf  qui  unit  les  deux  centres.  En  considérant 
deux  rayons  quelconques  qui  se  coupent  sur  la  droite  D, 
si  Von  fait  tourner  cliacun  d'eux  autour  de  son  centre  juS" 
quàcequeVanglequilfait  actuellement  awecla  droiteff' 
soit  doublé,  les  deux  rayons  dans  leur  noui^elle  position 

8. 
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se  couperont  sur  une  courbe  du  second  degré,  ayant  pour 

foyers  les  centres  des  deux  faisceaux  et  pour  demi  grand 

axe  la  distance  du  milieu  de  la  droite  ff  à  la  droite  D. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  réciproque  du  théo- 
rème I,  supposons  la  droite  D  située  au  delà  des  deux 
centres  ûxesfetf.  Considérons  en  outre  l'ellipse  ayant 
pour  foyers  les  centres/ et y^,  et  pour  demi  grand  axe  la 
distance  du  milieu  de  la  droite//^  k  la  droite  D. 

En  construisant  :  i^  les  deux  rayons  vecteurs  d'un 
point  quelconque  n  de  cette  ellipse  ]  a^  les  bissectrices  des 
angles  que  ces  deux  rayons  vecteurs  font  avec  le  grand  axe, 
ces  deux  bissectrices  se  couperont  en  vertu  du  théorème  I 
sur  la  droite  D.  D'autre  part,  si  on  fait  tourner  chaque 
bissectrice  passant  par  un  foyer  autour  de  ce  dernier  jus  « 
qu'à  ce  que  Pangle  de  la  bissectrice  avec  le  grand  axe  soit 
doublé,  les  deux  bissectrices  dans  leur  nouvelle  position 
coïncideront  avec  les  deux  rayons  vecteurs  du  point  n  et 
par  suite  se  couperont  sur  l'ellipse  proposée,      c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Cette  propriété  permet  de  transformer 
une  droite  en  une  ellipse,  et  dans  cette  transformation  il 
existe  cette  relation  entre  un  point  de  la  droite  et  le  point 
correspondant  sur  l'ellipse,  que  la  droite  qui  les  unit  est 
tangente  à  l'ellipse. 

SUR  L'ÉQUATION  DU  TROISIÊIR  DIGRB 
ET  SUR  UNE  ÉQUATION  DU  DIXIÈME  DEGRÉ  DE  JAGORI  ; 

Pae  m.  FAURE. 


L'équation  générale 
s'identifie  avec 


("7) 
au  moyen  des  valeurs 

«S-h  ^              o         — ^* —  ^ 
a^  =  -~ ,  p,  =  — , 

p  —  a  p  —  a 

et  prenant  pour  a  et  p  les  racines  de  l'équation  du  second 
d^ré 

(a)  Aj'  +  aBj -ï-C  =  o, 

où  j'ai  posé 

A=ac — ^%     2B=:ad  —  bc,     C=bd  —  c^ 

Or,  Téquation  (i)  donne,  en  désignant  par  p  Tune  des  ra- 
cines cubiques  de  l'unité, 


X 
X 


et  Ton  peut  considérer  l'équation  donnée  comme  résolue. 
Si  Ton  veut  donner  à  cette  valeur  la  forme  ordinaire,  on 
en  déduit  d'abord 

(3)  ^^pP(i»«  +  ^)^--a(ap  +  ^)\ 

mais  on  peut  écrire 


p(apH-6)(fla  +  ô)'-(fla  +  6)(€ip  +  6)» 
ajp  =  —  ^  H 7 ; y 

la  division  se  fait  exactement,  on  a  de  plus  : 

(ûa-l-6)(flp+6)=  — A, 


donc 
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formule  qui  donne  les  trois  racines  puisque  p  indique 
l'une  quelconque  des  racines  cubiques  de  Funité. 

M.  Le  Besgue,  dans  un  article  inséré  dans  le  tome  VIII, 
p.  219,  arrive  aussi  à  cette  formule,  mais,  comme  il  le 
dit,  au  moyeu  de  réductions  assez  longues.  La  méthode 
précédente  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la 
simplicité. 

La  résolvante  (a)  et  Téquation  donnée  ont  entre  elles 
des  relations  très-remarquables,  indiquées  aussi  par 
M.  Le  Besgue. 

1**  Si  A  =,B  =  C  =  o,  auquel  cas  la  résolvante  devient 
identique,  Tcquation  donnée  a  ses  trois  racines  égales  à 
_b 

a 

a®  Si  AC  —  B*  =  o,  auquel  cas  la  résolvante  a  deux 

racines  égales,  l'équation  admet  la  racine  double  —  -r- 

et  la  racine  simple  —  •—-•   Cela  se  voit  en  considérant 

^  Qa 

Téquation  (3). 

3^  Si  A  =  o,  ou  si  C  =:  o,  l'équation  se  réduit  à  une 
équation  à  deux  termes.  Elle  se  met  en  effet  sous  les  deux 
formes 


"('+^) 


ad  —  br 

-\ =0, 

a 


ac 


—  b^    ,        b^l  c  V» 


De  là  concluons  que  si  la  résolvante  a  une  racine  infinie 
ou  une  racine  nulle^  Téquation  donnée  se  induira  â  une 
équation  à  deux  termes. 

Que  deviennent  les  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  lorsque  le  coefficient  a  du  premier  terme  est  nul? 

En  faisant  sur  la  formule  qui  exprime  la  valeur  de  x 
des  transformations  bien  simples,  on  arrive  h  la  rela- 


("9) 
tion  (3)  qui  pour  a  s=  o  donne 


_PP^' — a^'_  pp_--a. 


'  ob^^h 


—  I 


pour  p  =  I  elle  donne  Tinfini,  mais  si  Ton  prend  pour  p 
des  valeurs  imaginaires,  on  trouve 


j*  T^^  — — ^»  I   ■■■■■■  ■    ■■■■■   I   I   ■■   • 

Cette  9olulion  eaqpriaie  les  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré 

Remarque  /.  —  Si  Ton  applique  cette  méthode  à  une 
équation  de  degré  plus  élevé,  par  exemple  à  celle  du  cin- 
quième degré,  on  voit  que  l'équation  générale 

ax^-^-Sbjc^  -f-  iocx'4-iodlr'4-5tfj;-f-y=o 
s'identifie  avec  Téquation  (i)  moyennant  les  relations 


abc 
b  e  d 
c     d     e 


=  0, 


abc 
b     c     d 

d     e    f 


=  o. 


Les  valeurs  de  a  et  |3  sont  toujours  données  par  Téqua- 
tion  (a),  et  l'on  trouve 

-|-(A»— ac)'  [(aa4-6)''+(«{H-6)']jJ- 

Remarque  II. —  La  solution  précédente  de  Téquation 
du  troisième  degré  indique  immédiatement  une  relation 
entre  deux  des  racines  de  Téquation.  Soit  x  la  racine  qui 
correspond  à  p=:i,  Xi  celle  qui  correspond  à  une  des 


(  »a^  ) 
valeurs  imaginaires  de  cette  quantité,  on  a  : 


—  a  » /«  a  +  ^        X,  —  a 3 /«a -4- 5  ^ 

ZTp—  V^pTjTÏ'      ^Tirp""^  V  tfp  +  6' 


donc 

Xi  —  a  X  —  flc 


=  P 


Remplaçant  p,  a,  j3  par  leur»  valeurs,  on  a  une  relation 
que  Ton  trouve  d'habitude  assez  péniblement,  même  en 
supposant  Téquation  du  troisième  degré  débarrassée  de 
son  second  terme*  [Voyez  Tarticle  de  M.  Lobatto  inséré 
dans  le  tome  IX  du  Journal  de  M.  lÀouviUe^  ou  YAl*^ 
gèbre  supérieure  de  M.  Serret.) 

Résolution  de  r équation  du  dixième  degré  de  Jacobi. 
Soit  l'équation 

je  la  mets  sous  la  forme 

puis  posant 
d'où 

Téquation  (i)  devient 

Pour  résoudre  celle-ci,  on  pose 

^q  =:  m.rif       pz^m^-hn*: 


(  •"  ) 

cela  donne 


pj^  Jp*  — 1287*  ^       p — \/;?*  — 1287* 


m* 

2 


et  Ton  a 

laquelle  est  yërifiée  par 

Or  l'on  a,  d'après  Tëquation  (  2  ), 

donc 
car 

Remplaçant  m  et  /i  par  leurs  valeurs,  on  a  la  solution 
deJacobi: 


/>-Hv//>'  — laSyA*      /;>  — Vyt;'— i28y*Y 


SiSOLOTION  DE  LfiQD4TI0N  DD  QUATRIËH!  DEGRÉ  ^ 

D*APBits  M.  BELLAVITIS. 


Pour  résoudre  Tëquation  du  second  degré,  on  ajouteaux 
deux  membres  un  terme  convenable  qui  rende  le  premier 
membre  on  carré  parfait,  puis  on  extrait  la  racine  carrée 


(  >aa  ) 
des  deux  membres.  On  peut  procéder  d^une  manière  analo- 
gue pour  l'équation  du  quatrième  degré.  Soit,  par  exemple, 

X*  -h  i2x'  =  —  55x' —  i22jr —  99; 
je  récris  ainsi  : 

(jp*-|-6jc-f-  p)»=:(2P  —  19)^?'-+-  (l2P  —  I22J:)  H-  P*  — 99; 

je  détermine  (^  de  telle  sorte  que  le  second  nombre  soit 
un  carré  parfait,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

2P»—  igp»  —  i98p4-  1881  =  Sôp*  —  732P  -h  873 
ou 

2P»  — 55p»-*-534p—  1840  =  0. 

Cette  équation  a  la  racine  10.  Par  suite, 

(x'  +  6j:-|-  10)*  =  x*  —  24?  4-  I  =(« —  i)». 

On  voit  par  cet  exemple  que  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  quatrième  degré  se  ramène  à  celle  d*une  équation 
du  troisième,  sans  qu'on  soit  obligé  de  recourir  à  une 
élimination  compliquée. 


REH4BQI1KS  SUR  U  TRANSFORMATION  ET  L'ABAISSEMENT 

DES  ÉQUATIONS. 


1.  Soit 

(i)  /W  =  o 

une  équation  algébrique  du  m'*"'  degré.  Posons 

(fo{x)  désignant  la  somme  de  tous  les  termes  de  degré 
pair,  et  f  1  (x)  la  somme  de  tous  les  termes  de  degré  im- 


(  "3  ) 
pair.  On  aora 

(a)  ?•(—*)  =fi(-^)     et     ç,(— «)  =  — (p,(z). 

Supposons  que  Téquation  (i)  admette  deux  racines  éga- 
les et  de  signes  contraires  +  ^  et  —  a,  et^  ce  qui  revient 
an  même,  que  son  premier  membre  soit  divisible  par 
X*  «—  a*.  On  aura  identiquement 

j3)  |f.(û)  +  fi(«)=o, 

ou,  à  cause  des  équations  (2), 

(4)  tp.(tf)— <p,(tf)  =  o. 

On  tire  des  identités  (2)  et  (3) 

fo(a)  =  o    et     fi(tf}  =  o; 

d'où  l'on  conclut  que  les  équations 

(5)  ço(j:)=0,     5»,  (jr)  =  o 

ont nne  racine  commune.  Par  conséquent,  pour  quarte 
équation  admette  deux  racines  égales  et  de  signes  con-^ 
trairesj  il  faut  et  il  suffit  quil  existe  une  rétcine  commune 
aux  deux  équations  que  Fon  obtient  en  égalant  à  o 
dahord  t ensemble  des  termes  de  degré  pair,  puis  ren- 
semble  des  termes  de  degré  impair. 

La  recherche  des  racines  communes  aux  équations  {4) 
est  susceptible  de  simplification.  Il  faudra  d*abord  divi- 

ser  (fx {x)  par  ar,  et  comme  les  polynômes  ^^{x)  et  liA— ' 

n'ont  que  des  termes  de  degré  pair,  en  posant  x^  z=z  z 
on  diminuera  de  moitié  leur  degré. 

2.  Posons 

la  lettre  f ,  affectée  de  Tindice  o,  i  ou  a  servant  à  dési"»  ' 
gner  actuellement  l'ensemble  de  tous  les  termes  dans 
lesquels  l'exposant  de  x,  divisé  par  3,  donne  le  même 


(    .24   ) 

reste  o,  i  ou  d.  Si  a  et  of  sont  les  racines  cubiques  ima- 
ginaires de  Tunité,  on  aura  évidemment 

Supposons  maintenant  que  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (i)  soit  divisible  par  x^ — a'.  On  aura,  en  ayant 
.égard  aux  équations  (6), 

y, (a) -4-    ç,(fl)4-     çj(fl)  =  o, 
f«  («)  H-  «  Ti(fl)  -+-  a»ç,(fl)  =  o, 
?•  (^)  H"  «Y  (û)  -*-  a  y,  (tf  )  =o, 
d^où  l'on  conclut 

?•{«)  =  <>,     y,  (a)=o,     ç,(<i)  =  o, 

en  sorte  que  les  équations 

(7)  ?•(*)  =  <>,     t,(x)  =  o,     ç,(j:)=o 

auront  tme  racine  commune  a  (et  même  trois,  puisque 
aa  eta^a  y  satisfont  également). 

D'ailleurs,  tous  les  termes  de  la  seconde  sont  divisibles 
par  Jt,  et  tous  ceux  de  la  troisième  par  x*.  Lorsque  ces 
facteurs  communs  auront  été  enlevés,  les  équations  (7)  s'a- 
baisseront a  un  degré  trois  fois  moindre  en  faisant  x^=z. 

Ces  propriétés,  et  d'autres  analogues,  ont  été  données 
par  Lambert  dans  les  Mémoires  de  V  Académie  de  Berlin 
pour  1763.  Elles  ont  de  nombreuses  conséquences  qui  ne 
paraissent  pas  avoir  été  suffisamment  remarquées. 

3.  Supposons  que  deux  racines  de  a  et  &  de  T équa- 
tion (  I  )  aient  une  somme  connue  ^s.  L'équation 
f[x-^s)  =0  aura  deux  racines  égales  et  de  signes 
contraires  qu'on  trouvera  par  la  règle  du  n®  1 ,  et  Ion 
aura  à  eifectuer  une  élimination  bien  moins  laborieuse 
qu'en  suivant  la  méthode  indiquée  dans  la  plupart  des 
Traités  d'Algèbre. 


(  laS) 

4.  Qaand  réquatîon  J{x)  =:  o  est  de  degré  pair,  et 
que  tontes  ses  racines  se  partagent  en  couples  donnant 
nne  somme  a5,  rëqnationy*(a:  +  ^)=o  a  ses  racines 
égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  Par  suite, 
pour  savoir  si  nne  équation  jouit  de  cette  propriété  (et 
en  particulier  si  elle  a  ses  racines  en  progression  arithmé- 
tique), il  faudra  faire  disparaître  le  second  terme.  Alors 
tous  les  termes  de  rang  pair  devront  disparaître. 

Si  l'équation  y*  (or),  de  degré  impair,  a  une  racine  égale 
à  5,  et  toutes  les  autres  donnant  deux  à  deux  la  somme  as, 
l'équation  y  (a: +  ^)  =o  aura,  dans  ce  cas,  une  racine 
nulle,  et  toutes  les  autres  seront  deux  à  deux  égales  et  de 
signes  contraires.  L'équation  y*( a; +^)  ^=o  n'aura  donc 
que  des  termes  de  degré  impair. 

5.  Si  l'équation  y  (ar)=:o,  de  degré  pair  ou  impair,  est 
telle  que  ses  racines  groupées  deux  à  deux  donnent  la  même 
somme  as  (avec  ime  racine  unique  égale  k  5,  dans  le  cas 
où  le  degré  est  impair),  l'équation  /(x  +  ^)  =  o  n'aura 
que  des  termes  de  même  parité  ;  il  en  sera  de  même  des 
équations  /'  (a:  4-  5)  =  o,  y'  (  j;  -t-  5)  =  o, . . .  qui  au- 
ront alternativement  ou  toutes  leurs  racines  égales  deux  a 
deux  et  de  signes  contraires,  ou  bien  une  racine  nulle  et 
toutes  leurs  autres  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  les  racines  de  P équation  de  degré  pair 

f{x)  =  o 

peuuent  se  partager  en  couples  donnant  une  somme  as. 
les  racines  des  équations 

/'^(x)  =  o,    /•^(4:)  =  o,    /-«(4?)  =  o,  etc. 

jouiront  de  la  même  propriété^  et  il  en  sera  de  même 
[la  racine  s  mise  à  part)  pour  les  racines  des  équations 

y'{x)  =  o,    r[x)  =  o,    /^(ar)  =  o,... 


(  "6) 
Ce  théorème  et  nu  autre,  analogue  pour  les  équations 
dedegré  impair,  ont  été  proposés  par  nous  comme  exercice 
dans  les   Nouvelles   annales   (question  392,  t.  XVI, 
p.  3ii)  et  démontrés  t.  XYII,  p.  157. 

6.  Proposons-nous  de  trouver  Téquation  dont  les  ra- 
cines sont  les  moyennes  arithmétiques  des  racines  d'une 
équation  proposée,  prises  deux  à  deux. 

Si  is  représente  la  somme  de  deux  racines  de  Fé- 
quation  f[x)  =  o,  Téquation  /[x  +  s)  =  o  aura  deux 
racines  égales  et  de  signes  contraires.  Il  suffira  donc 
d'exprimer  que  l'ensemble  des  termes  de  degré  pair  de 
f[x  +  s)  et  l'ensemble  des  termes  de  degré  impair  s^an- 
nulent  pour  la  même  valeur  de  x:  l'opération  reviendra  à 
éliminer  x^  entre  les  équations  obtenues  quand  on  éga- 
iera à  zéro  la  première  somme,  et  la  seconde  divisée 
par  X. 

Exemples.  —  i**  Soit 

l'équation  proposée  :  posons 

/(jT-Hf )  ='S.  +  S.a: 4-  S,aî'  -h  S^af"  +  S4X<  =0 , 

f"  {s) 
So,  Si,  S„  etc.,  désignant /(5),/ (5), -^—^S   etc.;   il 

faudra  éliminer  x*  entre  les  équations 

S,H-SiJr»H-S4X<  =  o, 
S,  -t-  S3  X'  =:  o, 

ce  qui  donne 

^•-X^  s;  -^' 

ou 

s,s;— s.s,s,+sîS4  =  o. 


(  «^7  ) 

Pour  le  cinquième  degré,  on  trouvera 

( S.S,  —  S» SO  (SA  —  S3S4  )  —  (  SoS»  -  S,  S4  )»  =  o, 

et,  pour  le  sixième  degré, 

[(8,84  — S.S»)S,  — (S,  8,-8.85)]  [(S,  S.— SoSsjSs- S,  S3S.] 
-4-[{8»S,  — 8,83)85  — 8ÎSof  =  o. 

7.  Ce  qui  précède  conduit  au  théorème  que  j'ai  donué 
sans  démonstration  dans  les  Nouvelles  jânnales{i,  XVIII, 
p.  267),  et  dont  je  rétablis  ici  Ténoncé  légèrement  mo- 
difié : 

Soit  f{^x)  =  o  une  équation  algébrique^  soient  o^  ix) 
r ensemble  des  termes  de  degré  pair,  et(f^[x)  t ensemble 
des  terTnes  de  degré  impair  du  développement  de 
/(x-h  ^)-  Soit  ^[s)  le  reste  indépendant  de  x*,  mais 
fonction  de  Sj  qu'on  obtient  en  cherchant  le  plus  grand 

commun  diviseur  entre  f^^  (x)  et  î^-  Véquationflx)  =0 

aura  autant  de  diviseurs  commensurables  du  second  de- 
gré qu!H  y  aura  de  valeurs  commensurables  de  s  sa-- 
tisfaisant  à  F  équation  ^(s)  =:o, 

(Sera  continué»)  p. 


SOLIITION  DE  OUESTieNS 
PBOPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  380; 
Pae  m.  CREMONâ. 

Soient  donnés  un  angle  trièdre  trirectangle  ayant  un 
sommet  au  point  S,  et  un  point  quelconque  O  par  le- 
quel on  mène  un  plan  P  coupant  les  faces  de  Vangle 


(ia8) 

suivant  ABC;  trois  parallèles  aux  côtés  du  triangle  et 
passant  par  le  point  O  partagent  ce  triangle  en  trois 
parallélogrammes  et  trois  triangles:  /?,  p^^p^'  étant  les 
aires  des  parallélogrammes,  on  a 


+'-irT-77^^r^.+ 


/7'sin»(SA,P)      /?'>sin»(SB,  P)  '  /?''»sm»{SC,  F) 

_/i     ^     I  y      I 

^Kp'^P'  "*"/>"/    sin'  (SO,  F)' 

(MANlfHEIM). 

Prenons  les  arêtes  dk^  dB,  dC  du  triangle  trirectangle 
pour  axes  coordonnés;  soient  a^  b^  c  les  coordonnées 
du  point  O,  et 

Téquation  du  plan  ABC.  Alors,  en  supposant  O  placé 
dans  rintérieur  du  triangle,  on  a  les  aires 

/»= ^ — ,   p'^-^^-f — . 


A 


p    = » 

V 


c'est-à-dire  que  les  aires /7,  pf^  pP  sont  proportionnelles  aux 
quantités;—»   — =>  —  U  s'ensuit  que 

sont  proportionnelles  aux  quantités 

a^-hl^-hc*    et    (Xa-t-iA*  H-vc)*, 
d'où 


(  ''-^9  ) 
ce  qui  exprime  le  théorème  énoncé  dans  la  question  38o. 
Si  le  point  O  tombe  hors  du  triangle  ARC,  mais  dans 
l'intérieur  de  l'un  des  angles  BAC,  CBA,  ACB,  par 
exemple  dans  ABC,  les  aires  /?,  jj ^  p"  seront  proportion- 
nelles aux  quantités  —  ^"  >  "^>  —  "^^  ^'^^  ^^  ^^^^  ^"^> 

dans  ce  cas,  il  faut  changer  le  signe  de  jjf  dans  Tëqua- 
tion  (i). 

Si  le  point  O  se  trouve  hors  des  angles  BAC,  ABC, 
BCA,  Téquaiion  (i)  reste  la  même. 

Tout  cela  suit  immédiatement  de  la  manière  dont  Taire 
du  triangle  ABC,  qui  est 

est  composée  avec  les  aires  des  parallélogrammes  et  des 
triangles  qui  résultent  des  trois  parallèles  aux  côtés  BC, 
CA,  AB.  Ce»  dernières  aires  sont 


i Xfl% r a  6% / vc- 


Question   486 

(TOlrl.XVIII,p.357); 

Par  un  ÉLÈVE  DU  LYCÉE  LOUIS-LE-GRAND 

.  L'aire  de  la  podaire  du  centre  d'une  ellipse  est  une 
moyenne  arithmétique  entre  les  aires  des  cercles  décrits 
sur  les  axes  comme  diamètres.         (Arthur  Lescases.) 

Soit  Tellipse 

al        b^ 
Ann.  de  Maihéntat.f  2^  série,  t.  III.  (Mars  iSG^.)  9 


(  i3o  ) 
L'équation  de  la  podaire  sera 

Pour  trouver  Taire  de  cette  courbe,  il  est  commode  d^em- 
ployer  les  coordonnées  polaires.  Prenons  donc  le  centre 
de  Tellipse  pour  pôle  et  son  grand  axe  pour  axe  polaire. 
L'équation  de  la  podaire  sera 

p'  =  «*  cos'  0»  H-  ^*  sin'  u. 

t)r,  on  sait  que  Téquation  d'une  courbe  étant  mise  sous 
la  forme  p  =  9(ot>),  Taire  de  cette  courbe  comprise  entre 
Taxe  polaire  et  le  rayon  vecteur  qui  fait  avec  lui  Tangle  o), 
est  donnée  par  la  formule 

Dans  le  cas  de  la  podaire  d^ellipse,  on  anm  donc 

u:=-'  j  (a^cot'fri  -h  6'sin*«»)i/w» 
ou  bien 

Or,  on  a 

cos'u  a«»  =  I  tf  «»  =  — I 7 h  const. , 

J  2  a  4 

sm'«  d<a  =  I  a«  = 7 h  const. 

Par  conséquent,  on  aura 

u  =  — 7 —  tu  H ^ —  («* —  b')  +  const. 

La  constante  est  nulle,  puisque,  pour  a)=:o,  l'aire  doit 
être  nulle. 

Nous  aurons  l'aire  entière,  en.  faisant  dans  la  formule 


(i3«) 

précédente  fa  ses  air,  et  p»?  coaoéqncwt  on  aur&  pour  la 
sarface  cherchée 


9. 


t,  Q.   P.  D. 


Question  540 

(  v«lr  tone  XIX,  p«t»  Ml  )  ; 

Par   m.    HEMMING, 

Élève  de  TÉcole  Polytechnique  de  Zurich. 

Dans  une  ellipse  donnée  inscrire  un  triangle  équilaté- 
ral  dont  le  oftié  mt  i^  on  maximum,  ^P  un  minimum. 

Rapportons  la  position  de  chaque  triangle  équilatéral 
ABC,  inacrii  dans  l'ellipse  donn^,  à  deux  diamètres 
conjugués,  dont  Tun  xxf  est  parallèle  au  c6lé  AB  du 
triangle^  il  s'agit  de  déterminer  ces  diamètres  conjugués, 
pour  que  ]p  trianf^e  satisfasse  aux  conditions  données. 

Soient  a  a,  a^  les  longueurs  des  diamètres  conjugués  : 


2a,  a  &  (a  ^  &)  celles  des  axes  de  TeUipse.  Les  coordon* 
nées  des  sommets  A,  B,  C  du  triangle  sont 

P  / 

A «  ,  ^ya'  — xS. 


B.. 


P 


—  X  ,  i-  v^a»  —  .rS 


Fà//»2 


a 


9- 


-(  »3a) 
Le  triangle  étant  équilatéral^  on  a  les  équations 

« 

4x»  =  (a?  —  47,  V  -h  ^  (  Va'  — X»  —  v/a>— xj)' 

4x»={x-hx,)»+^(Va'  — *'  — V^a»  — x;)' 

oc 

— -2-  (x-l-x,)  (Va'  —  «* — ^a^  —  j:\)  cosB, 
oc 

0  désignant  l'angle  que  font  les  diamètres  conjugués  entre 
eux. 

En  soustrayant  la  seconde  équation  de  la  première,  et 
divisant  le  résultat  par  —  4^9  on  obtient 

(,)  *,— Ê(Va*  — «'  — v/«*  — x;)c0Se=:O. 


Combinant  cette  équation  avec  Tune  des  première 
on  a 

(2)  3x»  —  j:Jtang*Ô  =  o. 
Considérant  que 

(3)  apsine  =  a^     a»  H- p»  =  û» -h  ^% 

la  résolution  des  équations  (i)  e(  (a),  par  rapport  à  x 
donne 


(4) 


[3(û»  •+-  A»)_Ç]îÇ  -f.  i2fl»^»Ç 


en  posant  Ç  =  — j-  • 

Puisque  dans  la  dernière  équation  le  numérateur  est 
constant,  suivant  que  le  dénominateur  sera  un  minimum 
ou  un  maximum,  x*|  ou,  ce  qui  sera  la  même  chose,  la 


{  >33  ) 
valeur  absolue  a  J7  du  côté  du  triangle  sera  maximum  ou 
minimum. 
En  désignant  par  D  le  dénominateur,  nous  avons 

dD  • 

**  ç 

Cette  équation  est  satisfaite  par  les  valeurs 

(5)  Ç  =  2(a»-+-*')±(«'  — ^•)> 

et,  pour  ces  deux  valeurs,   nous   avons  la  dérivée  se-* 
conde 

(6)  £^=d=6(«'-*'). 

En  prenant  la  première  valeur 

OU 


(7)   • 


4  4 


le  c6té  UiX  du  triangle  devient  un  maximum  :  poui*  la  se- 
conde valeur,  ou 


w 

3     ' 

nn  mininram. 

0>nsidérant 

que 

3 
V 

m 
m 

=  sîn'6o": 

=:sin' 

I20° 

—COS'SO**: 

=  C0S» 

i5o«, 

I 

r 

=co$»6o»= 

rrCOS* 

120** 

=  sin*  30* = sin*  1 5o*, 
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il  est  aisé  de  voir  qae.les  côtés  des  deax  triangles  ëquila- 


i')/^ 

B^--^ 

V 

l^i^-— -^c 

K'  D   C 


téraux  ABC  et  DEF,  doat  les  sommets  A  et  D  coïncident 
avec  les  extrémités  du  petit  axe  AD  de  Têllipse,  sont  des 
maxima,  et  que  les  côtés  des  deux;  triangles  A!B'G  et 
TyEF\  dont  les  sommets  A'  et  iy  coïncident  avec  les  ex- 
trémités A'  et  ly  du  grand  axe,  sont  des  minima. 


Question  651 

(TOlr  f*  tétit,  t.  II,  p.  190)  ; 

Par  m.  JAUFEOID, 

ProfeMeur  au  lycée  de  Vendôme. 

Pat*  deux  pmÎMU  A  €<  B|  pris  dans  le  plan  dune 
courbe  d*un  degré  quelconque,  on  décrit  une  circonfé^ 
rence;  on  fait  le  produit  des  distances  du  point  A  à 
tous  les  points  d* intersection  de  cette  circonférence  et 
de  la  courbe  donnée;  on  fait  le  produit  analogue  pour 
le  point  B  :  le  rapport  de  ces  deux  produits  est  constant^ 
quelle  que  soit  la  circonférence  passant  par  les  poimts 
A  et  B.  (Laguerre.) 

Je  prends  pour  axe  polaire  la  droite  AB  et  pour  ori- 
gine le  point  A  :  lacourix;  donnée  étant  algébrique,  sou 
équation  polaire  est 


(«) 


y(/)COSw,     |)sinw)=o. 


(  >35) 
L'équation  du  cercle  est,  en  posant  AB  =  a  et  A  MB  =  9, 

(a)  p=asinG»(cotu-f- cotO). 

En  appelant  ^  la  droite  MB  et  r  =  -^,9  on  a 

(3)  r  =  sinO  (cot«  -|-  cot  8). 

L'équation  (3)  donne 


r  —  cosG 

COtl»=: r— r— > 

sin9 


et,  par  suite, 


sinO  r  —  cosO 

SlDAi^-: —  y      cos«  = 


\/i-4-r*  —  arcosO  ^i-f-r*  —  arcosO 

Éliminant  p  entre  les  équations  (i)  et  (a),  on  a 

/[<isîn«cosa»(cotoAH-'COtO],     âsin'u  (coto»  +  cotO}]  =  o  ; 

remplaçant  sin  o),  coso),  cotco  par  les  valeurs  précédentes, 
on  obtient 

^/    flr*— flrcôsô  «rsinO         \ 

f\  ■  ,      * i=o. 

\i-t-H  —  arcosO        i-t-r*  —  ircosQJ 

r  entre  dans  le  dénominateur  de ; à  une 

i-f-H— arcosô 

puissance  supérieure  à  celle  qui  entre  dans  le  numérateur,    * 

et  dans  celui  de a  une  puissance  égale  :  il 

mit  de  là  que,  dans  les  dénominateurs  des  diflTérents 
termes  de  Téquation  développée,  la  plus  haute  puis- 
sance de  r  sera,  ou  plus  grande  que  la  plus  grande  puis- 
sance de  r  qui  entre  dans  les  numérateurs,  ou  ^ale  à 
cette  plus  haute  puissance,  laquelle  alors  proviendra 
du  terme  ar^  dans  les  numérateurs.  Donc,  en  chassant  les 
dénominateurs,  la  pins  haute  puissance  de  r  aura  un 
coefficient  indépendant  de  0,  et,  comme  le  ternie  indé- 
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|>ea(laiit  de  r  restera  visiblement  le  même  qu'auparavant, 
il  s'ensuit  qu^en  divisant  tous  les  termes  par  le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  de  r,  le  dernier  terme  sera  in- 
dépendant de  0,  et,  par  suite,  il  est  démontre  que  le  pro- 
duit des  diilerentes  valeurs  de  r  est  constant. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  de  Marcilly,  lieute- 
nant-colonel du  génie. 


Deuxième  solution  de  la  question  657,- 

Par  mm.  COURTIN  et  GODARD, 

Élèves  de  Sainte-Barbe  (cours  de  M.  Moutard). 

Si  Vétjuation 

a  toutes  ses  racines  réelles^  les  coefficients  D,  E,  F,  G 
(le  quatre  termes  consécutifs  vérifient  V inégalité 

(DG  —  EF)'  ^  4(E^  —  DF)(F»-^  EGJ  <o. 

(Catalan.) 

En  effet,  soient  h'  et  h"  deux  quantités  indéterminées  : 
multiplions  l'équation  par 

(x—h')[x  —  A")=ar»  —  (h' -f.  /i'')x-h  AA' 

et  proposons-nous  de  disposer  de  //  et  de  h'^  de  façon  à  faire 
disparaître  les  termes  dont  les  coefficients  sont  F  et  G.  Il 
est  évident  que  Féquation  qui  nous  donnera  h'  et  h"  de- 
vra avoir  ses  racines  imaginaires,  car  une  équation  à 
coefficients  réels  ne  peut  manquer  de  deux  termes  consé- 
cutifs sans  avoir  des  racines  imaginaires.  L'inégalité  qui 
exprimera  que  les  valeurs  de  A'  et  h"  sont  imaginaires 
aura  donc  lieu  toutes  les  fois  que  Téquation  proposée 
aura  ses  racines  réelles. 

Pour  trouver  cette  condition,  voyons  ce  que  deviennent 
après  la  multiplication  les  quatre  termes  consécutifs. 


On  a  : 


...  -h  D 


(/i'  -h  /*")  E 


(  '37  ) 

—  (A'H./i")D 

G     xP 

(>i'-+-/*").F 

et  pour  que  les  termes  du  p'**'  et  du  (p  —  i )'*"••  degré 
disparaissent,  il  faut  que  (A'  4-  A'')  =  j,  h' h"  =  x  satis- 
fassent aux  relations 

Djj—  Ej-+-F  =  o, 
Ex  — F/  4-G  =  o, 


De  là  je  tire 


r= 


F'— EG 
E»  — DF' 

DG  — EF 
E=  —  DF 


L^équation  du  second  degré  qui  donnera  h*  et  h"  sera 
(E>  — DF)H«— (DG  — EF)H4.F'  — EG  =  o, 

et  pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  imaginaires  on 
doit  avoir 


(I) 


(DG  —  EF)«  — 4(E»  —  DF)(P—  EG)  < o- 


G.    Q.    F.    D, 


Corollaire  /-  —  Quand  la  relation  (i)  n'est  pas  véri- 
fiée, Téquation  proposée  a  des  racines  imaginaires  :  car 
si  elles  étaient  toutes  réelles,  la  relation  (i)  serait  vérifiée. 

Corollaire  IL  —  Si  entre  les  coefficients  E,  F,  G  qui 
suivent  immédiatement  un  coefficient  nul,  on  a  la  rela^ 


(  i38) 

tioD 

4EG  — 3F»^o, 

l'équation  a  des  racines  imaginaires  ;  car,  d'après  la  rela- 
tion (i),  si  toutes  les  racines  étaient  réelles  on  aurait 

E»F»  —  4B^(F'  —  EG)  <o, 
ou  bien 

4EG  — 3P<o. 

Corollaire  III.  —  Il  en  est  de  même  si  l'on  a 

4DF— 3E«5o, 

car  si  toutes  les  racines  étaient  réelles  on  aurait  d'après 
la  relation  (i) 

E»F»  — 4F«(E>— DF)<o, 
ou  bien 

4DF— 3E»<o. 

Corollaires  IV  et  V.  —  En  supposant  successivement 
E  et  F  nuls,  on  aura  les  relations 

D(DG>  4-4F»)<o, 
G(D^G-f-4E*)<o, 

ce  qui  démontre  les  corollaires  IV  et  V. 

La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  pourrait  don- 
ner des  formules  plus  générales  conduisant  à  un  certain 
nombre  de  conséquences. 

Si  on  se  proposait  de  faire  disparaître  trois  termes,  on 
serait  amené  i  une  équation  du  troisième  degré  en  H  qui 
aurait  deux  racines  imaginaires,  et,  après  avoir  fait  dispa- 
raître le  terme  en  H',  on  écrirait  Tinégalité 

4p»-|-a7^»<o, 

qui  serait  la  relation  chercliée. 

Si  pour  des  degrés  supérieurs  on  connaissait  la  formule 
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qui  exprime  la  réalité  des  racines,  la  méthode,  quoique 
difficile^  serait  applicable. 

Enfin,  si  on  suppose  qu^on  veuille  faire  disparaître  un 
seul  terme^  une  méthode  analogue  nous  conduira  à  cette 
conséquence,  que  le  carré  d'un  coefficient  moins  le  pro- 
duit de  ceux  qui  le  comprennent  est  |>-  o  si  les  racines 
sont  toutes  réelles. 

De  là  on  déduit  ce  théorème  connu  :  quand  trois  coef- 
ficients d'une  équation  sont  en  progression  géométrique, 
l'équation  a  des  racines  imaginaires. 


QUESTIONS. 


692.  Soit  une  série  de  paires  de  quantités,  a^^bi]  a^  b^  ; 
as,  &i; . . . ,  les  a  étant  plus  grandes  que  les  &,  dont  la  loi 
de  la  formation  est  la  suivante  : 

Og = «,-.1  -h  h^^iy  '   bg:=as-i9 

il  faut  chercher  la  limite  du  rapport  ^  lorsque  x  devient 
infini.  (Strebor.) 

693.  Trouver  l'équation  des  courbes  parallèles  aux 
ovales  de  Descartes.  (Strebor.) 

694.  Soient  n  quantités  «i,  «s,  «s, . . . ,  a^^  et  si  Ton 
pose 

^  a»  =  a,  -h a,  -H . .  .  -f-  a«,        ^  «!«!  =  «i a»  H-  a, aj  -f-  .  .  . , 

et  ainsi  de  Miite  :  soient 


(  '4o  ) 

el  f(x)  la  dérivée  de  f(x)  :  déoaiomrer  que  la  valeur 
algébrique  du  détermiuaut 

a,     — î     —  I     — I...     — I 

—  I  a,    —  I     —  I...      — I 

—  I     —  I         a,     —  I...      —  I 


—  i     — 1     —  I      —  1,  . . 

est  /(  I  )  —  /'  (  I  )  •  (  MlCHlEL   ROBBRTS  •) 

695.  Si 

«}  —  «,«,<  o,     a*a,«4H-2fl,tf,a,  — «.aj  — flfa4  --  a*  >  o, 
alors  les  racines  de  l'équation 

sont  toutes  imaginaires,  et  sous  les  mêmes  conditions 
Téquation 

n  a  qu'une  racine  réelle.  (Mighael  Robb&ts.) 

696.  Démontrer  le  tableau  suivant  relatif  à  la  réalité 
des  racines  de  Téquation 

Jî*  H-  5px*  -h  5p^x  4-9  =  0: 

p^o     une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 

P<o 

a^  \  cinq  racines  réelles. 

p<.o 

a*  >  une  racine  réelle,  quatre  îmaxnnaires. 

(MiCHÂEL   ROBERTS.) 

697.  L'arête  de  rebroussement  de  la  surface  déveiop- 
pable  circonscrite  à  deux  surfaces  homofocales  du  second 


(  »4i  ) 

ordre  a  pour  projections,  sur  les  trois  plans  principaux 
des  deux  surfaces,  les  développées  des  courbes  focales. 

(Moutard.) 

698.  Lorsqu'une  courbe  a  quatre  foyers  sur  un  cercle, 
elle  en  a  nécessairement  douze  autres  situés  par  quatre 
€ur  trois  autres  cercles  ;  tous  ces  cercles  sont  orthogonaux 
entre  eux.  (Lague&re.) 

699.  En  partageant  dans  un  rapport  constant  les  nor- 
males d'une  cycloïde  quelconque  (ordinaire,  allongée  ou 
raccourcie),  on  obtient  une  courbe  dont  les  arcs  sont  ex- 
primables en  arcs  d'ellipse.  (MiiiNHEiM*) 

700.  La  surface,  lieu  des  sections  circulaires  diamé- 
trales des  ellipsoïdes  appartenant  à  un  système  bomofo- 
cal^  coupe  les  ellipsoïdes  orthogonalement. 

(Stbebor.) 


QOESTIONS  D'EXAMEN  (1863) 

(  Tolr  p.  81). 


'Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

52.  Équation  générale  des  courbes  du  deuxième  degré 
qui  toncbent  Taxe  des  x  à  l'origine.  Chercher  la  tan- 
gente menée  par  le  second  point  d'intersection  avec  l'axe 
des  j^. 

53.  Une  courbe  de  degré  impair  a-t-elle  nécessaire* 
ment  une  branche  infinie  ? 

54.  Discuter  les  courbes 

2x'  —  5  j:/  -H  2  j^  =  O,     j^^  (ar  —  i)»  (x  —  2 )  =  î , 


(  »4a  > 

85.  Ou  mène  dms  ira  cerdeâeê  oofdes  AM B  parâNdles 
à  une  direction  don»^.  Lieu  de»  poin^ts  M,  tds  que 

5(5.  Discuter  les  courbes  représentées  par  les  éqBâ- 
tiooft 

sio  2  W  I 

•^       1  —  tangu        ^       i  +  2sinft> 

I 


p  =  I  -4-  3  GOS«iy      p  =x:  Ûa»  +  00S6>,      p 


2  COS6>  —  I 


57.  Equation  des  tangentes  menées  par  un  point  (a,  |3) 
i  une  conique  ayant  l'origine  pour  foyer  et  pour  axe 
focal  l'axe  des  x. 

58.  Lieu  du  centre  d'un  cercle  mobile  tangent  a  une 
droite  donnée  et  passant  par  un  point  donné.  Même 
question  si  le  cercle  mobile  doit  être  tangent  à  une  cir- 
conférence fixe. 

59.  Lieu  de»  foyers  des  coniques  qui  ont  la  mêpie  di- 
rectrice et  deux  points  communs. 

60.  Estant  donnée  une  courbe  du  deuxième  degré,  me- 
ner par  Torigine  une  corde  qui  ait  son  milieu  en  oe 
point. 

61 .  Que  représentent  les  équations 

62.  Equation  de  toutes  les.  circonférences  qui  ont 
pour  sécante  commune  l'axe  des  y. 


(  '43  ) 

63.  Qu*arrive-t-il  quand  inéquation  en  i,  k  laquelle  ou 
esl  conduit  par  la  recherche  des  points  cominuna  à  deux 
courbes  du  second  degré,  a  ses  trois  racines  égales  ? 

64.  Exprimer  que  la  droite  mx-hnjr  =  i  est  tangente 
i  une  circonférence  donnée. 

65.  Equation  d^un  paraboloïde  hyperboloïde  ayant  pour 
plans  directeurs  P  =  o,  Q  =  o. 

66.  Construire  une  conique  connaissant  un  foyer,  la 
directrice  correspondante  et  le  rapport  des  distances  d'un 
point  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice. 

67.  Par  le  point  R  d'une  ellipse  on  mène  une  nor^ 
maie  RP  terminée  en  P  au  grand  axe.  On  élève  PM  per- 
pendiculaire à  cet  axe  et  égal  à  RP.  Lieu  des  points  M. 

68.  Construire  Tangle  dont  la  tangente  est  ^  —  i. 

69.  Equation  du  système  des  deux  tangentes  que  l'on 
peut  mener  d'un  point  à  une  courbe  du  deuxième  d^gré. 
Cas  où  ce  système  se  réduit  k  un  cercle  évanouissant. 

{La  suite prochainemeni») 


BÉHON&TRATION 
M  LA  SUONDE  i6ALI11l  DE  LA  OllESTION  «81  \ 

Par  m.  de  VIBIËU. 


Considérons  les  équations 

xcosa    -t-j^cos^     -+-«€08c     =M, 

(i)  \  X9kca    -î-jséc^    -f-zséctf     =N, 

X  coséca  H-  Y  coséc  b  +  scoséccr  =  P; 
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ajoulons  ces  équations  après  les  ayoir  multipliées  respec- 
tivement par  I,  cosacos&cosc,  — sinasin&sinc.  Nous 
aurons 

[cosa  '+'  cos(b  -hc)]j:-i-[cos^  4-  ces  (a  -f-  c)]^ 

+  [cose-|-cos(fl  -^  à)]z 
=  M  -f-  N  cos^  cosb  cosc  —  P  sma  sin b  sinr, 

ou  bien 

a-\-  b  -I-  e 


2COS 


2 


r           r-4-^  —  ^                 a-hc — b                /a-^b' — e\    1 
X  I  -^  cos h  X  ^os 1-  *  ^os  I j  2  I 

=  M  +  N  cosa  cos  b  cosc  —  P  sin  n  sin  ^  sine , 

équation  dont  le  premier  membre  est  nul  indépendam- 
ment des  valeurs  de  x^  y^  z  si  Ton  a 

o -h  ^  H- <?  =  (a  ^*  -I- I )  tr, 

k  étant  un  nombre  entier.  Dans  cette  hypothèse,  le  sys- 
tème (i)  est  impossible  ou  indéterminé,  et  le  détermi- 
nant des  coefficients  des  inconnues  est  nul.       c.  q.  f.  d. 

Note.  —  Une  erreur  de  calcul  rend  illusoire  la  dé- 
monstration de  la  page  'jZ.  L'égalité  (2),  p.  72,  a  lieu 
pour  des  angles  dont  la  somme  est  égale  à  '(2Ar+i)7r, 
comme  vient  de  le  démontrer  M.  de  Virieu,  et  aussi 
quand  deux  quelconques  des  angles  sont  égaux,  quel  que 
soit  le  troisième;  mais  il  est  facile  de  s'assurer,  par  des 
substitutions  particulières,  qu'elle  n^a  pas  lieu  pour  des 
valeurs  quelconques  de  a,  6,  c. 


(  M5) 


RECHERCHE  DES  POINTS  MULTIPLES  A  L  INFINI 
DANS  LES  COURBES  ALGÉBRiOUES -, 

Par  m.  PAINVIN. 


'Remarques  préliminaires, 

I.  —  1 .  Coohdonhées  HOMOGENES.  —  Soit  un  point  M 
da  plan  rapporté  aux  axes  Oo:  et  Ojr  :  nous  représente- 


rons  les  longueurs  MP  et  MQ  par  -  et  -)  et  nous  dirons 

que  (  x,yy  z)  sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  M. 
Pour  un  point  donné,  les  quanti  lés  x,  y^  z  sont  indéter- 
minées, les  rapports  seuls  sont  connus.  On  passera  aux 
applications  numériques  en  attribuant  à  z  une  valeur 
particulière,  en  faisant,  par  exemple,  z  =  i . 
Une  équation  homogène  en  x,  y^  z^  telle  que 

/(^>r»  «)  =  o, 

représente  une  courbe  parfaitement  déterminée,  puisque 
cette  équation  ne  renferme  en  définitive  que  les  rap- 

ports  ->  -• 
Signification  géométrique.  —  Soient  deux  axes  rec- 

Aim.  de  Mathémat,^  9«  Bérie,  t,  III.  (Avril  1864.)  lO 
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t angulaires  Ox  et  Oj  dans  le  plan  ^  faisons  la  perspective 

FiG.    7. 


de  la  courbe  située  dans  le  plan  xOy^  en  prenant  pour 
sommet  de  la  perspective  un  point  S  situé  sur  la  perpen- 
diculaire OS  au  plan  xOy^et  en  supposant  que  le  plan  sur 
lequel  on  fait  la  perspective  passe  par  le  point  O. 

Soient  OA,  OB9  AB  les  intersections  du  plan  de  per- 
spective par  les  plans  SO/,  SOj:  et  par  un  plan  passant 
par  S  et  parallèle  à  xOjr. 

Soient  encore  A,  B,  C  les  angles  respectifs  du  plan  OAB 
avec  les  plans  SOjr^  SOx,  xOy.  Si  M  est  un  point  du 
plan  xOjr  et  que  MP  et  MQ  soient  ses  distances  aux  axes 
Oy  et  O  a:;  si  M'  est  la  perspective  de  ce  point  sur  le 
plan  OAB,  et  que  M' P',  M'  Q',  M'R'  soient  ses  disUnces 
respectives  aux  droites  OA,  OB,  AB,  distances  que  nous 
désignerons  par  X,  Y,  Z,  de  sorte  que 

X  =  M'P',     Y  =  M'Q',     Z  =  M'R', 

on  trouve,  sans  difficulté,  les  relations  suivantes 

sinC     Z 


MQ  =  A 


sinB    Y 
sinC  '  Z 


h  représentant  la  hauteur  OS. 

Mais  Xj  y  y  z  étant  les  coordonnées  homogènes  du  point 
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M, 

on 

a  par  conséqueut 

(r 

,  siriA 

X 

,  X 

sinC 

Z 

-X-, 

(') 

i 

\    / 

(f 

,  sinB 
sinC 

Y 

•    ■    ■ 

z 

Y 

=  (*/• 

On  obtient  des  relations  semblables  en  prenant  des 
axes  obliques^  mais,  pour  Tobjet  que  nous  avons  en  vue, 
le  cas  où  nous  nous  sommes  placé  est  suffisant. 

Ceci  pose ,  soit  Téquation  d'une  courbe  dans  le 
plan  JcOjr 

(a)  /(^,r,2)  — O       ou      /l^j^y    l\=0; 

cette  équation  deviendra,  par  la  substitution  (i), 

(3)  /{XX,  f.Y,Z)  =  o. 

Mais  bn  peut  disposer  des  constantes  qui  entrent  dans  X 
et  fA,  et  cela  d*une  infinité  de  manières,  de  façon  que  X 
et  [i  soient  égaux  à  l'unité;  Téquation  de  la  courbe  de- 
viendra alors 

(4)  /(X,  Y,Z)=o. 

Nous  voyons  donc,  en  comparant  les  équations  (2)  et  (4)9 
que  l'équation  (a)  peut  être  interprétée  de  deux  manières 
différentes. 

On  peut  regarder  x,  y,  z  comme  les  coordonnées 
homogènes  d^un  point  du  plan  xOy^  et  Téquation  (2) 
représente  une  courbe  C  située  dans  ce  plan. 

On  peut  aussi  regarder  x^  y^  z  comme  les  distances 
d^un  point  du  plan  OÂB  (satisfaisant  aux  conditions  in- 
diquées) aux  trois  droites  OB,  OA  et  AB,  et  l'équation  (2) 
repr&ente  la  perspective  G'  de  la  courbe  C  sur  le 
plau  OAB. 
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La  courbe  Ç  est  aussi  la  perspeclîve,  sur  le  plan  xOy^ 
de  la  courbe  C. 

2.  Droite  a  L'iNnwi.  —  Soit  Téquation  d'une  droite 

AÇ4-Bfl  +  C  =  o, 

ou,  en  coordonnées  homogènes, 

(5)  Ax+Br-I-Czriro. 

Les  distances  à  l'origine  des  points  où  cette  droite  ren- 

Fio.  3. 


contre  les  axes  de  coordonnées  sont 

C  C 

^r     ^B 

Si  Ton  suppose  que  A  et  B  tendent  vers  zéro,  C  étant 
différent  de  zéro,  la  droite  AB  s^éloigne  à  Tinfini  dans  le 
plan^  nous  lui  donnons  alors  le  nom  de  droite  à  l'infini; 
dans  ces  hypothèses,  Téquation  (5)  devient 

Gs  =  o    ou    s  =  o; 

on  doit  donc  regarder  z  =  o  comme  V équation  de  la 
droite  à  Vinfini. 

Si  A  et  B  tendent  vers  zéro  et  que  leur  rapport  reste 
indéterminé,  la  droite  à  l'infini  aura  une  direction  in- 
déterminée^ ainsi  Téquation 

2  =  0 

représente,  en  général,  une  droite  à  Tinfini  de  direction 
indéterminée. 
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Si  A  et  B  tendent  vers  zéro  et  que  leur  rapport  reste 
fixe,  la  droite  s'éloigne  à  l'infini  en  restant  parallèle  à 
une  direction  déterminée. 

Signification  géométrique.  —  Considérons  la  perspec- 
tive sur  le  plan  xOy  de  la  courbe  C  située  dans  le  plan 
AOB  :  la  droite  AB  sera  projetée  à  Tinfini .  Les  relations  (  i  ) 
nous  montrent  encore  qu'à  un  point  situé  sur  la  droite  AB, 


pour  lequel  Z  =  o,  correspond  un  point  pour  lequel  - 

et  ~  sont  infinis,  ce  qui  conduit  à 

z  =  o. 


puisque  x  et  y  sont  arbitraires. 

Ainsi  nous  voyons  encore  que  les  projections  des  diffé- 
rents points  de  la  droite,  lesquelles  projections  sont  à 
l'infini,  satisfont  à  la  relation 


z=  o; 


cette  équation  nous  donne  donc  la  droite  à  l'infini  ou,  en 
perspective,  la  droite  AB. 

Les  particularités  de  la  courbe  C,  qui  se  trouveront  sur 
la  ligne  à  l'infini,  se  reproduiront  en  perspective  sur  la 
ligne  AB,  et  inversement,  les  particularités  que  la  courbe 
C  présentera  sur  la  ligne  AB  se  trouveront  projetées 
sur  la  ligne  à  Finfini,  lorsqu'on  fera  la  perspective  de  C 
sur  le  plan  xOy.  Ce  rapprochement  me  paraît  plus  que 
suffisant  pour  enlever  à  la  conception  de  la  droite  à  Tin- 
fini  le  vague  qu'elle  semble  présenter  au  premier  abord. 

3.  LfÀGinAiKEs.  —  Il  s'agit  toujours  d'imaginaires  de 

la  forme  (a  -h  6  ^ — i).  Nous  appellerons  point  imagi^ 
noire  un  point  dont  les  coordonnées  sont  imaginaires; 
droite  imaginaire,  une  droite  dont  les  coefficients  sont 
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imaginaires,  etc.  II  ne  faut  attacher  aucune  idée  de  re- 
présentation géométrique  à  ces  points,  droites,  etc.,  ima- 
ginaires; c'est  une  conception  purement  analytique,  mais 
absolument  indispensable  si  Ton  veut  abréger  les  énoncés 
et  formuler  des  théorèmes  généraux.  Et,  lorsqu'il  s^agit 
des  particularités  d'une  courbe,  cette  conception  est  d'au- 
tant plus  nécessaire,  que  les  points  ou  les  droites  ont 
une  égale  influence  sur  les  modifications  de  la  courbe, 
que  ces  points  ou  ces  droites  soient  réels  ou  imaginaires. 
Ainsi,  un  point  multiple  a  toujours  la  même  influence  sur 
la  classe  de  la  courbe,  qu'il  corresponde  à  des  branches 
réelles  ou  à  des  branches  imaginaires  ;  une  tangente  mul- 
tiple, qu'elle  soit  réelle  ou  qu'elle  soit  imaginaire,  a  tou- 
jours la  même  influence  sur  l'ordre  de  la  courbe.  Les 
points,  droites,  etc.,  imaginaires  sont  donc  des  concep- 
tions purement  analytiques,  auxquelles  il  ne  faut  jamais 
vouloir  donner  une  représentation  géométrique,  mais 
sans  lesquelles  la  Géométrie  n'aurait  pas  de  théorèmes 
généraux;  sans  lesquelles  il  serait  impossible  de  rattacher 
à  des  idées  générales  la  raison  des  variétés  de  classes  que 
présentent  les  courbes  de  même  ordre,  et  inversement,  etc. 
Dans  cette  étude,  je  ne  ferai  aucune  difliérence  pour  les 
énoncés  entre  les  points  réels  et  imaginaires. 

i.  PorwTS  ciRGOLAiRES  A  l'imfini.  —  Soit  Une  circon- 
férence quelconque 

jt'H- j'-f-  2ûj:  -+-  2bjr  -^€=0, 

ou,  en  coordonnées  homogènes, 

J:*  4-  j'  4-  ^aarz  H-  2  bj'Z  -h  es'  =  o  ; 

les  intersections  de  cette  circouférence  avec  la  droite  à 
l'infini  sont  données  par  les  deux  équations  (indépen* 
dantes  de  a,  i,  c) 

*''-f-^'  =  o,     z=ro; 
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ces  deux  points  imaginaires  appartiennenl  à  toules  les 
circonfëreuces  situées  dans  le  plan  :  on  les  a  appelés 
points  circulaires  à  V infini^  je  ne  discute  pas  l'expres- 
sion. On  peut  dire  aussi  qu'ils  sont  les  intersections  d'pn 
cercle  de  rayon  nul  avec  la  droite  à  Tinfini. 

Les  circonférences  sont  donc  des  courbes  du  second 
ordre  ayant  toutes  deux  points  communs.  Cette  simple 
remarque  suffit  pour  montrer  Timportance  des  deux 
points  imaginaires 

sans  parler  du  rôle  qu'ils  jouent  dans  l'étude  générale 
des  foyers. 

5.  PoiHTS  MULTIPLES.— Je  définirai  comme  il  suit  les 
points  multiples.  Un  point  multiple  d*ordre  p  est  un 
point  tel,  qu'une  ligne  quelconque  passant  par  ce  point  y 
rencontre  la  courbe  en  p  points  coïncidents,  et,  par 
soite,  ne  rencontre  plus  la  courbe  qu'en  (n^-^p)  autres 
points  difiîérents,  si  n  est  de  l'ordre  de  la  courbe. 

Par  un  point  multiple  d'ordre  p  passent  p  branches 
(réelles  ou  imaginaires)  de  la  courbe*,  les  p  tangentes 
proprement  dites  i  ces  branches  au  point  multiple  seront 
les  droites  qui,  passant  par  ce  point,  y  rencontrent  la 
branche  de  courbe  en  [p'\-i)  points;  dans  ce  cas,  les 
tangentes  proprement  dites  auront  un  contact  du  pre» 
mier  ordre.  Il  pourra  arriver  que  le  contact  de  ces  tan- 
gentes soit  d'un  ordre  plus  élevé^  et  cela  aura  lien,  si  le 
nombre  des  points  de  rencontre  est  supérieur  à  (;?  + 1). 

II. — Abordons  maintenant  l'étude  des  points  multiples 
a  l'infini.  Je  mettrai  l'équation  de  la  courbe  sous  la 
forme 

(0  Tii(*>r)-+-2ç»_,  (jc,>-)H-z>(p^_,{ar,j^)^-...4-««ç,=  0y 
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(fi  représentant  une  fonction  homogène  et  de  degré  i  des 
variables  x  etjr. 

Les  points  où  la  courbe  est  rencontrée  par  la  droite  à 
l'infini  (^  =  o)  seront  donnés  par  lés  équations 

iZŒ=  o, 

Soit 

(3)      f^(x,x)  =  {x'-ax){j — «i«)...(r— fl»-i«), 

nous  avons  ainsi  n  points  situés  sur  la  droite  à  Tinfini  et 
déterminés  par  les  n  droites  que  fournit  la  seconde  des 
équations  (2)  \  nous  appellerons  directions  asymptotiques 
les  n  droites  passant  par  l'origine,  et  données  par  Té- 
quation 

(3  bis)  ffn  ( JT,  j)  =  {7  —  ax)  (/  —  <i,  j:) . . .  (  j  —  ^„.,  x)  =  o. 

§  I".  —  Points  simples  à  Vinfini^ 

m.  —  Considérons  un  des  points  à  Tinfini ,  par  exemple 
le  point 

(    .=0. 

\y  —  û^  =  o, 

et  supposons  que  ce  aoit  un  point  simple,  c'est-à-dire 
que  les  fonctions 

n'admettent  pas  le  diviseur  [j — .û^)>  nous  en  verrons 
plus  loin  la  raison.  (Il  ne  faut  pas  oublier  que  cette  hy- 
pothèse subsiste  dans  toute  Tétendue  du  §  V^.) 

Cherchons  la  ungente  au  point  I,  c'est-à-dire  Yasymp^ 
tote  correspondant  à  ce  point.  Dans  ce  but,  prenons  une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  I 

(4)  /— ax  =  x«, 


ï' 
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et  exprimons  que  cette  droite  rencontre  la  courbe  en 
deux  points  confondus  avec  le  point  I;  c'esi-à-dîre  que 
nous  déterminerons  A  par  la  condition  que  le  premier 
membre  de  Tëquation  (i)  est  divisible  par  z*. 

Substituant  dans  l'équation  (i)  la  valeur  de  y  fournie 
par  Téquation  (4)  et  développant  par  la  formule  de  Tay- 
lor,  nous  trouvons 

-h 

les  accents  désignent  ici  les  dérivées  des  fonctions  f ,•  par 
rapport  à  la  variable  y  dans  lesquelles  on  a  remplacé  x 
par  I  et  ^  par  a. 

Or  f„(i,a)  est  nul;  le  premier  membre  de  Téqua- 
tien  (5)  sera  donc  divisible  par  z*y  c'est-à-dire  la  droite  (4) 
sera  asymptote,  si  nous  prenons  pour  X  la  valeur 

(6)  X=«£rA(ii4). 

Ainsi  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  directions  asymp- 
totiques  ;  mais  il  peut  arriver  que  Tasymptote  se  trouve 
transportée  à  l'infini,  toujours  parallèlement  à  la  direc- 
tion asymptotique  correspondante. 
lY.  —  Discussion  de  la  valeur  de  X. 

i«  f^,{i,û)  =  o,     <p'„(i,€i)>o; 

alors  X  =  o,  c'est-à-dire  que  l'asymptote  coïncide  avec  la 
droite  {jr  —  ajc  =  o)  •,  dans  ce  cas^  l'équation  de  la  courbe 
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se  présente  sous  la  forme 

[y  —  ax)  ««_,  4-  {y  — ûx)  u^^^z  -f-  z'  (|>„_,  -f.  z»  <p„_3  H-...=z=  o, 

les  u,-  désignant,  comme  les  f/,  des  fonctions  homogènes 
de  X  et  j*. 

alors  X  =:  00  ,  c'est-à-dire  que  Tasjmptote  se  trouve  trans- 
portée à  l'infini  parallèlement  à  la  direction  asjmpto- 
tique  correspondante,  car  l'équation  (4)  donne  z  =  o-^ 
dans  ce  cas,  Téquation  de  la  courbe  a  la  forme 

[/  —  axy  if^,  -H  zif^t  -4-  «>  (j»,^,  H-. . .  =  o. 

La  parabole  nous  offre  un  exemple  de  ce  cas  particulier. 
Si  les  deux  termes  de  la  valeur  de  X  étaient  nuls  à  la 
fois,  on  aurait  un  point  double;  nous  n'avons  pas  à  nous 
en  occuper  pour  le  moment.  Mais  il  nous  reste  à  faire 
plusieurs  remarques  importantes. 

V.  —  Remarques. 

1 .  Il  peut  arriver  que  pour  la  valeur  particulière  a  et 
la  valeur  correspondante  X,  le  coefficient  de  z*  [équa- 
tion (5)]  s'annule;  le  point  à  Tinfini  serait  alors  un 
point  d'inflexion,  et  la  droite  (4)  serait  la  tangente  d'in- 
flexion. Ce  n'est  pas  en  effet  un  point  double,  car  une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  I  ne  rencontre 
pas  la  courbe  en  deux  points  coïncideAts,  puisqu'on  sup- 
pose que  f'n  (i)  a)  et  cp„_,  (i»  ^)  ne  sont  pas  nuls  k  la 
fois. 

Le  contact  de  l'asymptote  serait  d'un  ordre  plus  élevé, 
si  les  valeurs  de  a  et  X  annulaient  les  coefficients  de  jc*, 
jz',  2^,...  (nous  nous  supposons  toujours  dans  le  cas 
d'un  point  simple). 

%  Lorsque  l'équation  de  la  courbe  se  présente  sous  la 


r 
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forme 

(7  )         ix  —  ^^y  «»-?  -+■  «?— t  -+-  «*  ?i«-t  4- . . .  =  <», 

T»-i  n'admeltanl  pas  le  facteur  (j  —  ax),  la  droile  à 
rin&oi  a  un  contact  du  (p  —  i)*'"*'  ordre  au  point  à  Tinfini 

«  =  0, 

X  —  /ÏX  =  G. 

En  effet,  si  de  l'équation  (4)  nous  tirons  la  valeur  de 
jr  pour  la  substituer  dans  T équation  (7),  il  vient 

(8)     IFzFu^^plj!,  M-f-  \z)  4-  zaf-'  <p„.,  (1,  n) 

Nous  voyons  d'abord  que  le  point  I  n'est  pas  un  point 
multiple;  car  une  droite  quelconque,  passant  par  ce 
point,  n'y  rencontre  la  courbe  qu'en  un  seul  point, 
puisque  fn.j(i,/z)  n'est  pas  nul  d'après  notre  hypo- 
thèse. 

En  second  lieu,  la  droite  (4)  ne  peut  être  tangente, 
c'est-à-dire  que  le  terme  en  z  [équation  (8)]  ne  peut 
disparaître  à  moins  que  X  ne  soit  infini  ;  donc  l'asymptote 
se  trouve  transportée  à  l'infini  parallèlement  à  la  direc- 
tion asymptotique  jr  —  ax=:  o. 

Enfin,  cette  droite  à  Tinfini  a  avec  la  courbe,  au  point  I, 
un  contact  du  (p — i)»*'»*  ordre:  car  si,  dans  l'équa- 
tion (7))  on  fait  je  =  o,  on  trouve 

(>•  — /3f^)^//,.^  =  o; 

cette  droite  rencontre  donc  la  courbe  en  p  points  confon- 
dus avec  le  point  I.  On  peut  encore  constater  plus  facile- 
ment ces  propriétés  en  posant 

et  en  remplaçant  z  par  cette  valeur  dans  l'équation  (7). 
En  particulier,  si  l'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

(jr  —  axY  ti„^i  -h  «<p««,  4-  2'  f,_j  4-  «'  t«-3  4-  .  .  .  =  o, 
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le  point  à  rÎDfini  (^  =  o,  y  —  aa;  =  o)  sera  un  point 
d^nflexioD  ayant  pour  tangente  la  droite  à  Tinfini. 
Si  Féquation  de  la  courbe  est  de  la  forme,  par  exemple, 

f  n-i  ne  contenant  aucun  des  facteurs  binômes  qui  entrent 
au  carré  dans  f„  (x,  j^),  la  droite  à  Tinfini  sera  une  ton- 
gente  triple. 

3.  Lorsque  les  coefficients  angulaires  de  deux  directions 
asymptotiques  sont  d=  ^ — x,  Téquation  a  la  forme 

et  la  courbe  passe  par  les  deux  points  circulaires  à  Fin- 
iini. 

4.  Le  mode  de  recherche  qui  vient  d'être  exposé  est 
complètement  indépendant  de  la  forme  particulière 
{j  —  ax)  que  j'ai  choisie  pour  définir  la  direction 
asymptotique.  Lorsque  la  direction  asymptotique  est  l'axe 
des  X  ou  l'axe  des  j^,.  la  droite  passant  par  le  point  cor- 
respondant à  l'infini  aura  pour  équation 

jr  —  Xz  =  o    ou    X  —  ^2  =  0, 

et  le  calcul  indiqué  dans  le  d?  TU  devient  alors  beaucoup 

plus  simple. 

[La  suite  prochainement,  ) 


SUR  LES  SECTIONS  DU  TORE; 

Pab  m.  DÂRBOUX, 

Élève  de  TÉcole  Normale. 


1.  Le  méridien  du  tore  se  compose  de  deux  cercles 
symétriques.  Décrivons  des  sphères  ayant  ces  cercles  mé- 


_j 
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ridiens  pour  grands  cercles.  Ces  sphères  seront  tangentes 
au  tore,  je  les  appellerai  sphères  inscrites.  Deux  sphères 
inscrites  opposées  seront  celles  dont  les  centres  seront 
dans  nn  même  plan  méridien.  Pappellerai  distance  d^un 
point  à  une  sphère  la  longueur  de  la  tangente  menée  de 
ce  point  à  la  sphère. 

2.  Théorexb  I.  —  Le  produit  des  distances  d^ un  point 
quelconque  du  tore  à  deux  sphères  inscrites  opposées  est 
proportionnel  à  la  distance  de  ce  point  au  plan  méridien 
contenant  les  centres  des  deux  sphères. 

Soient  b  le  rayon  d'une  sphère  inscrite,  a  la  distance 
de  son  centre  à  l'axe.  Désignons  par  T,  T' les  longueurs 
des  tangentes  menées  aux  deux  sphères  opposées  ayant 
leur  centre  sur  Taxe  des  x^  on  a 

La  démonstration  est  facile,  soit  par  l'analyse,  soit  par  la 
géométrie. 

Corollaire  I,  —  Menons  un  plan  sécant  parallèle  au 
plan  des  xz.  Il  coupera  les  deux  sphères  inscrites  oppo- 
sées suivant  deux  cercles  égaux  (réels  ou  imaginaires). 
Les  tangentes  à  ces  cercles  seront  aussi  tangentes  aux 
sphères.  D^ailleurs,  pour  tout  point  de  la  section  y  est  con- 
stant. Donc  : 

Une  section  verticale  du  tore  est  le  lieu  des  points  tels, 
que  le  produit  de  leurs  distances  i  deux  circonférences 
égales  soit  constant. 

Ces  deux  circonférences  égales  se  réduiront  à  des 
points  quand  le  plan  sécant  sera  tangent  aux  sphères 
Inscrites.  On  aura  donc  une  ellipse  de  Cassini. 

Corollaire  H*  —  Considérons  le  plan  bi  tangent  pas- 
sant par  la  ligne  Oy^  et  cherchons  la  nature  de  la  sec- 


I 
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tion.  Soit  P  un  point  de  cette  section  : 

2flr  =  =MN.PQ  =  ^^  surface PMN  =  :^]NP.PMsinNPM. 

MN  MN  MN 

D'ailleurs  a  ay  est  égal,  d'après  le  théorème  I,  à  NP.  PM. 
On  a  donc 

MN 
sio  NPM  =  —  =  constante. 

Ainsi  le  lieu  du  point  P  se  compose  de  deux  cercles  pas- 
sant par  les  points  M,  N  et  de  rayon  a. 


3.  En  général,  tout  plan  sécant  coupera  les  deux  sphères 
opposées  suivant  deux  cercles  (réels  ou  imaginaires),  et 
le  plan  méridien  de  ces  deux  sphères  suivant  une  droite  ^ 
pour  tout  point  de  la  section,  y  sera  proportionnel  à  la 
distance  à  cette  droite.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Les  sections  du  tore  sont  telles,  que  le 
produit  des  tangentes  menées  d^un  point  quelconque  à 
deux  cercles  est  proportionnel  à  la  distance  de  ce  point 
à  une  certaine  droite. 

On  trouvera  une  infinité  de  cercles  en  prenant  deux 
sphères  opposées  quelconques;  Fun  de  ces  cercles  pourra 
se  réduire  à  un  point  ;  le  lieu  des  centres  des  cercles  sera 
Tellipse  projection  de  la  circonférence,  lien  des  centres 
des  sphères  inscrites. 
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Théokemb  III.  —  Si  Von  désigne  par  t,  t',  t",  les  dis- 
tances  d^un  point  quelconque  du  tore  à  trvis  sphères 
inscrites  ayant  pour  distances  des  centres  c,  c',  c'^  on 
aura 

et  -f-tf'/'4-c''r"  =  o. 

La  démonstration  est  bien  facile  :  soient  deux  sphères 
opposées 

(x  —  £i)'4- j'  +  «^ —  b^  =  o, 
(x  +«)*-4-j^  -H  «' —  />'  =0. 

L'équation  d'une  sphère  inscrite  quelconque  sera 

[x  —  ûcosa)*-h(7  —  asinxY-i-z^ — 6*  rr  o. 

Donc  si  t^  t'y  T  désignent  les  tangentes  menées  d'un  point 
du  tore,  on  aura 

/»  =  (  X  —  n  )»  -H  J-»  H-  «»  —  6', 
r '»  =  (  X -f.  fl  )» -h  j» -h  3»  —  6% 
•^^^(x  —  £icosa)'+(j^  —  ^sina)*-f-»^—  h'. 

Donc 

4ûfjc  =  r'»  — f'; 

d'ailleurs, 

donc,  éliminant  x  et  y,  on  trouve 


=( 


a 


/C08-  -f-r'  sin- V±T=:/co$-  -h  /'sin  -• 
2  2/^  2  2 


Cette  relation  trouvée,  le  théorème  se  déduit  aisément. 
On  peut,  au  reste,  Fobtenir  géométriquement. 

4.  Voyons  maintenant  les  conséquences  relatives  à  une 
section  quelconque. 
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Soient  trois  sphères  inscrite^  prises  comme  on  voudra. 
Ces  trois  sphères  sont  coupées  suivant  le  plan  sécant  par 
trois  cercles  qui,  pour  tout  point  de  la  section,  peuvent 
remplacer  les  trois  sphères.  Au  reste,  ces  trois  cercles 
sont  doublement  tangents  à  la  section.  Donc  : 

Théoiœme  IV.  —  Toute  section  du  tore  est  telle,  que, 
si  on  lui  mène  trois  cercles  doublement  tangents^  il  y  a 
une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances 
d\in  point  quelconque  de  la  section  aux  circonférences 
de  ces  trois  cercles, 

■ 

Soient  tf)  a\  a!\  les  trois  distances  des  centres  des  cercles 
pris  deux  à  deux.  Si  A,  U^  W  désignent  les  distances  4e 
ces  trois  centres  aux  centres  des  sphères  inscrites  respec- 
tives, on  trouve 


Comme  vérification,  si  Ton  fait  A  =  &'=  W^  on  doit  trou- 
ver un  parallèle,  et,  en  e£fet,  on  obtient  alors  la  relation 

af-hû'r'-ha''/'':=o 
qui  est  vérifiée. 

Etant  donnée  une  section  du  tore,  on  peut  toujours 
trouver  quatre  sphères  inscrites  (réelles  ou  imaginaires) 
qui  lui  soient  tangentes.  Prenons  trois  quelconques  de 
ces  sphères.  Alors  les  tangentes  aux  sphères  deviendront 
pour  tout  point  de  la  section  des  distances  aux  points  de 
conuct.  Deux  des  sphères  seront  tangentes  d'un  côté, 
Tautre  sera  tangente  de  l'autre  c6té  du  plan,  donc  on  de- 
vra faire 

et  Téquation  précédente  deviendra 
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Ce  qui  démontre  : 

Théorème  V.  —  Toute  section  plane  du  tore  a  quatre 
foyers  tels,  qu^ilj  a  une  relation  linéaire  et  homogène 
entre  les  distances  d^un  point  dç  la  courbe  à  trois  queh- 
conques  de  ces  quatre  foyers . 

Ces  quatre  foyers  sont  placés  symétriquement  par  rap- 
port à  Taxe  de  la  section  \  ils  sont  donc  sur  un  cercle. 

o.  Pour  toute  section  verticale,  les  quatre  sphères  tan- 
gentes auront  leurs  points  de  contact  sur  Taxe  horizontal 
de  la  courbe.  Considérons,  en  particulier,*  Tellipse  de  Cas- 
sini  \  pour  que  les  quatre  foyers  soient  réels,  il  faut  poser 

é  =  <7  sin  f  ; 
on  trouve 

sin^  ^r'-f-(x  — fl)» — 008 3!.  V/*-l-(j?-4-«)' 


=  ^/*H-(jr  —  acos7)^ 
En  élevant  au  carré,  on  obtient  effectivement 

v(r'-H  (*—«)'  v/'j' -H  (*  +  «)'  =  «' sin<p, 
donc  : 

Théorème  VI.  —  Toute  cassinoïde  jouit  de  cette  pro- 
priété^ que  si  Pon  adjoint  à  ses  deux  foyers  un  certain 
point  pris  sur  V  axe  focal,  il  y  a  une  relation  linéaire  et 
homogène  entre  les  distances  d^un  point  quelconque  de 
la  courbe  aux  trois  points. 

Si  on  rapproche  les  résultats  qui  pi*écèdent  de  ceux  qui 
ont  été  trouvés  par  M.  Garlin,  t.  XIII,  p.  41S9  on  voit 
que  la  courbe,  lieu  des  points  d'où  Ton  voit  Une  ellipse 
sous  un  angle  constant,  a  quatre  foyers  sur  le  grand  axe 
de  Fellipse. 

6.  Les  sections  du  tore  sont  des  courbes  ^satisfaisant  à 
Téquation  générale 

r=r:  f*r' -f- vr''; 
Amn.  4e  Uaihémat.,  a«  série,  t.  III.  (Avril  1864.I  1 1 


(  i6>  ) 
mais  ^  et  V  sont  liés  par  la  relation 


a^  a\  a"  étant  les  côtés  du  triangle  des  trois  foyers. 
Transformons  ces  courbes  par  rayons  vecteurs  récipro- 
ques, en  prenant  pour  pôle  un  quelconque  des  trois  foyers. 
Nous  trouverons,  par  exemple,  en  adoptant  le  foyer  r, 

pour  équation  de  la  courbe  réciproque.  Donc  : 

Théorème  VIL  —  Les  sections  planes  di4  torepeuifent 
dtre  regardées  de  quatre  manières  différentes,  comme  les 
courbes  réciproques  des  ovales  de  Descartes  (*).. 

Et  comme  les  sections  du  tore  ont  quatre  foyers  sur  un 
cercle,  on  arrive  à  cette  conséquence,  signalée  par 
M.  Chasles,  que  les  ovales  de  Descartes  ont  trois  foyers 
en  ligne  droite. 

Si  Ton  considère,  en  particulier,  Fellipse  de  Cassîni, 
on  voit  que  (théorème  VII)  toutes  les  ovales  de  Descartes 
peuvent  être  considérées  comme  les  réciproques  des  el- 
lipses de  Cassini.  II  suiBt  de  prendre  pour  pôle  de  tran^-  , 
formation  un  des  quatre  foyers  de  Tellipse  de  Cassini. 

7.  Considérons  les  sections  du  tore  par  les  plans  tan- 
gents. Alors  il  n'y  aura  plus  quatre  foyers;  deut  d^entre 
euic  viendront  coïncider  au  point  de  contact  du  plan  tan- 
gent. L'équation  de  la  courbe  sera  alors 


car  on  aura 


«'  =  a\ 


Alors,  en  prenant  pour  pôle  de  transformation  le  point  de 

(*)  M.  Mannhcîin  est  parvenu  de  son  côté  au  même  théorème  (Toir 
Journal  de  VÊcoU  Polxtechm^ue^  XL«  cahier,  p.  74).  M.  Darboùx  nous 
avait  communiqué  ion  trarail  avant  la  publication  de  ce  XL®  cahier.     P. 
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contact  du  plan  tangent,  la  courbe  réciproque  sera  une 
conique.  Ainsi  : 

Théorème  VID..  —  Toutes  les  courbes  de  section  du 
tore  par  leur  plan  tangent  peui^ent  être  considérées 
comme  les  courbes  réciproques  d'aune  conique,  le  pôle  de 
transformation  étant  pris  au  point  de  contact  du  plan 
tangent. 

En  particaKer,  la  section  faite  par  le  plan  tangent  pa- 
rallèle à  Taxe  sera  la  réciproque  d'une  hyperbole  qu'il 
est  faeile  de  construire,  le  pôle  étant  au  centre. 

Mais  si  on  prend  pour  pôles  de  transformations  les 
deux  autres  foyers  de  la  section  donnée  par  le  plan  tan- 
gent, on  aura  des  ovales  dont  deux  foyers  coïncideront, 
c'est-à-dire  des  limaçons  de  Pascal. 

Note  A. 

Nous  avons  vu  que  les  sections  du  tore  sont  des  cas  par- 
ticuliers des  courbes  contenues  dans  Téquatiôn  générale 

r  z=.  fir  -♦- vr  . 

Il  senoblerait,  d'après  cela,  que  les  propriétés  que  nous 
avons  trouvées  pour  les  sections  du  tore  ne  doivent  pas 
s'étendre  aux  courbe9  les  plus  générales  ;  mais  on  démon  tre 
facilement  qu'en  transformant  les  courbes  contenues  dans 
l'équation  précédente  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
l'équation  garde  la  même  fbrme,  et  on  peut  établir  entre 
|x  et  V  la  relation  qui  caractérise  }es  sections  du  tore.  Ces 
sections  ont  quatre  foyers  sur  un  cercle;  donc,  toutes  les 
courbes  comprises  dans  Féquation 

ont  un  autre  foyer  placé  sur  le  cercle  des  trois  foyers  don- 
nés; en  un  mot,  toutes  les  propriétés  que  nous  avons 

données  peuvent  s'étendre  aux  courbes  les  plus  générales. 

1 1. 
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Note  B. 

Si  Ton  prend  pour  cooixlonnëes  les  tangentes  à  trois 
sphères  égales,  le  tore  a  une  équation  delà  forme 

«/ -h  a'r' ■+•«"*"  =  o. 

Supposons  que  Ton  prenne  trois  sphères  queIconqu.es 
égales  ou  inégales,  trois  coefficients  quelconques  X,  |x,  v, 
on  peut  se  demander  ce  que  représentera  F  équation 

Xn-fAf'-4-vr^  =  o. 

D'abord  on  voit  à  priori  qu'elle  contiendra  une  infinité  de 
cercles 

Au  reste,  remarquons  que  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  n'altérera  pas  en  général  la  forme 
de  cette  équation.  Faisons  la  transformation  en  prenant 
pour  pôle  le  point  de  rencontre  des  trois  sphères 

if  =  o,     r'=ro,     /''  =  o; 

l'équation  deviendra 

X  v^  4-  V  V^'  -h  X'^  V^'  =  o, 

P,  P^  P'^  étant  trois  fonctions  du  premier  degré  des  coor- 
données. On  aura  donc  un  cône  du  second  degré.  Ainsi, 
l'équation  représente  la  surface  réciproque  d'un  cône. 
Cette  surface  est  très-intéressante^  elle  comprend  comme 
cas  particuliers  le  tore,  la  cyclide  ('^).  et  peut  être  définie 
comme  le  lieu  d'un  cercle  qui  passe  par  deux  points  don- 
nés et  s'appuie  sur  un  cercle  donné.  Outre  le  cercle  gé- 
nérateur, celte  surface  admet  deux  séries  de  cercles  cor- 


(*)  Surface  eoYeloppe  d^une  sphère  tangente  à  trois  sphères  données 
(  DoPiR,  AppUcaiimu  de  Géométrie,  p.  qoo,  et  Mamiiiibih,  Now^elUt  Annales, 
p.G7;i86o}.  P. 
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respondant  aux  sections  circulaires  du  cône,* et  quand  ces 

deux  séries  de  cercles  se  réunissent,  on  a  le  tore  ou  la 

cyclide. 

Note  C. 

Tontes  les  propriétés  que  nous  avons  données  pour  les 
sections  du  tore  s'étendent  naturellement  aux  sections  de 
la  cyclide.  Toutes  les  courbes  de  sections  planes  ont  quatre 
foyek^  comme  les  courbes  du  tor^ 

^attirerai  Tattention  sur  la  propriété  suivante.  Suppo- 
sons que  Ton  transforme  le  tore  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques en  prenant  le  pôle  de  transformation  à  Tintérieur 
de  la  surface.  Alors  il  y  aura  deux  sphères  inscrites,  pas- 
sant par  le  pôle,  qui  se  transformeront  en  plans.  La  cyclide 
pourra  être  considérée  comme  Tenveloppe  des  sphères  tan- 
gentes à  deux  plans  et  à  une  troisième  sphère  ;  mais  les 
deux,  plans  tangents  aux  sphères  inscrites  passant  au  pôle 
coupaient  le  tore  suivant  deux  courbes  ayant  un  foyer  au 
pôle  de  transformation.  Par  suite,  les  réciproques  de  ces 
courbes  seront  des  ovales  de  Descartes.  On  voit  donc  que  : 

Lorsque  la  cyclide  pourra  être  considérée  comme  Ten^ 
veloppe  des  sphères  tangentes  i  une  sphère  et  à  deux 
plans,  îl  y  aura  deux  sections  planes  parallèles  à  ces  deux 
plans  qui  donneront  des  ovales  de  Descartes. 


SUR  UNE  CONSTRUCTION  D  AROUL  WAFA. 


EXTRAIT    d'une    LETTRE    DE    H.    ARISTIDE    MARRE. 


JVmprunte  au  savant  travail  que  M.  Wœpcke  (*)  a  fait 
paraître  dans  le  Journal  jisiatique y  un  problème  de  géo- 

(")  Géongtèlra  et  orientaliste  distingué,  mort  à  Paris  le  35  mars  i86/|, 
sgé  seulement  de  trente-sept  ans.  P. 


(  i66  ) 
mëtrie  élémentaire,  qui  ne  manquera  pas  d'intéresser 
vos  jeunes  et  studieux  lecteurs;  il  est  extrait  du  Recueil 
des  constructions  géométriques  d'Aboul  Wâfa,  et  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Trois  carrés  égaux  étant  donnés,  en  composer  un 
carré  unique,  par  un  procédé  pratique,  matériel  pour 
ainsi  dire^  sans  employer  le  théorème  de  Pythagore. 

Soient  a,  &,  c  les  trois  carrés  égaux  proposés.  Menez 
uiie  diagonale  dans  chacun  des  carrés  b  et  c,  et  disposes 


les  quatre  triangles  rectangles  isocèles,  égaux  entre  eux, 
qui  en  résultent,  autour  du  carré  a,  de  la  manière  indi- 
quée par  la  figure  ci-contre.  Les  sommets  Â,  B,  C,,D  des 
angles  droits  de  ces  quatre  triangles  sont  les  sommets  du 
carré  à  construire. 

En  effet,  il  est  facile  de  reconnaître  à  priori  Texis- 
tence  de  deux  séries  de  triangles,  les  uns  intérieurs,  les 
autres  extérieurs  à  la  figure  ABCD,  égaux  comme  ayant 
un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  cha- 
cun, et  pouvant  être  substituée  Tune  à  Tautre, 
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niOltilB  SDR  LES  SlIRFiCBS  DII  SECOND  DEGRfi; 

Pae  m.  mirza-nizam, 

Élève  exleroe  de  l'École  Polytechoiquo. 


Lorsquun  angle  tn'èdre  trirectangle  a  son  sommet 
placé  au  centre  d*une  suif  ace  du  second  degré^  le  plan 
qui  passe  par  les  points  d^ intersection  des  arêtes  de 
Vangle  avec  la  surface  enveloppe  une  spîière  concen^- 
trique  à  la  surface. 

Soient  O  le  centre  de  la  surface  et  ABC  le  plan  qui  joint 

les  points  d'intersection  des  arêtes  OÂ,  OB,  OC,  avec  la 

^  surface.  Du  centre  O  j'abaisse  une  perpendiculaire  QM 

sur  le  plan  ABC.  La  pyramide  triangulaire  OABC  a  pour 

Tolume 

V  =  surf.  ABCX^OM; 
elle  a  aussi  pour  volume 

V=-OA.OB.  ioc. 

2  3 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  V,  on  a 

2(surf.  ABC)XOM  =  OA.OB.OC» 
ou 

,  ,  I  4(snrf.  ABC)'' 

(0  -      --^' 


OM*       Oa'.Ob'.OC 


La  surface  du  triangle  ABC  en  fonction  des  trois  côtes 
est 

„    (AB-HBC-f-AC)(AB-^BC  — AC)(AB  — BC-f-AC)(BC-+-AC  — ÀB) 

S= , 


(  «68) 
OU  bien  effectuant  les  produits  deux  à  deux,  on  a 

_-      [aAB.BC-hCÂBVBc'— Ac')l[aAB.BC  — (Xbh-BC*— ÂC*)1 

i6 

OU 

^,    4ab  .bc  —  (ab  -+-  bc  —  ac  ) 

S'= ji • 

lO 

Remarquant  que  les  triangles  OAB,  OAC  etOBC  sont 

rectangles,  et  remplaçant  ÂB  ,  BC   et  AC   par  leurs  va* 
leurs,  et  effectuant,  on  a 

_  ÂÔ\5c'-{- AÔ'.OB'-h  Bq\oc' 
""~~  4 

Remplaçant  cette  valeur  de  S*  dans  Tëgalité  {i),  il  vient 

I     I  I  I 


OM         OA        OB         OC 


or,  on  sait  que'cette  dernière  quantité  est  constante,  donc 
OM  est  constant,  et  par  suite  le  plan  ABC  enveloppe  une 
sphère  ayant  O  pour  centre  et  OM  pour  rayon. 

Un  théorème  analogue  existe  pour  une  courbe  à  centre 
et  se  démontre  à  peu  près  de  la  même  manière. 


=? 


SOLUTION  N  OUBSTiONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question   419    . 

(Tolr  L  XVII,  p.  81); 

Pae  m.  J.  de  ViRIEU. 

La  surface  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  donnés 
en  nombres  entiers  ne  saurait  être  rationnelle  si,  les  côtés 
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étant  débarrassés  du  facteur  commun  2^  la  somme  des 
quotients  est  impaire, 

1.  a,  b,  c  ët^nt  des  entiers  absolus  qui  représentent 
les  côtés  d'un  triangle,  si  l'on  désigne  son  aire  par  5,  on  a 

2.  Si  le  périmètre  est  impair,  ou  les  trois  côtés  sont 
impairs,  ou  l'un  d'eux  est  impair  et  les  autres  pairs. 

i"  Cas  :  a,  i,  c  impairs.  —  a*,  i*,  c*,  a*i*,  i*  c*,  c*a* 
étant  les  carrés  de  nombres  impairs,  chacun  d'eux  est  de 
la  forme  8|ui  + 1,  et  par  suite  M  est  de  la  forme  8|ui  +  3  ; 
M  ne  peut  donc  être  un  carré. 

a*  Cas  :  a,  b  pairs,  c  impair,  —  a*  -H  A*  H-  c*  est  de  la 
forme  8fx-hi,  2a*i' -h  ai'c'-H  2c*a*  delaforme  8/x, 
et  par  suite  M  est  de  ]a  forme  Sfi  —  1  ^  donc  M  n'est*  pas 
un  carré. 

3.  Donc  les  côtés  d^un  triangle  étant  représentés  par 
des  nombres  entiers,  si  le  périmètre  est  impair,  Faire  ne 
peut  être  un  nombre  rationnel. 

On  en  déduit  que,  l'aire  d'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  des  entiers  ne  peut  être  rationnelle,  si  le  quotient  de 
sou  périmètre  par  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
les  côtés  est  impair. 

En  effet,  soit  D  ce  plus  grand  commun  diviseur,  et 
posons 

fl  =  Da,     ^=iD6,     c  =  D7,   . 

d'où 


D 


=  a4-  6  -f-  7, 


le  rapport  entre  les  aires  des  triangles  ayant  pour  côtés 
respectifs  :  a,  b^  c\  a,  €,  y\   or  l'aire  du  dernier  est 


(  «70  ) 
irratîcmnelle    si   son  périmètre  a-f-S  +  y  est  impair-, 
donc.  etc. 

» 

En  supposant  0  =  2,  on  tombe  sur  la  proposition  à 
démontrer. 


Question  665 

(Totr  1*  série,  t.  Il,  p.  m)  ; 

Pab  m.  HAAG, 

Élève  de  TÉcole  Polytechnique. 

Etant  donnée  une  série  de  limaçons  de  Pascal,  'dé* 
crits  aifcc  la  même  circonférence  et  ayant  même  point 
double,  par  ce  point  on  trace  une  transversale,  et  on 
fait  passer  une  circonférence  par  le  point  double  et  par 
chaque  point  d'intersection,  tangente  à  la  courbe  en  ce 
point  :  toutes  ces  circonférences  ont  même  axe  radical, 
et  lorsque  la  transversale  tourne  autour  du  point  double, 
cet  axe  radical  tourne  autour  de  ce  point  et  le  second 
point  commun  à  toiUes  les  circonférences  décrit  un 
cercle.  (Ch.  Delevaque.) 

SoitO  le  cercle  qui  sert  k  décrire  la  série  de  limaçons 
considérée,  A  leur  point  double  commun,  ÂB  leur  axe, 


AN  une  transversale  menée  par  le  point  double  et  cou- 
pant le  cercle  O  en  un  second  point  N.  J^appelle  M  le 
point  où  cette  transversale  rencontre  Tun  des  limaçons  de 
la  série  :  la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  sur  AM 


(  I70 
est  tangente  en  T  au  cercle  décrit  de  B  oottime  centre 
avec  NM  pour  rayon,  et  Ton  sait  que  le  cercle  décrit  sur 
AT  comme  diamètre  est  tangent  en  M  au  limaçon  consi- 
déré. Il  s'agit  donc  de  prouver  que  tous  les  cercles  obte- 
nus de  cette  manière  en  faisant  varier  la  longueur  NM 
ont  même  axe  radical .  Or,  si  nous  prolongeons  TB  jusqu'en 
son  second  point  d'intersection  C  avec  le  cercle  O,  Tangle 
ACB  étant  droit,  le  cercle  AT  passera  en  C,  et  comme  la 
position  de  ce  point  C  dépend  seulement  de  la  direction 
de  la  transversale  AN,  et  point  de  la^  longueur  NM  qui 
caractérise  chaque  limaçon,  tous  les  cercles  tels  que  le 
cercle  décrit  sur  AT  passent  par  les  points  fixes  A  et  C,  et 
ont  par  conséquent  même  axe  radical.  Pour  achever  la 
démonstration  du  théorème,  il  suffit  de  rémarquer  que  le 
point  C  décrit  le  cercle  O  lorsque  la  transversale  AN 
tourne  autour  dû  point  double. 

Sole.  -7  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Hans,  élève  du  lycée 
Saint-Louis;  Miraa-Nizam,  élèTO  externe  à  TÉcôIe  Polytechnique;  Paul 
Mansion;  Debaiisse,  élèTO  du  lycée  Charlemagne;  M.  Laquière,  lieute- 
nant d'artillerie. 


Même  question  [solution  analytique)  ,* 

Pak  m.  Abraham  SCHNÉE, 

Élère  du  lycée  Charlemagne. 

Une  série  de  limaçons  de  Pascal,  décrits  avec  la  même 
circonférence  et  ayant  même  point  double,  est  représen- 
tée (BaiOTet  Bouquet,  p.  a5)  par  Téquation 

il)  p  =  ^cos»-f-^> 

00  a  est  un  paramètre  variable. 
Soit 

ë 

u  =  a  =  constante 
Téquation  d'une  transversale  tracée  par  le  point  double. 


(  *7^  ) 
Un  cercle  passant  par  ce  point  a  pour  équation 

(2)  p=2c/cOS(o> —  k), 

en  désignant  par  d  et  k  les  coordonnées  polaires  du 
centre.  Mais  ce  cercle  doit  aussi  passer  par  le  point  d'in- 
tersection de  la  courbe  (i)  avec  la  transversale,  d'où  la 

condition 

bcosa  +  a  =  2dcos(a  —  X). 

En  substituant,  Téquation  (a)  devient  donc 

f^\  Acosa-4-fl 

(3)  p=l rTCOS(w  —  *). 

*  ^       cos{a  — A) 

M.  Rouché  démontre  [voir  Combb&ousse,  Géométrie 
analytique,  p.  265)  que  Téquation  de  la  tangente  à  la 

courbe  -  =if[td)  au  point  dont  la  coordonnée  angulaire 

est  a,  est 
I 

-=/(a)cos(o»  — a)+/'(a)sîh(w  —  a), 

La  tangente  au  point  de  rencontre  de  la  transversale 
avec  l'équation  (i)  a  donc  pour  équation 

I  cos(» — «)       6sinasin(&i — a) 

p         bco&cL-^a  (^cosa-hfl)'     ' 

de  même  la  tangente  au  point  de  rencontre  de  la  trans- 
versale avec  la  courbe  (3)  a  pour  équation 

I        cos(w— a)       tang(a  —  A-)sin(6>  —  a) 
p        b  cosa  -f-  a  b  cos a  -|-  a 

Puisque  le  limaçon  et  le  cercle  sont  tangents  au  point 
de  rencontre  avec  la  transversale,  les  deux  équations  ci- 
dessus  doivent  être  identiques,  ce  qui  donne 

bsmoL 

tangf  a  —  A-  )  =  T » 

^^  '       ocosa  +  a 
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(l^où  Ton  tire 

asïna 


tangA-  = 


acosa  H-  «? 

Maïs  Téqualion  (3)  peut  s'écrire 

, ,  ,  cos6>  4-  tang  k  siii  u 

p  =  (6cosa4-a) ^--: —  > 

*^       ^  cosaH- tang^sma 

et,  en  remplaçant  tang  k  par  sa  valeur, 

p  =  bcosbi  4-<ïC0s(&> —  a). 

Si  Ton  y  considère  a  comme  variable,  et  qu^on  cherche 
alors  Tintersection  de  tous  ces  cercles  avec  une  perpen- 
diculaire à  la  transversale  menée  par  le  point  double,  on 
trouve  toujours  le  même  second  point 

M  =  a'4-'— »      p=  — dsma; 

donc  toutes  ces  circonférences  ont  même  axe  radical,  et 
cet  axe  est  perpendiculaire  à  la  transversale. 

La  dernière  équation,  lorsqu'on  y  considère  a  comme 
variable,  est  d'ailleurs  celle  d'un  cercle  qui  a  son  centre 
sur  une  perpendiculaire  à  l'axe  polaire  menée  par  le  point 

double,  à  une  distance  -  au-dessous  de  cet  axe. 


Question  605 

(TOirfvérie,  un,  p.  f9); 

Paa  m.  John  GRIFFTTHS. 

Lorsquun  tiiangle  ABC  esta  la  fois  inscrit  dans  une 
courbe  du  troisième  degré  et  circonscrit  à  cette  même 
courbe,  le  produit  des  rayons  de  courbure  aux  points 
A,  B,  C  est  égal  au  cube  du  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC.  (Maknheim.  ) 
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Question  664 

(TOir  V.  lérie,  t.  Il«  p.  871)  ; 

Par    m.   JOSSELIN, 

Lieutenant  d^artillerie. 

Dans  tout  triangle  inscrit  dans  utie  conique^  et  dont 
deux  côtés  sont  tangents  à  une  seconde  conique^  le  troi- 
sième enveloppe  une  conique  passant  par  les  points  d'in- 
tersection  des  deux  premières.        (Ch.  Deletaque.) 

Soient  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o  les  équations  des  trois 
côtés  d^un  triangle  inscrit  dans  une  conique^  A,  B,  C 
étant  des  fonctions  du  premier  degré  en  x  et  y. 

L'équation  d'une  conique  passant  par  les  trois  som- 
mets du  triangle  est  de  la  forme 

(i)  AB-f->,AC-|-\aBC  =  o. 

L'équation  d'une  conique  tangente  aux  deux  côtés 
A  et  B  est  de  la  forme 

(2)  .       ^       AB-4->U»=o, 

U  =:  o  représentant  la  corde  de  contact. 
Retranchons  l'équation  (2)  de  (i),  nous  aurons 

(3)  >.AC  +  >,BC  — XU»  =  o. 

Cette  é<}uation  représente  une  conique  passant  par  Les 
points  d'intersection  des  deux  premières.  Et  Ton  voit, 
d*après  la  forme  de  l'équation  (3),  que  la  droite  C  =  o 
est  tangente  à  cette  dernière  conique,  car  l'équation  (3) 
est  satisfaite  par  C  =  o,  et  U*  =  o. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Note.  —  Le  même  théorème  a  été  démontré  par  M.  E.  Vicillurd,  élève  h 
Tiottitation  Farard;  MM.  Léon  Dyrion,  Lacauchie,  élèves  du  lycée  de 
Strasbourg.  M.  de  Manilly  observe  que  le  théorème  est  de  M.  Poncelet 
(voir  Propriétés  projeetives,  p.  327). 


(  '76) 


QOISTMNS. 


701.  Démontrer,  sans  admettre  aucun  postiJatum^ 
que  Tangle  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  milieux 
des  côtés  d*un  triangle  équilatéral  excède  un 'demi-angle 
droit.  (Ltonwet.) 

702.  Soit  O  un  cercle  fixe,  O'-vai  cercle  mobile  dont  le 
centre  se  déplace  sur  un  autre  cercle  fixe  O^  ^  Taxe  radical 
des  deux  premiers  a  pour  enveloppe  de  ses  positions  une 
conique.  (  Durrande.  ) 

703.  Déterminer  des  valeurs  entières  des  quantités 
x^n^r  :  i^  telles  que  la  somme 

x>  -t-  (x  -+-  r)3-|-  i . .  4-  [Jî  -+-  («  —  i)  rp 

soit  un  cube;  a^  telles  que  cette  somme  soit  le  cube  de 
X  +  nr,  (Bàlthàsâr  Bohcohpagni.  ) 

• 

704.  Soient  C  et  C!  deux  coniques  homofocales,  M  un 
point  pris  sur  la  première,  et  MN  la  normale  menée  au 
point  M  et  terminée  k  l^axe  focal.  La  grandeur  de  la  pro- 
jection de  MN  sur  la  tangente  à  CI  menée  par  le  point  M 
est  indépendante  de  la  position  du  point  M  sur  la  coni- 
que C.  (Gros.) 

705.  Expliquer  comment  il  se  fait  que  deqx  conditions 
soient  nécessaires  pour  qu'une  surface  du  second  d^ré 
soit  de  révolution,  lorsqu'on  sait  qu  il  suffit  que  Téqua-» 
tion  en  s  ait  deux  racines  égales.       (J.-J.-A.  Mathieu.) 


(  »77  ) 


QDBSTIONS  VKXAMEN  (1863) 

(YOlrp.  141). 


Géométrie  analytique»  (Suite.) 

70.  On  donne  un  cercle  et  deux  points  fixes  M  et  IN . 
On  mène  la  droite  MA  qui  aboutît  à  un  point  quelconque 
A  de  la  circonférence,  et  Ton  prend  le  milieu  I  de  MA. 

Enfin  on  prend,  sur  NI,  NG  =  ^  NI.  Lieu  des  points  G. 

71 .  On  mène  par  un  même  point  des  normales  à  un 
système  d'ellipses  semblables  et  concentriques.  Lieu  des 
pie4s  de  ces  normales. 

72.  Équation  d'une  courbe  du  deuxième  degré  qui  se- 
rait doublement  tangente  a  la  courbe  dont  Téquation  est 

x^  —  ^xy  4-  2/*  +  3a?  —  2  j  —  i  =  o. 

Montrer  à  priori  que  cette  équation  ne  doit  renfermer 
qu'un  seul  paramètre  arbitraire. 

73.  A  combien  de  conditions  une  courbe  du  deuxième 
degré  est-elle  assujettie  quand  on  demande  qu'elle  toucher 
une  courbe  donnée  aux  points  où  celle-ci  est  rencontrée 
par  une  droite  donnée? 

74.  On  donne  une  courbe  du  second  degré 

Ax^-h  2Bjrr  -H  C j'  -H  F  =  o, 
et  le  cercle 

On  demande  l*équalion  qui  a  pour  racines  les  coefficients 
angulaires  des  droites  qui  joignent  Torigine  aux  points 

Atm.  de  Maihémai.,  3«  série,  t.  III.  (Avril  i8G/|.)  l*>. 
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(l'iuterseclion  des  deux  courbes.  Pourquoi  celle  équation 
est-elle  du  second  degré?  Disposer  de  R  de  manière  que 
cette  équation  ait  des  racines  égales. 

75.  Soit  un  diamètre  MM'  d*un  cercle.  Par  le  point  M' 
on  mène  une  droite  qui  rencontre  en  A  la  circonférence 
et  en  B  la  tangente  menée  par  le  point  M.  Sur  cette  droite 
on  prend  M'D  =  A6.  Lieu  des  points  D.  Discussion. 

76.  Par  le  foyer  d'une  ellipse,  on  mène  k  la  directrice 
correspondante  la  droite  FAB  qui  rencontre  l'ellipse  en 
A  et  la  directrice  en  6.  On  a 

I  I 

7—  —  =r:  =constanle. 
FA       FB 

77.  Equation  d'une  parabole  tangente  à  Taxe  des  x  au 
'  point  (x  =  I ,y  =  o),  et  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  bis- 
sectrice de  Tangle  xOj-, 

78.  Discuter  la  courbe 

79.  P  =  o,  Q  =  o  étant  les  équations  de  deux  droites, 
comment  sont  placées,  par  rapport  aux  axes,  les  droites 

P^JQ  =  o,     P  — ^Q  =  o? 

80.  Propriétés  communes  à  toutes  les  courbes 

dans  lesquelles  A  seul  est  variable.  Peut-on  trouver  une 
valeur  de  A  telle,  que  Téqnation  représente  deux  droites  ? 
Comment  seront  placées  les  courbes  par  rapport  à  ces 
deux  droites? 

81 .  On  mène  par  un  point  M  d'une  parabole  une  tan- 
gente à  cette  courbe,  qui  rencontre  la  directrice  au  pointi, 
et,  par  le  point  M,  une  normale  qui  rencontre  la  courbe 


(  "79  ) 
en  un  second  point  N.  Soit  T  le  point  où  la  tangente 

menée  par  N  rencontre  la  tangente  MI*,  on  a  MI=  MN. 

* 

82.  Reconnaître  qu'une  droite  y  =  mx  -H  n  est  direc- 
trice d'une  courbe  donnée  du  second  degré. 

83.  Lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  tangentes 
menées  de  ces  points  à  deux  circonférences  données  est 
constante. 

84.  Les  directrices  des  coniques  qui  ont  un  foyer  com- 
mun et  un  point  commun  passent  par  un  même  point. 

85.  Discuter  les  courbes 

x^ —  I  I 

jy'  -+-  I  j:'  -h  A* 

86»  Etudier  géométriquement  le  lieu  des  projections 
d'un  point  donné  sur  les  tangentes  qu'on  peut  mener  à 
un  cercle*  Tangente.  Degré  du  lieu.  Equation  du  lieu. 
Question  analogue  pour  l'ellipse. 

87.  Lieu  des  centres  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  donnés. 

88.  L'équation  d'une  conique  étant 

si  l'on  fait  j'  =  p,  on  trouvera  pour  x  l'abscisse  du  foyer. 

89. 

Ajt*  +  Barj  4- Cr*  • .  .  =0,     A'x'-hB'xjH-C'^'-h.  .,=o 

étant  les  équations  de  la  même  courbe  dans  deux  systèmes 
différents  de  coordonnées  rectangulaires,  on  a 

A  -h  C  =  A'  4-  C  : 
interprétation  géométrique. 


12. 


{  -80) 

90.  Lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  con-* 
stante,  circonscrits  à  une  parabole. 

91 .  OA  et  OB  étant  deux  diamètres  conjugués  a  une 
ellipse,  on  abaisse  BP  perpendiculaire  sur  OA,  et  l'on 
prend  BM  égale  à  OA.  Lieu  des  points  M. 

92.  Deux  côtés  d'un  triangle  sont  fixes  ^  le  troisième 
côté  se  meut  de  telle  sorte  que  la  surface  du  triangle  reste 
constante.  Lieu  des  points  de  concours  des  médianes. 

93.  Ekjuation  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  dont 
chaque  côté  est  donné  par  son  équation. 

94.  Lieu  des  points  tels,  que  si  1  on  mène  deux  tan- 
gentes i  une  parabole^  la  bissectrice  de  Tangle  de  ces  tan- 
gentes fasse  avec  Taxe  de  la  parabole  un  angle  constant. 

95.  Etant  données  deux  courbes 

telles  que  j^ — y\  =  K*,  trouver  une  relation  entre  les 
tangentes  menées  à  ces  deux  courbes  en  deux  points  situés 
sur  la  même  ordonnée . 

96.  Dans  un  triangle  rectangle,  le  sommet  de  Tangle 
droit  est  fixe  ;  un  autre  sommet  se  meut  sur  une  droite  à 
laquelle  l'hypoténuse  est  perpendiculaire  :  trouver  le 
lieu  du  troisième  sommet. 

97.  Quelles  sont  les  propriétés  communes  aux  courbes 

ax^  -t-  HLxy  -H  hy^  -{-cx-^dy  +/ =  o, 

dans  lesquelles  K  est  un  coefficient  variable? 

98.  Lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point 
sur  des  ellipses  concentriques  semblables  et  semblable- 
ment  placées. 
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99.  Soient  OA,  OB,  DE  trois  droites  fixes.  On  mène 
par  un  point  C  pris  sur  DE  une  droite  mobile  qui  ren- 
contre OA  et  06  en  F  et  G.  Lieu  des  points  d'intersec- 
tion des  droites  DG  et  F£.  Démontrer  que  le  lieu  est  la 
polaire  du  point  C  par  rapport  à  la  conique  formée  de 
l'ensemble  des  deux  droites  OA  et  OB. 

iOO.  Soit  FM  un  rayon  vecteur  d^une  ellipse.  On  mène 
MP  perpendiculaire  sur  le  grand  axe  ei  Ton  prend 
PN  =FM.  Lieu  des  points  N. 

lOi.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  qui  ont  un  point 
commun  et  le  même  foyer. 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

102«  Oii  donne  dans  le  même  plan  une  circonférence 
et  un  point.  Par  ce  point  pris  comme  sommet,  on  mène 
un  cône  langent  à  une  sphère  qui  passe  par  la  circonfé- 
rence donnée.  Trouver  le  lieu  des  courbes  de  contact 
quand  on  fait  varier  le  rayon  de  la  sphère. 

103.  Lieu  des  points  tels,  que  la  différence  des  carrés 
de  leurs  distances  à  deux  plans  soit  proportionnelle  à 
leur  distance  à  un  troisième  plan . 

104.  Discuter  la  surface 

X^  —  3/*  4-  2«'  H-  22  =  O. 

105.  Lieu  des  points  situés  à  égale  distance  d'un  point 
fixe  et  d'un  plan  fixe. 

m 

106.  Equation  du  paraboloïde  hyperbolique  rapporté 
à  un  de  ses  diamètres  et  aux  deux  génératrices  rectilignes 
qui  passent  par  le  point  où  ce  diamètre  rencontre  la 
surface. 

107.  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances à  deux  plans  donnes  est  égale  à  un  carré  donné. 
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108.  Dans  quel  cas  un  plan  peut-il  couper  une  surface 
du  second  ordre  suivant  une  seule  droite  ? 

f  09.  Lieu  des  milieux  des  droites  qui  s'appuient  sur 
deux  droites  données  et  qui  restent  parallèles  à  un  plan 
donné. 

110.  P  =  o,  ^2=  o  étant  les  équations  d'une  droite, 
que  représente  Féquation 

F(P,  P')=o? 

111  «  Peut-on  faire  passer  une  surface  du  second  degré 
par  dçux  coniques  situées  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace  ? 

112.  Un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  un  premier 
système  de  génératrices  parallèles  au  plan  horizontal, 
prouver  que  les  projections  verticales  de  toutes  les  géné- 
ratrices du  deuxième  système  passent  par  un  même  point. 

113.  Étant  donnée  une  si^rface  du  second  ordre,  on 
mène  par  l'origine  des  coordonnées  des  droites  telles  que 
AB  qui  rencontre  la  surface  en  deux  points  A  et  B,  puis 
sur  la  droite  un  point  M  tel  que 


OM^a  \0a"*'0bJ' 


trouver  le  lieu  des  points  M.  Généralisation  du  problèrao 
pour  une  surface  de  degré  m  :  lieu  des  points  M  tels  que 


1 
ÔM 


'^m\ÔÂ'^Ôb'^'"'^ÔL) 


A)  B,...)  L  étant  les  points  où  la  droite  menée  par  l'ori- 
gine rencontre  la  surface. 

m.  Peut-on  couper  un  paraboloïde  hypciboliquc  de 
manière  que  la  section  soit  une  hyperbole  équilatèrei^ 
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115.  Lorsque  deax  sections  circulaires  d'une  surface 
du  deuicième  ordre  sont  perpendiculaires  entre  elles,  la 
surface  est  une  sphère. 

1 16.  Lieu  des  points  tels,  que  le  produit  de  leurs  dis- 
tances à  deux  plans  Gses  ou  k  deux  droites  fixes  soit 
constant. 

ii7.  Propriétés  communes  aux  cercles  représentés  par 
l'équation 

on  X  est  un  paramètre  variable.  Lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  d'un  point  (a,  |3)  à  ces  circonfé- 
rences. Propriété  commune  à  toutes  1^  cordes  de  con- 
Uct.  • 

li8.  Combien  faut-il  connaître  de  génératrices  d*un 
cône  du  second  degré  pour  qu'il  soit  déterminé? 

H9.  Si  Q  =  o  est  l'équation  d'une  sphère  etP=;:o 
celle  d'un  plan,  que  représente  l'équation 

F(Q,  P)  =  o? 

iSO.  Les  axes  de  coordonnées  n'étant  pas  rectangu- 
laires, à  quelle  espèce  de  plans  est  rapporté  le  parabo- 
loïde  qui  a  pour  équation 

iâl.  Quand  deux  angles  trièd^es  trirectapgles  ont 
même  sommet,  leurs  six  arêtes  sont  sur  un  même  cône 
du  second  degré. 

122.  On  peut  faire  passer  quatre  cônes  par  les  points 
communs  à  deux  surfaces  du  second  degré. 

123. 

Aj?'-f- A'7*+ A"z'4- . . .  =Q 
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étant  l'équation  d*une  surface  rapportée  à  des  coordonnées 
rectangulaires^  si  Ton  vient  à  changer  d'aises,  on  aura 

A  -♦-  A'  -f-  A"  =  consterne. 

Interprétation  géométrique. 

124.  Sections  circulaires  de  la  surface 

fx  -{-  yz -h  xz  ziz  I . 

i25.  Quelles  relations  y  a-t*il  entre  les  surfaces  repré- 
sentées par  les  équations 

126.  Diamètres  conjugués  égaux  dans  rellipsoïde. 

127.  Lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  cir- 
conscrits à  la  surface  xy  =  z. 

128.  Lieu  du  sommet  d^un  trièdre  trirectangle  cir- 
conscrit à  l'ellipsoïde. 

129.  On  a  un  ellipsoïde  et  une  sphère  concentriques  : 
il  y  a  un  cône  et  trois  cylindres  qui  passent  par  les  points 
communs  à  ces  deux  surfaces.  Les  génératrices  de  ces  trois 
cylindres  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

130.  Lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  distances  à  trois  points  fixes  soit  constante. 

131.  Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  et  un 
point  fixe,  on  mène  par  ce  point  toutes  les  cordes  dont 
ce  point  est  le  milieu.  Lieu  de  ces  droites. 

132.  Quand  deux  surfaces  du  second  ordre  ont  un 
plan  principal  commun,  Tinterseclion  des  surfaces  se  pro- 
jeltc  sur  co  plan  suivant  une  courbe  du  second  degré. 

(  La  suite  prochahicment.  ) 
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CORRESPONDANCE. 


1.  On  a  vu^  par  la  table  de  i863,  que  près  de  cent 
cinquante  collaborateurs  prennent  part  à  la  rédaction  des 
Nouvelles  jinnales»  Nous  recevons  donc  beaucoup  de 
lettres,  et  en  général  nous  n'avons  qu'à  nous  louer  de  la 
politesse  de  nos  correspondants.  Nous  les  remercions  de 
leur  zèle,  de  leurs  conseils,  de  leurs  critiques  même  ;  mais 
nous  ferons  remarquer  à  un  petit  nombre  d'entre  eux  que 
la  première  politesse  de  celui  qui  écrit  consiste  à  signer  de 
son  vrai  nom,  et  nous  sommes  surpris  que  d'honnêtes 
jeunes  gens  oublient  cette  règle  élémentaire  du  savoir- 
vivre.  Â  Tavenir,  nous  regarderons  comme  non  avenues 
les  lettres  non  signées  ou  signées  de  pseudonymes.  Les 
personnes  qui  ne  veulent  pas  être  connues  du  public  sont 
priées  de  nous  en  avertir  et  de  nous  communiquer  leur 
adresse. 

Les  personnes  qui  résolvent  une  question  sont  priées 
de  rappeler  toujours  en  tèie  de  leur  solution  le  numéro 
de  la  question,  ainsi  que  Fendroit  où  elle  a  été  énoncée, 
et  de  transcrire  l'énoncé  en  toutes  lettres. 

2.  Un  abonné  nous  demande  pourquoi  nous  n'avons 
pas  donné  la  biographie  de  Gergonne  et  celle  de  Gauss, 
que  nous  avions  promises  dans  notre  prospectus  de  1 863. 
Nous  répondrons  que  nous  en  avons  été  empêchés  par  l'a- 
bondance des  matières  et  par  notre  désir  de  faire  partici- 
per à  la  publicité  des  Annales  un  plus  grand  nombre  de 
nos  collaborateurs.  Mais  tous  nos  documents  sont  réu- 
nis, et  nous  saisirons  la  première  occasion  de  tenir  notre 
promesse. 
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3.  Notre  savant  ami,  M.  Hoûel,  nous  écrit  de  Bor- 
deaux : 

((  Le  théorème  dit  de  M.  Schlœmilch  {*)  a  été  démon- 
tré, il  y  a  bien  longtemps,  par  Cauchy.  Je  trouve  (  Leçons 
sur  le  calcul  différentiel^  1829,  g^  leçon,  iet  Moigmo, 
Calcul  différentiel^  t.  I,  p.  63)  ceci  : 

»  Le  produit 

n  croit  évidemment  avec  le  nood^re  entier  m,  depuis 


n 


»  m  r=:  1  jusqu'à  m  =  -9  et  comme  on  a,  en  conséquence, 


1 


I.«<2{/I  —  l)<3(/l  — 2)<...<-(-4-l) 


»  il  eu  résulte 


n 


1.2.3.  . .  n^n^,  » 

Nous  ne  demandons  pas  mieux  que  de  restituer  a  Cau- 
chy ce  que  nous  avions  attribué  i  M.  Schlœmilch.  Quanti 
la  démonstration  précédente,  aussi  ingénieuse  que  peu  na- 
turelle, elle  porte  le  caractère  distinctif  des  méthodes 
d'exposition  de  Cauchy.  Le  grand  défaut  de  ces  démonstra- 
tions ST  raffinées  est  dMchapper  facilement  à  la  mémoire, 
ce  qui  peut  causer  beaucoup  d'embarras  dans  un  examen. 

M.  Hoûel  nous  a  conuuuniqué,  au  sujet  de  la  résolu- 
tion des  triangles,  diverses  remarques  qui  trouveront 
place  dans  notre  prochain  Rapport  sur  les  compositions 
de  i863. 

4.  Le  théorème  de  Cauchy  peut  être  généralisé  sans 
que  la  démonstration  en  devienne  plus  compliquée. 

1°  Dans  toute  progression  arithmétique,  le  produit  des 
termes  à  égale  distance  des  extrêmes  est  plus  grand  que 

' —  ■  ■ . 

(•)  Voir  1^  bôrie,  t.  U,  \$.  2/3. 
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le  produit  des  extrêmes,  car 

{a  -^ pr)  (/  —  pr)  zzzal  -^ pr{l  —  a  — /?r); 

/  est  plus  grand  que  a-hpr*^  donc  la  dernière  parenthèse 
est  positive  et  le  théorème  est  démontré. 
2?  Nous  aurons  dans  toute  progression 

ai  =  aly     bk  '^aly     cj"^al , .  » 
Je  ]><»/,     Âb^  aif     al  ==  aif 

d'où,  multipliant  membre  à  membre, 

Ce  théorème  et  la  démonstration  sont  de  M.  Toubins, 
professeur  à  Lons-le-Saulnicr. 

5,  Extrait  d^une  lettre  de  M,  Catalan,  —  «  Le 
problème  des  huit  dames  (question  251),  proposé  en  1862 
par  M.  Lionnet,  avait  déjà  occupé  quelques  joueurs  d'é- 
checs. En  1840,  le  Schachzeitung  de  Berlin  en  a  publié 
plusieurs  solutions,  découvertes  par  difTérents  amateurs. 
Dans  le  savant  Traité  cité  en  note  (^),  le  géomètre  russe 
donne  l'analyse  complète  de  ce  difficile  problème,  qui 
admet  quatre-vingt-douze  solutions,  dont  douze  seule- 
ment sont  distinctes.  Cesi  le  résultat  remarquable  auquel 
était  arrivé  antérieurement  M.  Koralek,  par  une  méthode 
empirique.  »  , 

6.  A  la  page  270  du  tome  XX  des  Nouvelles  j^nnales, 
on  s'est  proposé  de  trouver  la  direction  des  axes  de  la 
section  plane  d'un  ellipsoïde^  mais  des  erreurs  de  calcul 
ont  conduit  à  une  solution  entièrement  fausse  et  dont  la 
fausseté  est  d'ailleurs  évidente,  puisque  les  formules  trou- 
vées ne  contiennent  pas  les  axes  de  Tellipsoïde.  Cette 
observation  est  de  M.  Beltrami. 


(*)  ÀpplicaUon  de  VAnafyse  mathémalitiue  au  jeu  des  échecs,  par  C.-V. 
de  Jaenisch,  t.  \^^,  p.  laS. 


s. 

Si 

Si 

m 

Si 

St 

Si 

=  o; 

Si 

Si 

s, 
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7.  M.  Brioschi  a  démontré,  dans  son  Traité  des  déter- 
minants, que  la  condition  nécessaire  pour  qu'une  équa- 
tion du  troisième  degré  ait  deux  racines  égales  est 


(0 


5o,  5i,  5s,  etc.,  désignant  des  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  Téquation.  M.  Zbikowski,  de 
Minsk,  en  Russie,  nous  adresse  un  article  où  il  commente 
et  simplifie  la  démonstration  de  M.  Brioschi.  Nous  n'in- 
sérons pas  le  travail,  encore  assez  long,  de  M.  Zbikowski, 
parce  que  le  théorème  qu'il  veut  démontrer  nous  semble 
être  une  conséquence  presque  évidente  des  premiers  prin- 
cipes relatifs  aux  déterminants.  En  effet,  a,  &,  c  étant  les 
racines  de  Péquation  proposée. 


(2) 


I     a     a' 
I      b     b' 


=  o 


est  la  condition  d'égalité  de  deux  racines,  puisque,  dia- 
prés le  théorème  de  Vandermonde,  le  premier  membre  est 
égal  k  {a  —  b)  (a  —  c)  (b — c).  Or,  si  Ton  multiplie  les 
trois  lignes  de  ce  déterminant  :  i°  par  a*,  b^,  c^;  ^^  par 
a*,  i*,  c*  ;  3®  par  «•,  6*,  c*,  et  qu'après  chaque  opération 
on  ajoute  les  produits,  colonne  par  colonne,  on  aura  trois 
lignes  qui  pourraient  remplacer  les  trois  lignes  du  déter- 
minant (a),  ce  qui  donnera  précisément  l'égalité  (i). 

Des  théorèmes  analogues  ont  lieu  pour  lès  équations  de 
tous  les  degrés,  et  Ton  pourrait  en  couvrir  des  pages  en- 
tières. 

8.  Nous  avons  reçu  plusieurs  tentatives  de  solutions  de 
la  question  61  :  Deux  pyramides  convexes,  qui  ont  les 
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faces  triangulaires  égales^  chacune  à  cJmcune^  et  sembla- 
blentent  disposées^  sont  égales  ^  mais  toutes  pèchent  en  un 
point.  On  oublie  le  cas  où  le  pied  de  la  hauteur  tombe  en 
dehors  de  la  base.  La  démonstration  relative  au  cas  où  le 
pied  de  la  hauteur  est  dans  Tintérieur  de  la  base  ne  con- 
fient plus  quand  ce  point  est  à  Textérieur,  parce  que  les 
angles  formés  par  les  droites  menées  de  ce  point  norma- 
lement aux  côtés  de  la  base  peuvent  tous  augmenter  sans 
que  leur  somme  algébrique  cesse  d'être  nulle. 

9.  Extrait  d^une  lettre  de  M.  Mannheim, —  «  L'énoncé 
de  la  question  648  n'était  probablement  pas  assez  clair.  La 
solutioi^  de  cette  question ,  insérée  à  la  page  6a  du  numéro 
de  février,  est  incomplète.  MM.  Jaufroid  et  Mansion 
trouvent,  dans  le  cas  général,  une  équation  en  ci)  qui  re- 
présente les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  Vori^ 
ginCy  les  rayons  vecteurs  tangents  à  la  courbe  et  ceux  qui 
passent  par  les  points  multiples.  Dans  le  cas  du  cercle, 
on  ne  trouve  que  les  rayons  vecteurs  tangents,  les  paral- 
lèles aux  asymptotes  ont  disparu,  et,  dans  le  cas  de  la 
conique  (le  pôle  étant  à  l'un  des  foyers),  c'est  le  contraire 
qui  a  Heu,  ce  sont  les  tangentes  qui  disparaissent. 

»  A  quoi  tiennent  ces  circonstances? 

))  Telle  est  la  partie  de  la  question  648  qui  reste  à  ré- 
soudra. 

))  Enfin ,  si  l'on  se  rend  bien  compte  de  la  solution  de  ce 
dernier  point,  on  répondra  facilement  à  la  dernière  par- 
tie de  mon  énoncé  :  Former  des  équations  d^ ordre  supé- 
rieur au  second  qui  présentent  des  circonstances  ana- 
logues, n 


(  '9«  ) 


BULLETIN. 


XII. 


Lucas  (Félix),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées.  — 
Études  analytiques  sur  la  théorie  générale  des  courbes 
planes,  In-8  de  xx-240  pages  et  2  planches.  Paris, 
1 864  9  Mallet-Bachelier. 

L*auleur  s*est  efforcé  d'exposer,  au  moyen  des  procédés  clas- 
siques, quelques  théories  nouvelles.  «  Les  coordonnées  de  Des- 
cartes,  dit«îl,  étant  seules  usitées  dans  nos  lycées  et  dans  nos 
écoles,  la  plupart  des  hommes  spéciaux  qui,  par  position  on 
par  goût,  s^adonnent  à  la  science,  ne  renoncent  pas  volontiers 
à  des  procédés  qui  leur  sont  familiers,  et  peuvent  reculer  de- 
vant Tadoption  des  nouveaux  artifices,  si  ingénieux  qu'ils  soient, 
lie  la  Géométrie  moderne,  n  Nous  remarquerons  à  ce  propos 
que  nos  classes  de  mathématiques  spéciales  ne  sont  pas  des  aca- 
démies vouées  aux  questions  curieuses  et  difficiles  de  la  science  : 
elles  ont  un  but  très>précis  q nielles  doivent  atteindre  dans  un 
temps  limité.  Il  s'agit  de  mettre  les  élèves  à  même  d'aborder 
l'étude  du  calcul  infinitésimal  et  de  la  mécanique.  On  comprend 
dès  lors  que  les  coordonnées  cartésiennes,  employées  presque 
exclusivement  par  les  géomètres  qui  ont  créé  et  développé  ces 
deux  sciences,  doivent  occuper  la  première  place  dans  l'ensei- 
gnement. Cela  n'empêche  point  les  professeurs  de  reconnaître 
les  avantages  des  coordonnées  trilinéaires  dans  quelques  ques- 
tions curieuses;  ils  en  donnent  une  idée  à  leurs  élèves,  mais 
une  étude  approfondie  et  continue  de  ces  nouveaux  moyens 
d'investigation  les  éloignerait  du  but  principal  à  atteindre. 

M.  Lucas  a  donc  bien  fait  d'employer  les  coordonnées  carté- 
siennes et  de  chercher  par  leur  secours  à  généraliser  plusieurs 
théories  de  la  Géométrie  analytique.  Son  ouvrage  |K>urra  être 
un  utile  auxiliaire  de  l'enseignement  de  nos  écoles;  car  rien 
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n*est  meilleur,  pour  rinlelligence  d'une  théorie,  ^e  tren  étu- 
dier une  nouvelle  plus  générale.  Nous-  regrettons  seulement 
que  M.  Lucas  se  soit  laissé  aller  à  écrire  des  formules  d'une 
grande  con^plication,  comme  celles  de  la  page  47-  Quand  des 
formules  se  compliquent  à  ce  point,  elles  n'ont  plus  d'utilité, 
car  on  aura  plus  tôt  fait  d'aborder  directement  une  question 
particulière,  que  d'en  déduire  la  solution  de  l'expression  géné- 
rale. 

L'ouvrage,  divisé  en  sept  livres,  est  terminé  par  un  appendice 
et  des  notes.  En  voici  les  sommaires  : 

I.  Diamètres.  —  Points  remarquables  et  branches  infinies.  — 
IL  Pôles  et  polaires.  —  Polaires  diamétrales.  —  Courbes  pivo- 
tantes. — ^  III.  Géométrie  tangentielle.  —  Courbes  roulantes.  — 
Principe  de  dualité.  —  lY.  Centres  et  axes  des  moyennes  har- 
moniques. —  Transversales  et  sommets.  —  V.  Correspondance 
anharmonique.  —  Divisions  segmentaires  et  tangentielles.  — 
Homographie  et  involution.  —  VI.  Génération  anharmonique 
des  courbes.  —  Intersection.  - —  Courbes  osculatrices.  —  Pro- 
priétés d'un  système  de  points  non  situés  en  ligne  droite.  — 
Groupes  associés  sur  les  coniques. — Transformation  des  figures. 

—  Appendice.  —  Description  des  courbes  du  troisième  degré. 

—  Notes  I  à  X. 

xin. 

Chaslbs.  —  Détermination  du  nombre  des  sections  co- 
niques qui  doivent  toucher  cinq  courbes  données 
d^ ordre  quelconque  ou  satisfaire  à  d'autres  con- 
ditions. Construction  des  coniques  qui  satisfont  à  cinq 
conditions  données  ;  nombre  des  solutions  dans  chaque 
question,  Iii*4  àe  i6  pages.  (Extrait  des  Comptes  ren- 
dus  de  r Académie  des  Sciences^  séances  du  i^'  et  du 
i5  février  1864.) 

Cet  important  travail  résout  complètement,  en  donnant  le 
nombre  des  solutions,  le  problème  général  de  construire  une 
conique  qui  satisfasse  à  cinq  conditions  consistant  à  passer  par 
des  points  donnés,  toucher  des  droites  données  ou  des  courbes 
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crortlre  quelconque.  La  méthode  suivie  donne  lieu  à  une  théo- 
rie fort  étendue,  susceptible  de  s'appliquer  à  la  constrution  de 
courbes  de  degré  quelconque  assujetties  à  satisfaire  à  un  nombre 
convenable  de  conditions.  La  Note  de  M.  Ghasles  ne  contient 
que  des  considérations  générales  et  des  énoncés  dont  la  démons- 
tration sera  donnée  plus  tard  par  Tillustre  géomètre.  Nous 
nous  contenterons  de  donner  ici  les  formules  du  nombre  des 
solutions  des  divers  problèmes.  Dans  le  tableau  suivant,  P  in- 
dique le  nombre  de  points  par  lesquels  doit  passer  la  conique 
cherchée,  D  le  nombre  de  droites  qu'elle  doit  toucher,  G  le 
nombre  des  courbes  quelle  doit  toucher,  S  le  nombre  des  solu- 
tions, en  supposant  que  S|,  S,,  Ss,  etc.,  désignent  les  sommes 
des  produits  pris  iài,2à2,  3à3...  des  nombres  qui  indiquent 
le  degré  des  courbes  C  ;  enfin  S'  donne  le  nombre  des  solutions 
dans  le  cas  où  les  courbes  de  la  colonne  C  sont  des  coniques. 


p 

D 

c 

S 

S' 

I 

4 

0 

S.{SaH-l) 

6 

II. .  .. 

3 

I 

aS,(S,-+-i) 

13 

m 

a 

2 

4s; 

i6 

IV 

1 

3 

aS,(2S,-i) 

12 

V 

0 

4 

S,(aS.-i) 

6 

VI 

3 

0 

2 

S,(S,4-S,-»'i) 

36 

vu... 

2 

I 

2 

aS.(S.-i-S,-i) 

56 

VIIl.  .. 

1 

2 

2 

2S,(2S,-l) 

56 

IX..  .. 

O 

3 

2 

s,(4s.-2S,-hi) 

36 

X 

a 

0 

3 

S,(S,-hS,-f-S.— 3) 

i84 

XI 

I 

1 

3 

aS.(S,-hS,-SJ 

234 

XII.... 

0 

2 

3 

S,(4S,-2S,-4-3) 

184 

XIII... 

1 

0 

4 

S4(S,-+-S,-+-S,  — 3S,-l-3) 

816 

XIV... 

o 

I 

4 

Sj2S4-+-aS,  —  aS,-h3) 

816 

XV.... 

o 

0 

5 

S5(S,-+.S,4.S,-3S.H-3S.) 

3264 

Ainsi  le  nombre  total  des  coniques  tangentes  à  cinq  œoiques 
données  est  de  3a64*  Un  géomètre  allemand  avait  trouvé  7776. 

Les  formules  Y,  IX,  XII  et  XIY  sont  des  cas  particuliers  de 
la  formule  XV,  en  supposant  que  certaines  courbes  se  réduisent 
à  des  droites,  ce  qui  rend  leur  degré  égal  à  Punité.  De  même  IV, 
VIII  et  XI  sont  des  cas  particuliers  de  XIII  ;  II  est  un  cas  par- 
ticulier de  VI,  etc.  P. 
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RBCHBRGIIE  DBS  POINTS  MULTIPLES  A  LWIM 
BAmS  LES  GOIIBBES  ALGÉBRIODES 


(Tolr  page  iw)  ; 
Par  m.  pain  vin. 


§  II.  —  Points  doubles  à  t infini. 

VI.  Je  rappelle  d'abord  la  classification  des  points 
doubles.  Eji  un  point  double,  il  y  a  deux  tangentes;  trois 
cas  peuvent  se  présenter  : 


I*  Les  deux  tangentes 
s^nt  réelles. 

2*  Les  deux  tangentes 
sont  imaginaires. 


Point  double  ordinaire. 


Point  double  isolé. 

I.     Point  de  rebrous- 
sement  : 


3*  Les  deux  tangentes 
se  confondent. 


i"*  espèce     <C^ 


7r  espèce 


II.    Point,  de  rebroussement  isolé» 


III.  Contact  de  deux  branches  de  la  courbe. 


J'ajouterai  cette  remarque,  que  dans  le  rebroussement 
de  deuxième  espèce  et  dans  le  contact  de  deux  branches, 
la  tangente  a  un  contact  d'ordre  plus  élevé  que  dans  le 
rebroussement  de  première  espèce. 

VU.  Considérons  toujours  la  direction  asymptotique 
y  —  ax  =  o  et  le  point  â  l'infini  correspondant 


I 


Z  2=  o. 


y  —  axzzzo. 
Amm.  de  Maihémat.,  2*  série,  t.  UI.(Mai  1864.) 


l3 
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Supposons  qu'on  ail  [équation  (5)J 

(p'„      (l,«}z=:0, 

(p«_,{i  ^a)~o, 

c^est-à-dire  que  rëquation  de  la  courbe  se  présente  sous 
la  forme 

la  valeur  (6)  de  X  est  alors  indéterminée. 
Une  droite  que/conque  passant  par  le  point  I 

X  —  a.r  =:ji  ')iZ 

y  rencontre  la  courbe  en  deux  points  coïncidents,  car  le 
premier  membre  de  l'équation  (9)  est  alors  divisible 
par  z*  quel  que  soit  X;  le  point  I  est  donc  un  point 
double. 

Les  deux  tangentes  proprement  dites  en  ce  point  double 
s'obtiendront  en  déterminant  X  de  manière  que  le 
premier  membre  de  Téquation  soit  divisible  par  z'. 
D'après  Téquation  (5),  nons  aurons  pour  déterminer  X 
Téqualion 

On  a  ainsi  deux  valeurs  pour  X  ;  les  deux  tangentes  eu 
un  point  double  à  l'infini  sont  donc  deux  asymptotes 
parallèles;  c'est  visible  à  priori. 

Vni.  Discussion  de  Téquation  (10). 

i^  Les  deux  racines  de  l'équation  (10)  sont  réelles  et 
inégales  :  ou  a  un  point  double  à  l'infini  dont  les  deux 
tangentes  sont  deux  asymptotes  parallèles  à  la  droite 
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a^  Les  deux  racines  sont  imaginaires  :  on  a  un  point 
double  isolé  à  Finfini. 

3^  Les  deux  racines  sont  égales  :  on  a  à  Tinâni  un 
point  de  rebroussement  proprement  dit  ou  un  point  de 
rebroussement  isolé,  suivant  que  les- branches  de  courbe 
correspondant  à  cette  direction  asymptotiquc  sont  réelles 
ou  imaginaires.  « 

4^  Une  des  racines  est  infinie  :  une  des  tangentes  au 
point  double  est  alors  la  droite  à  Finfini  parallèle  à  la 
direction  asymptotique.  L'équation  de  la  courbe  est  de  la 
forme 

5^  Les  deux  racines  sont  infinies  :  les  deux  tangentes 
au  point  double  se  confondent  avec  la  droite  à  Tinfini  ]  on 
a  un  rebroussement  à  l'infini,  et  la  tangente  de  rebrous- 
sement est  la  droite  à  Tinfini  parallèle  à  la  direction 
asymptotique.  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

6°  Lorsque  le  coefficient  angulaire  /z  a  la  valeur  parti- 
culière ^ —  I,  l'équation  de  la  courbe,  si  l'on  suppose 
ses  coefficients  réels,  se  présentera  alors  sous  la  forme 
[d'après  l'équation  (9)] 

Les  deux  points  circulaires  à  l'infini  sont  deux  points 
doubles  de  la  courbe.  Ces  points  sont,  ^1  est  vrai,  imagi- 
naires, et  ne  s^offriront  pas  dans  la  représentation  réelle 
de  la  courbe.  Mais^  comme  je  l'ai  fait  remarquer  au  com- 
mencement, ils  ont  sur  la  classe  de  la  courbe  la  même 
influence  que  les  points  doubles  réels.  Et  on  doit  effectuer 
la  recherche  des  points  multiples  imaginaires  aussi  bien 

que  dos  points  réels,  si  l'on  veut  connaître  toutes  las 

]3. 
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causes  de  la  diminution  de  la  classe  dans  une  courbe 
donnée. 

Remarque,  —  Les  tangentes  proprement  dites  aux 
points  doubles  peuvent,  comme  dans  le  cas  des  points 
simples,  avoir  avec  la  courbe  un  contact  d^un  ordre  plus 
élevé  que  le  premier. 

§111.  —  Points  multiples  à  V infini, 

IX.  Soit  une  direction  asymptotique  [y  —  oj:  =  o)  ; 
Téquation  d'une  droite  quelconque,  passant  par  le  point 
à  Tinfini  I  correspondant,  sera 

y  —  flx  =  \z. 

Si,  après  avoir  remplacé  y  par  la  valeur  que  fournit 
cette  équation,  le  premier  membre  de  Féquation  de  la 
courbe  est  divisible  par  2'',  quel  que  soitX,  le  point  Isera 
un  point  multiple  d^ordrep;  car  une  droite  quelconque 
y  rencontre  la  courbe  eu  p  points  confondus  avec  le 
point  I. 

Pour  obtenir  les  tangentes  proprement  dites  en  ce 
point,  il  suffira  de  déterminer  X  de  manière  que  le 
premier  membre  de  l'équation  soit  divisible  par  z^^  \  on 
obtiendra  ainsi  p  asymptotes  parallèles  à  la  direction 
asymptotique  considérée. 

Les  valeurs  de  X  seront  données  par  Téquation  obtenue 
en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  zf*  [équation  (5)]. 

La  discussion  présentera  des  variétés  du  même  genre 
que  celles  que  nous  avons  rencontrées  dans  les  points 
doubles  ',  il  n'y  a  là  aucune  difficulté  théorique;. 

X.  Je  terminerai  cette  Note  par  Texamen  desdivei^ses 
particularités  qui  peuvent  se  présenter  lorsque  plusieurs 
directions  asymptotiques  viennent  à  coïncider. 


(  «97  ) 
Soit,  par  exemple, 

cherchons  les  singularités  qu^on  pourra  rencontrer  au 
point  à  Tinfini 

li    '='" 

{  y  —  ax=:o, 
i*'  Cas.  —  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

(ï)     (X  "  ^^y  ««-^  -^  ^?«->  -+-  «*T«-»-H  «*<p»i-3  -h . .  .  =  o, 

9s_i  n^admettant  pas  le  factciir  (jr  —  ax). 

Le  point  I  est  alors  un  point  simple^  l'asymptote  est  la 
droite  à  Tinâni,  laquelle  a  avec  la  courhe  un  contact 
du  {p  —  i)'*""  ordre-,  ce  cas  a  été  discuté  n**  5,  remar- 
que n. 

a*  Cas.  —  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

I^  point  I  est  alors  un  point  multiple  d'ordre  p  ;  car  une 
droite  quelconque  passant  par  le  point  I  y  rencontre  la 
courbe  en  ;;  points  coïncidents. 

3*  Cas.  ^*  Le  degré  d'un  des  termes  précédant  z^  est, 
par  rapport  a  2  et  (/  —  ax)  à  la  fois,  inférieur  à  p  \  ainsi 
l'équation  serait  de  la  forme 

n\t\  M*^  ""  "^y^^-P'^'  •  •  -+-  «*(r  —  «^)'^*""'a«-;H^-  -+-. . . 

le  degré  des  termes  qui  précèdent  z^  étant,  par  rapport  à 
zet(j'  —  ax)àla  fois,  au  moins  égal  à  p. 
Dans  ce  cas,  le  point  («  =  o,  y  — ax  =  o)  est  un 
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point  multiple d*ordre  (/?  —  <),  car  une  droite  quelconque 
passant  par  ce  point  y  rencontre  la  courbe  eu  (p  —  i) 
-points  coïncidents  seulement,  quel  que  soit  X. 

En  outre,  la  droite  à  Tintini  touche  la  courbe  au 
point  I;  car,  en  cherchant  l'intersection  de  la  courbe 
avec  la  droite  à  Tinfini  z  =  o^  on  trouve 

donc  cette  droite  rencontre  la  courbe  en  p  points  con- 
fondus avec  le  point  I:  or,  sur  les  [p  —  i)  points  qui  ca- 
ractérisent le  point  multiple,  il  y  en  a  un  appartenant  à 
la  branche  que  touche  la  droite  r  =  o,  et,  comme  cette 
droite  a,  en  outre,  p  —  (p  —  i)=^i  points  communs,  j^en 
conclus  qu^elle  a  avec  la  branche  a  laquelle  elle  est  tan^ 
gente  proprement  dite  (/+ 1)  points  communs;  donc  la 
droite  à  V infini  a  auec  la  courbe  un  contact  de  l'ordre  i, 

4^  Ca.s.  —  L'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

(IV)     {x  -  a,vyii„,p-hzf^„^p  -h  2/'-*-'<j»„_^,i-h. .  .  =  o, 

c'est-a-dire  Téquation  ne  contient  aucune  des  puissances 
de  z  inféneurcs  à  p. 

Le  point  I  est  encore  un  point  multiple  d'ordre  p  ^  les 
p  tangentes  en  ce  point  seront  données  par  Téquation 

Cette  équation  a  une  seule  racine  réelle  si  p  est  impair, 
et  elle  n'a  que  deux  racines  réelles  ou  aucune  racine  réelle 
si  p  est  pair;  donc,  par  le  point  \[z  =  o^j  —  ax  =  o), 
il  peut  ne  passer  aucune  branche  réelle  de  la  courbe,  ou  il 
peut  n'en  passer  qu'une  seule,  ou  il  peut  en. passer  deux 
l'celles  au  plus. 

Ce  qu'il  faut  ici  remarquer,  c'est  que  les  asymptotes, 
correspondant  aux  autres  points  à   linGni,  coïncidcni 
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avec  les  directions  asyniptotîques  et  ont  avec  la  courbe  un 
contact  an  (p  —  i)***"*  ordre. 
Soit,  en  effet, 

cbi'ixhons  Tintersection  avec  la  courbe  de  la  droite 

passant  par  le  point  à  Tinfini  (z  =o,  j^  —  aiX  =  o)» 
On  a,  d'après  l'équation  (IV)  . 

[(ai  —  a)x-h'kzY.'kz  j 

On  voit  que  pour  obtenir  la  tangente  au  point 

I,(s  =  o,   r  — a|a:  =  o), 

il  faudra  faire  A  =  o,  pourvu  toutefois  que  cp„(jt:,  7)  ou 
u^^  ne  contienne  pas  [y  —  aix)  à  une  puissance  égale 
à  p  ;  le  premier  membre  de  l'équation  est  alors  divisible 
par  zf  :  c'est  dire  que  la  droite^  —  aiX=  o  a  avec  la 
courbe  un^contact  du  {p  —  i)**""  ordre. 

(  La  suite  prochainement.  ) 


THÉORiiHKS  SUR  L'INTERSECTION  D'UNE  SPHÈRE 
ET  D'UNE  SlIRPAGE  DO  SECOND  DEGRÉ; 

Pau  m.   g.  DARBOUX. 


\,  Si  l'on  coupe  une  surface  quelconque  du  second 
degré  par  une  sphère,  la  ligne  d'intersection  jouit  des 
propriétés  focales  suivantes. 
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On  peul  trouver  trois  points  sur  la  sphère  tels,  que  si 
r,  r',  r"  désignent  les  distances  d^un  point  quelconque  de 
la  courbe  i  ces  trois  points,  on  ait 

ar-^-  û'r'-hû''r"  =  o, 
<7,  a\  a"  étant  des  constantes. 

2.  Ces  points,  que  nous  pouvons  appeler  des  foyers  de 
la  courbe,  se  déterminent  de  la  manière  suivante  : 

On  mène  les  quatre  plans  tangents  communs  à  la 
sphère  et  à  un  des  quatre  c6nes  du  second  degré  passant 
par  la  courbe  d'intersection  :  on  a  quatre  points  de  con- 
tact situés  sur  un  petit  cercle  de  la  sphère.  Trois  quel- 
conques de  ces  quatre  points  sont  les  points  cherchés. 

3.  Puisque  quatre  cônes  passent  par  la  ligne  d'inter- 
section, on  trouvera  quatre  groupes  de  foyers  situés  sur 
quatre  petits  cercles.  Les  plans  de  ces  quatre  petits  cercles 
formeront  un  tétraèdre  conjugué  ;  par  suite  les  cercles  se 
couperont  deux  à  deux  à  angle  droit. 

Les  seize  foyers  ne  peuvent  être  tous  réels  ;  en  effet,  il  y 
a  toujours  un  des  quatre  cercles  qui  est  imaginaire. 

4.  La  projection  stéréographique  de  la  courbe  d'inter- 
section donne  les  ovales  de  Descartes.  Il  suffit  de  placer 
le  point  de  vue  en  un  quelconque  des  seize  foyers.  11  suit 
de  là  que  les  ovales  de  Descartes  ont  seize  foyers  disposés 
quatre  à  quatre  sur  trois  cercles  orthogonaux  et  sur  une 
droite  qui  contient  leurs  centres,  l'axe  des  ovales  (*). 

5.  Les  résultats  précédents  ont  lieu  quand  on  coupe  par 
des  sphères  ou  par  des  plans  les  surfaces  réciproques  des  sur- 


(*)  Cette  droite  est  la  perspective  du  cercle  qui  passe  par  le  point  de 
vue  :  elle  contient  les  trois  points  qu'on  nomme  plus  particulièrement 
fojers  de  la  courbe. 

Si  Ton  transforme  les  ovales  de  Deacartcs  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, CD  prenant  le  pôle  en  un  quelconque  des  seize  foyers  réels  ou 
imaginaires,  on  a  encore  des  ovales  de  Descartes. 
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faces  du  second  ordre,  en  particulier  le  tore  et  la  cyclide. 

6.  Extension  da  théorème  de  M.  Dandelin.  Coupons 
une  surface  de  révolution  du  second  degré  par  une  sphère. 
Menons  une  seconde  sphère  tangente  à  la  première  et  . 
tangente  en  même  temps  à  la  surface  de  révolution  en 
tous  les  points  d^un  parallèle.  0  y  a  quatre  sphères  sa- 
tisfaisant à  ces  conditions.  Les  quatre  points,  de  contact 
situés  sur  la  sphère  sécante  appartiennent  à  un  grand 
cercle.  Prenons  arbitrairement  deux  de, ces  points:  on 
aura  pour  tout  point  de  la  courbe  d'intersection 

r,  r  désignant  les  distances  du  point  de  la  courbe  aux 
deux  points  choisis.  On  a  ainsi  sur  la  sphère  Tanalogue 
des  ovales  de  Descartes.  Au  reste,  la  projection  stéréogra- 
phique  de  la  courbe  sphérique  donne  les  ovales  dans  le 
plan(*). 

7.  Les  ovales  de  Descartes  ont  une  infinité  de  foyers 

situés  sur  une  courbe  plane  du  troisième  degré  dont  le 

plan  passe  par  l'axe  et  est  perpendiculaire  au  plan  des 

ovales.  On  a,  entre  les  distances  d*un  point  des  ovales  à 

deux  points  quelconques  de  cette  courbe,  une  relation  de 

la  forme 

ft  /•  -H  p'  r'  ==  const . 

L'équation  de  la  courbe  du  troisième  degré  est 

x^c-^x)  I .r(i  —  /2')  I 

8.  La  surface  engendrée  par  la  révolution  des  ovales 

(*)  Si  la  sphère  se  réduit  à  un  plan,  on  a  A  =  r,  et  r  +  r'=  a.  C*C8t  le 
théorème  de  Dandelin  étendu  à  une  surface  de  révolution  (vo/r  Sauze, 
tfoweiUs  Annales,  t.  XVll,  p.  33).  Pour  une  autre  extension  de  ce  théo- 
féme,  voir  Cdasles,  Annales  de  Gcrgonnc,  t.  XIX,  p.  167. 


y'= 
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de  Descartes  autour  de  leur  axe  n^admet  pour  sections 
planes  que  des  cercles  et  des  ovales  de  Descartes. 

9.  Nous  avons  vu  que  la  courbe  d'intersection  d^une 
surface  du  second  degré  et  d'une  sphère  a  seize  foyers.  Si 
par  les  quatre  cercles  orthogonaux  qui  contiennent  ces 
seize  foyers  nous  faisons  passer  quatre  sphères  orthogo- 
nales à  la  proposée  et  qui,  par  suite,  seront  orthogonales 
entre  elles^  sur  chacune  de  ces  sphères,  il  y  aura  une 
courbe  qu'on  pourra  appeler  focale;  car  trois  points  de 
cette  courbe  choisis  arbitrairement  seront  trois  foyers, 
c'est-à-dire  qu'il  y  aura  une  relation  linéaire  et  homogène 
entre  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à 
ces  trois  points.  Cette  courbe  focale  sera  du  quatrième 
degré,  mais  elle  ne  sera  coupée  qu'en  quatre  points  par 
un  petit  cercle. 

iO.  Menons  une  sphère  quelconque  qui  coupe  la  sphère 
donnée  suivant  un  petit  cercle  doublement  langent  à  la 
courbe  d'intersection.  La  longueur  de  la  tangente  à  cette 
sphère  menée  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  s'ex- 
primera par  une  équation  de  la  forme 

r,  r'  étant  les  distances  du  point  à  deux  foyers  situés  sur 
la  même  courbe  focale. 


THÉORÈME  DE  DESARGUES  (''); 

Pae  m.  poudra. 


SoitHGS  Y5  une  conique  quelconque,  et  dans  son  plan 
une  droite  AV.  Soit  F  le  pôle  de  cette  droite  relative- 

(*)  Voir  les  Œuvres,  p,  ^iS,  fi(;.   19,  et  les  Nouvelles  Annales^  t.  XX, 
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ment  à  cette  conique.  La  polaire  d'un  point  quelconque  A 
de  cette  droite  A V  sera  la  droi  te  HFD  passant  par  le  point  F 
et  par  les  deux  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  A  à  la  conique  ;  cette  polaire  rencontrera  la  droite  A  V 


en  un  point D  qui  sera  dit  conjugué  réciproque  du  point  A , 
parce  qae  la  polaire  FA  de  ce  point  D  passe  par  le  point  A  et 
réciproquement.  A  un  autre  point  B  de  la  droite  A  V  corres- 
pondrait de  même  un  point  conjugué  V,  et  ainsi.de  suite. 
On  peut  donc  concevoir  sur  la  droite  AV  une  série  de 
couples  de  points  conjugués,  tels  que  A ,  D;  B, Y; . . . ,  relati- 
vement à  la  conique  donnée.  Ces  points  formeront  une  in- 
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volution.  Si  Ton  prenait  un  point  à  Tinfini  sur  la  droite 

AVy  sou  conjugué  serait  déterminé  par  le  diamètre  578T, 

qui  est  la  polaire  de  ce  point,  et  Ton  sait  que  le  point  T 

ainsi  déterminé  est  le  centre  de  cette  involution. 

Considérons  maintenant  sur  la  droite  AF  une  série  de 

couples  de  points  en  involution  et  ainsi  formée.  Sur  la 

droite  AF  prenons  d'abord  deux  points  X  et  Q  conjugués 

harmoniques  des  points  A  et  F,  c'est-à-dire  tels  qu'où 

ait 

QF  _  XF 

QA  ""  XA' 

On  sait  que  chaque  segment  d'une  involution  est  divisé 
harmoniquement  par  les  deux  points  moyens.  Or,  comme 
les  points  X  et  Q  divisent  harmoniqueuient  le  segment 
AF,  nous  pouvons  considérer  ces  deux  poinis  X  et  Q 
comme  les  deux  points  moyens  de  l'involulion*,  de  sorte 
que  le  point P,  milieu  du  segment  XQ,  sera  le  centre  de 
celte  involution,  et  l'on  aura 

pq'=:Px'  =  pa.pf. 

Donc  si  sur  QX  comme  diamètre  on  décrit  une  cir- 
conférence, chaque  point  de  la  droite  AF,  tel  que  Z, 
aura  pour  point  conjugué  de  Finvolution  un  point  tel 
que  R,  situé  sur  la  polaire  du  point  Z  relativement  à 
cette  circonférence,  de  sorte  que  ces  points,  Z  et  B, 
seront  bien  conjugués  harmoniques  des  points  X,  Q  et 
formeront  sur  APune  involution  dont  le  centre  sera  le 
point  P. 

Voici  maintenant  l'énoncé  du  théorème  de  Desargues  : 
Si  par  une  des  extrémités  Z  d'uii  segment  ZR  de  l'in- 
volulion située  sur  AF,  on  mène  à  la  conique  la  tan- 
gente ZG  et  qu'on  joigne  le  point  de  tangence  G  avec 
l'autre  extrémité  R  du  segment,  les  deux  droites  GZ, 
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GR  rencontreront  la  droite  AV  respectivement  en  deux 
points  B  et  E*  Si  Ton  prend,  dans  cette  involution,  nn 
autre  segment,  on  obtiendra  par  la  même  construction 
deux  autres  points  analogues,  et  ainsi  de  suite;  on 
voit  donc  qu^à  cbaque  segment  sur  AF  correspondra  un 
segment  sur  AV:  ainsi,  lorsque  le  point  Z  sera  en  A,  le 
point  F  étant  le  conjugué  du  point  A,  il  en  résultera  que 
AD  sera,  sur  AT,  le  segment  correspondant  à  AF.  Il 
s'agit  de  démontrer  que  les  segments  tels  que  BE,  AD,. .. , 
ainsi  déterminés,  forment  sur  AV  une  seconde  involu- 
lion  dont  le  centre  G  sera  déterminé  par  la  droite  yP  qui 
joint  le  centre  de  la  courbe  au  point  P,  milieu  du  seg- 
ment XQ,  et  centre  de  Vinvolution  située  sur  AF,  comme 
on  Fa  vu  plus  haut. 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  d'une  extré- 
mité Z  d'un  des  segments  on  peut  mener  à  la  conique 
deux  tangentes,  et  que  par  suite  à  un  segment  ZR  il  cor- 
respondra deux  segments  sur  AV.  On  voit  de  même  qu'à 
nn  segment  tel  que  BE  sur  la  droite  AV  correspondront 
deux  segments  sur  AF. 

On  remarquera  encore  que  les  deux  involutions  si- 
tuées sur  AV  auront  en  commun  le  segment  AD  qui  ne 
correspondra  sur  AF  qu'au  seul  segment  AF. 

La  démonstration  du  théorème  de  Desargues  repose  sur 
quatre  propositions  préliminaires. 

Première  proposition»  —  Sur  la  droite  AV  considérons 
les  deux  segments  AD,  BV  comme  faisant  partie  de  la 
première  involution.  Joignons  le  centre  7  de  la  conique 
aux  points  B  et  D  et  le  point  F  aux  points  V  et  A;  la 
droite  7B  rencontré  AF  au  point  L,  et  la  droite  7D  ren- 
contre VF  au  point  M.  Démontrer  que  la  droite  LM  est 
toujours  parallèle  à  la  droite  AV,  quels  que  soient  les  deux 
segments  AD,  BV  de  Finvolution. 
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Démonsirati'on.   —   Le  triangle  VFT,  coupé  par  la 
transversale  7MD,  donne 

TD       DT     MV 
7?"  "~  DV  '  MF* 

De  même,  AFT,  coupé  par  la  transversale  7LB,  donne 

7T  _  BT  LA 
7F  ~  BA  LF' 

Donc  on  a 

DT  MV  _  BT  LA 
DV  *  MF  ""BA  LF* 

Mais  puisque  le  point  T  est  le  centre  de  Tinvolutiou  des 
segments  BV,  AD,  on  a 

TA.TD  =  TB.TV, 
et  comme 

TA  =  TB-i-BA     et     TV  =  TD -^  DV, 

on  aura 

(TB  H~  BA)  TD  —  TB  (TD  -4-  DV) 


ou 


ou 


BA.TD=:TB.DV 


DT       BT 

DV       BA' 

on  aura  donc 

MV       LA 

• 

MF        LF' 

-» *^    J* ¥ 

%M    ^-. 11  11- 

c^est-a-dire  que  LM  est  parallèle  a  AV,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Deuxième  proposition,  —  Par  le  pôle  F  menons  la 
droîie  FNKI  renconlrant  en  N  la  droite  GE,  en  K  la 
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droite  7LB,  en  I  la  droite  GZB.  Par  le  poiul  I  traçons  la 
droite  13  parallèle  a  7LB  et  rencontrant  en  3  la  droite 
GFV.  Démontrer  qu'on  a 

EV.FK~FI.FN. 

Démonstration.  —  D'abord,  à  cause  des  parallèles  AV, 
FN,  on  a 

GV  _EV 
GF  "^FN* 

De  même,  à  cause  de  13  parallèle  à  SKB,  on  a 

F3  _  FI 
FS  —  FK' 

Sur  la  droite  GSPYMV  les  couples  de  points  F,  V;  G,  Y 
forment  une  involutîon  dont  le  centre  est  le  point  S  où 
la  droite  7B  rencontre  la  polaire  GV  du  poin(  B^  il  en 
résulte 

GF       GV 


YF 

-  Yv' 

d'où 

GF  -h  YF   GV  -h  YV 

YF    "       YV 

ou 

SG     YV-f-SY  ^   SY 
^'YF   ^   YV     ^YV 

donc 


Mais 


SG  _  SV  YF  _  SG 

YF""YV     ^"     YV~^SV' 


*rT"'       ___  _.,        ,,   -      SG        SF 
SG^SF.SV,    d'où    ^=^; 


donc 


Mais 


TF_SF 
YV  "~  SG 


GF       GV  YF  _  Gf 

YF  ~  YV     ^"     YV  ~  GV 
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donc 

SF_GF  Gy_SG_GS 

SG  ■"  GV'     ^"     GF  ■"  SF  ^  SF' 

Desargues   donne    immédiatement   ce    dernier    résnllat 
comme  une  des  propriétés  de  IMnvolution. 
A  cause  de  FI  parallèle  â  VA,  on  a 

GB       GV 
GI  ~"  GF' 

et,  à  cause  de  SB  parallèle  à  13, 

GB  _  GS  _  GV  , 
GÏ  "~G3~"GF' 

donc 

GS_GS 

SF  "GS' 

d'où  résulte  que 

G  3  =  SF     et,  par  suite,     GS  =  F  3. 
Ainsi  on  a 

EV  _  GV  _  SG  _  F3  __  FI 
FN  ""  GF  ■"  SF  ""  FS  ""  FK' 

d'où 

EV.FK=rFN.FI, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Troisième  proposition.  —  Les  trois  points  P,  M,  E 
sont  en  ligne  droite. 

Démonstration,  —  Comme  conséqpicnce  de  Finvolu- 
tion  qui  existe  sur  AF  on  a 

PA  _AZ     AR 
PF  "~  FZ  '  FR  ' 

mais  les  deux  triangles  semblables  ARE,  FRN  donnent 

AR_  AE 
FR  ■"  FN' 
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les  triangles  ÂZB,  FZI  donnent  pareillement 

AZ_AB 
FZ  "^  Fl' 

Donc  on  a 

PA  _AZ    AR  _  AE    AB 

pF  "■  FR  '  FR  ""  FN  '  Fï  ' 
mais  par  la  deuxième  proposition 

FN.FI  =  EV.FK, 

donc 

PA  _  AE.AB^ 

PF  *^  EV.FK' 

mais  à  cause  des  triangles  semblables  AL69  FI^K  et  AFV| 

FLMon  a 

AB       LA_MV 

fk^lf^mf' 

donc 

PA  _  AE      MV 
PF  "~"  EV  '  MF  ' 

c'est  la  propriété  du  triangle  AFV  coupé  par  la  trans- 
versale EMP  aux  points  E,  P,  M,  qui  sont  ainsi  en  ligne 
droite. 

Quatrième  proposition.  —  Démontrer  qu^on  a 

CA.CD  =  CB.CE  =  ... , 

et  qu'ainsi  ces  segments  forment  sur  AY  une  involution 
dont  le  point  C  est  le  centre. 

Démonstration,  —  De  ce  que  ML  est  parallèle  à  AV, 
les  trois  droites  7MD,  7OC,  7LB  donnent 


OL  _CB 
ÔM""CD 


* 


et  les  trois  droites  PME,  POC,  PLA,  dont  le  sommet  P 

Antt,  de  Uathémat.,  a«  série,  t.  HI.  (Mai  1864  ).  l4 
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est  sur  la  même  droite  j  PC^  donneut  aussi 


donc 


PL       CA 
OM""CÊ' 


CV.  _  CA 
CD""  ce' 


d*où 


CA.CD  =  CB  CE  =  . 


Telle  est  donc  la  démonstration  de  ce  théorème  impor- 
tant de  Desargaes,  théorème  qui,  je  crois,  a  échappé  jus* 
qu'ici  aux  géomètres.  En  voici  maintenant  les  consé- 
quences. 

La  réciproque  de  cette  proposition  serait  celle-ci  : 
Étant  donnée  une  conique  HG8T5  et  une  droite  AV 
dans  son  plan,  on  détermine  d^abord  sur  cette  droite  les 
couples  de  points  A,  D*,  B,  V;...,  conjugués  relativement 
à  la  conique  et  formant  sur  AV  une  involution  dont  le 
centre  est  le  point  T.  Étant  donnée  ensuite  sur  cette  même 
droite  AV  une  autre  involution  quelconque  dont  le  centre 
serait  un  point  tel  cpie  C,  on  demande  de  trouver  :  i^  le 
segment  commuixa  ces  deux  in  volu lions  ;  a^  les  couples  de 
points,  sur  AF  polaire  d'une  des  extrémités  de  ce  segment 
commun,  formant  sur  cette  droite  une  involution;  3°  de 
déterminer  le  centre  P  de  cette  involution  et  les  deux 
points  moyens  X  et  Q  qui,  dans  l'exemple,  sont  réels, 
mais  qui  peuvent  être  imaginaires. 

Pour  déterminer  le  segment  commun  AD  aux  deux 
involutions,  il  suffit  de  remarquer  que  toutes  les  demi- 
circonférences  décrites  surles  segments  d'une  même  involu- 
tion, comme  diamètres,  passent  par  un  même  point.  Ainsi 
les  demi-circonférences  décrites  sur  AD,  BV,...  comme 
diamètres  passent  par  le  même  point  y.  De  même,  celles 
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qu'on  décrit  sur  AD,  BE,...,  de  la  seconde  involution 
passent  par  le  même  point  o).  Donc  la  demi-circonfé- 
rence qui  passera  par  les  deux  points  y  et  (ù  déterminera 
le  segment  commun  AD. 

AP^  sera  la  polaire  de  l'extrémité  D  de  ce  segment 
et  DF  celle  de  l'autre  extrémité  A^ 

Pour  avoir  sur  AF  les  couples  de  points  tels  que  Z,  R 
qui  forment  sur  cette  droite  une  involution,  on  voit  qu'il 
suffit,  par  une  des  extrémités  B  d'un  des  segments  de  la 
seconde  involution,  de  mener  à  la  conique  une  tangente 
BG  qui  rencontrera  la  polaire  AF  au  point  Z,  puis  de 
joindre  le  point  de  tangence  G  à  l'autre  extrémité  E  du 
segment,  et  cette  droite  GE  rencontrera  KF  au  point  R 
conjugué  de  Z.  Et  ainsi  pour  les  autres. 

Enjoignant  le  centre  7  de  la  courbe  au  point  C  centre 
de  la  seconde  involntion,  cette  droite  yC  rencontrera 
AF  au  point  P  centre  de  l'involution  sur  AF. 

Les  deux  points  moyens  X  et  Q  se  détermineront  par 
la  propriété 

px'  =  pq'=pf.pa=pr.pz=:  .... 

Ici  se  trouve  une  observation  importante  :  c'est  que  si 
le  point  P  se  trouve  du  même  côté  de  chaque  segment 
RZ,  AF,...,  les  deux  points  moyens  de  l'involution  sont, 
comme  on  le  sait,  tous  les  deux  réels;  mais  si,  au  con«- 
traire,  il  était  engagé  entre  les  extrémités  dun  des  seg- 
ments, auquel  cas  il  le  serait  pour  tous^  alors,  dans  ce 
cas,  les  deux  points  moyens  seraient  imaginaires  ;  c'est 
ce  qui  arrive  en  effet  pour  le  point  d'intersection  de  la 
droite  7C  avec  DF  qui  se  trouve  entre  les  extrémités  du 
segment  DF.  Ainsi,  il  y  aurait  aussi  sur  DF,  comme  sur 
AF,  une  involution,  mais  sur  DF  les  deux  points  doubles 
sont  imaginaires^  et  il  est  facile  de  voir  que,  quelle  que  soit 

.4. 
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la  position  du  point  C^  il  y  aura  toujours  une  des  deux, 
et  une  seulement,  pour  laquelle  les  deux  points  doubles 
seront  réels. 

Une  autre  observation  à  faire,  c^est  que  la  droite  ÂV 
peut  avoir,  par  rapport  à  la  conique,  trois  positions  dis- 
tinctes :  i^  être  extérieure  a  la  courbe,  comme  dans  la 
figure^  a^  couper  la  courbe,  et  3^  lui  être  tangente.  Nous 
venons  de  voir  que,  lorsque  celte  droite  est  extérieure,  il 
y  a  deux  points  X  et  Q  réels,  et  deux  points  imaginaires. 
Si  la  droite  AV  coupait  la  courbe  et  devenait  dans  la 
figure  la  droite  VF,  auquel  cas  VF  deviendrait  VA,  le 
point  F  devenant  le  point  A  et  réciproquement,  alors  Tin- 
volution  sur  VA,  qui  est  donnée,  deviendrait  une  involu- 
tion  sur  VF,  de  manière  que  le  centre  C  d^involution 
deviendrait  un  point  de  celte  droite,  et  alors  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  centre  de  la  courbe  déterminerait  de 
même  sur  A  F  le  point  P  qui  serait  de  même  le  centre 
d'une  involution  dont  les  points  moyens  X  et  Q  seraient 
réels,  tandis  que  cetle  même  droite  rencontrerait  AV, 
dans  Tancien  point  C  compris  entre  les  extrémités  d'un 
segment,  et,  par  conséquent,  les  points  doubles  de  Finvo- 
lution  située  sul*  AV  seraient  imaginaires. 

Enfin,  si  la  droite  AV  était  tangente  à  la  courbe  au 
point  T,  alors  les  points  F,  8,  A  se  trouveraient  réunis 
en  T,  point  qui  serait  une  des  extrémités  commune  à 
tous  les  segments  de  la  première  involution  AD^  BV,...; 
par  conséquent,  le  segment  AD  commun  aux  deux  invo- 
lutions  aurait  ce  point  T  pour  une  de  ses  extrémités,  et 
alors  la  polaire  AF  de  son  autre  extrémité  D  serait  une 
droite  passant  aussi  par  ce  point  T,  et  le  point  T  serait 
le  point  double  Q  de  Tin  volution  déterminée  sur  cetle 
polaire  ;  le  centre  de  Tin  volution  serait  toujours  le  point  P 
déterminé  par  T  intersection  de  cette   polaire  et  de  la 
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droite  7  C  qui  joint  le  centre  7  de  la  courbe  avec  îe 
centre  C  de  la  seconde  îuvolution  située  sur  AV;  de 
sorte  que  le  second  point  double  X  serait  de  l'autre  côté 
de  P  relativement  à  Q  et  à  une  distance  PQ  =  PT. 

Applications, 

m 

Etant  donné  un  cône  ayant  pour  base  la  conique 
donnée-,  étant  donnée  la  direction  d'un  plan  sécant, 
on  demande  de  trouver,  sur  la  base  du  cône,  le  point 
qui  deviendra  le  centre  de  la  section;  les  droites  qui 
deviendront  des  diamètres  conjugués;  celles  qui  devien- 
dront les  aices;  les  droites  qui  deviendront  Les  tangentes 
et  les  normales  à  la  courbe  ;  enfin  les  points  qui  devien- 
dront les  foyers. 

Par  le  sommet  tù  de  ce  cône,  on  mène  un  plan  paral- 
lèle au  plan  sécant  :  il  coupera  le  plan  de  la  base  suivant 
une  droite  AY,  laquelle,  relativement  à  la  base  du  cône, 
peut  avoir  trois  positions  :  être  extérieure  à  la  courbe, 
la  couper  en  deux  points,  ou  être  tangente. 

Rabattons,  sur  le  plan  de  la  base,  le  plan  mené  par  le 
sommet  en  le  faisant  tourner  autour  de  AV  comme 
charnière;  le  sommet  du  cône  se  rabattra  en  un  point 
quelconque  îù  de  ce  plan. 

Sur  cette  droite  AV  on  commence  par  déterminer  la 
série  de  couples  de  points  A,  D  ;  B,  V; . . . ,  conjugués  re- 
lativement à  la  base.  En  décrivant  sur  chacun  des  seg- 
ments AD,  BV,,  • .,  comme  diamètres  des  demi-circon- 
férences, elles  se  couperont  toutes  en  un  point  7,  et  la 
perpendiculaire  yT  à  AV  déterminera  le  centre  T  de 
Tinvolution  formée  par  ces  segments. 

Du  point  ct),  qui  représente  le  sommet  du  cône,  on 
abaisse  sur  AV  la  perpendiculaire  «C  et  on  regarde  ce 
point  C  comme  le  centre  d'une  autre  involution  située 
sur  AV,  et  dont  les  points  conjugués  A,  D;  B,  E;. . ., 


(  »'4  ) 

soient  tels,  que  Ton  ait 


«C*  =.  CA.CD  =  CB.CE  = 


Puisque  la  longueur  Ce*)  est  connue,  on  pourra  donc 
avoir  autant  qu'où  voudra  de  couples  de  points  de  celte 
involution  5  toute  demi-circonférence  dont  le  centre  sera 
sur  la  droite  AV  et  qui  passera  par  le  point  a>  détermi- 
nera, par  ses  intersections  avec  la  droite  AV,  deux  de 
ces  points. 

Connaissant  les  deux  points  o)  et  7,  celle  de  ces  cir- 
conférences qui  passera  en  même  temps  par  ot>  et  y  don- 
nera les  deux  extrémités  A  et  D  du  segment  commun  aux 
deux  involutions. 

La  polaire  de  Textrémité  D  de  ce  segment  sera  la  droite 
AF,  celle  de  TautrQ  extrémité  A  sera  DF.  Ces  deux 
droites  se  coupent  en  F  qui  est  le  pôle  de  la  droite  AV 
relativement  à  la  conique.  Par  ce  point  F  passeront 
toutes  les  cordes  de  contact  des  deux  tangentes  menées  à 
la  conique^  d'un  même  point  quelconque  de  la  droite  AV, 
et  de  plus  chacune  de  ces  cordes  passant  par  F  et  pro- 
longée jusqu'à  la  droite  AV  sera  divisée  harmoniquement 
par  ses  deux  points  d'intersection  avec  la  conique. 

On  joint  le  centre  7  de  la  courbe  au  centre  C  de  la 
deuxième  involution  située  sur  AV  ;  cette  droite  rencon- 
trera la  droite  AF,  ou  DF,  en  un  point  P  tel,  que  les 
points  A  et  F  ou  D  et  F  soient  du  même  côté  du  point  P. 
Dans  la  figure,  c'est  sur  la  droite  AF  que  se  trouve  ce 
point. 

Sur  la  droite  AF  on  détermine  les  points  conjugues 
tels  que  Z,  R  d'une  involution  dont  le  point  P  est  le 
pôle.  Pour  cela,  par  une  des  extrémités  B  d'un  des  seg- 
ments BE  de  l'involution  située  sur  AV  et  dont  C  est  le 
centre,  on  mène  la  tangente  BG  rencontrant  AF  en  Z, 
puis  on  joint  le  point  de  tangence  G  avec  l'autre  cxtré* 


(  ai5  ) 

mité  E  de  ce  segment*,  la  droite  GE  rencontrera  A  F  au 
point  R  conjugné  de  Z,  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres 
segments  de  cette  involution. 

Connaissant  sur  ÂF  les  segments  qui  forment  une 
involution  dont  P  est  le  centre,  il  sera  facile  de  détermi- 
ner les  points  doubles  X  et  Q  de  cette  involution  ;  il  suffit 
de  prendre  X  et  Q  tels  que 

PX'  =  PQ'=  PR .  PZ  =  PF .  PA  = 

Toutes  ces  constructions  achevées,  observons  que  le  plan 
mené  par  le  sommet  étant  parallèle  au  plan  sécant, 
il  en  résulte  que  tonte  droite  joignant  le  sommet  co 
du  cône  avec  un  des  points  quelconques  de  la  trace  AV  de 
ce  plan  sera  parallèle  an  plan  sécant,  c'est^ànlire  ne  le 
rencontrera  qu'à  Tinfini,  et  qu'ainsi  la  droite  indéfinie  AV 
donnera  dans  le  plan  sécant  naissance  à  une  droi  te  a  Tinfin  i . 
Par  snite,  tout  faisceau  de  droites  du  plan  de  la  base  du 
c6ne,  qui  a  son  sonunet  en  un  point  tel  que  A  de  la 
droite  AV,  donnera  dans  le  plan  sécant  naissance  à  un 
faisceau  de  droites  parallèles  entre  elles  et  de  plus  paral- 
lèles à  la  droite  ot>A  qui  joint  le  sommet  du  cône  a  ce 
point  A.  De  même,  le  faisceau  de  droites  dont  D  serait  le 
sommet  donnera  naissance  à  un  faisceau  de  droites  pa- 
rallèles à  Gi>D,  et  l'angle  formé  par  les  directions  de  ces 
deuT  faisceaux  de  droites  parallèles  sera  égal  à  celui  des 
deux  droites  o>  A,  a>D  qui  joignent  le  sommet  du  cône  aux 
deux  sommets  A  et  D  des  faisceaux  primitifs.  Si  l'angle 
de  ces  deux  droites  est  droit,  l'angle  de  ces  deux  directions 
sera  donc  aussi  droit. 

D'après  cela,  il  est  évident  : 

i*'  Que  la  droite  qui  joint  le  sommet  o)  du  cône  avec 
le  point  F  percera  le  plan  sécant  au  centre  de  la  courbe; 

a°  Que  deux  droites  telles  que  BF,  VF,  qui  joignent  le 
point  P  k  deux  points  B  ut  V  conjugués  dans  l'involution 


(  a.6  )  . 

dont  T  est  le  centre,  donneront  deux  diamètres  conjugués 
dont  Tauglesera  égal  à  l'angle  Vci)B; 

3**  Que  les  deux  droites  FA,  FD,  qui  joignent  le  point  F 
aux  d(*ux  extrémités  A  et  D  du  segment  commun  aux 
deux  involutions,  donneront  les  axes  de  la  courbe; 

4^  Que  les  droites  telles  que  GB,  GE,  dont  Tune  est  la 
tangente  à  la  base  au  point  G  et  Fautre  est  la  droite  qui 
joint  le  point  G  au  point  E  conjugué  de  B  dans  Tinvo-  • 
lution  dont  le  centre  est  C,  donneront  naissance  à  deux 
droites  dont  la  première  sera  une  tangente  à  la  courbe 
de  section  au  point  correspondant  a  G;  de  plus,  que 
cette  tangente  sera  parallèle  à  la  droite  ci)B,  la  seconde 
sera  une  droite  parallèle  à  odE  :  or,  comme  les  deux 
points  B,  E  de  la  seconde  involution  sont  les  extrémités 
de  demi -circonférences  passant  par  a>,  il  s'ensuit  que  ces 
deux  droites  cûB,  odE  sont  toujours  rectangulaires;  il  en 
résulte  que  si  la  droite  GB  reste  une  tangente  à  la  courbe^ 
la  droite  correspondante  à  GE  sera  la  normale., 

5^  Enfin  les  droites  qui  joignent  le  sommet  (ù  du.  cône 
aux  points  X  et  Q  perceront  le  plan  en  des  points  qui 
seront  les  foyers  delà  section. 

En  eflet,  les  points  XetQ  divisent  harmoniquement  les 
segments  tels  que  AF,  ZR,  •  •  • .  Donc,  si  on  joint  le  point 
tel  que  H  de  la  courbe  aux  points  X,  Q,  F,  A,  ces  quatre 
droites  formeront  un  faisceau  harmonique  qui  donnera 
naissance  dans  la  section  à  un  autre  faisceau  harmonique-, 
les  droi  tes  HF,  H  A  auron  c  pour  correspondantes  des  droites 
qui  serpnt  parallèles  aux  droites  coD,  ot>  A  qui  sont  rectan- 
gulaires, donc  elles  seront  aussi  rectangulaires.  Mais  dans 
un  faisceau  harmonique,  si  deux  des  droites  conjuguées  du 
faisceau  sont  rectangulaires,  les  deux  autres  doivent  être 
les  bissectrices  des  deux  premières.  De  mèipe,  si,  en  un 
autre  point  quelconque  G  de  la  base,  on  mène  la  tan- 
gente GZB,  puisqu'on  joigne  ce  point  G  aus^  quatre  points 


(  *^7  ) 
X,  Q,  B,  E,  on  obtiendra  un  faisceau  harmonique  auquel 
correspondra  dans  la  section  un  autre  faisceau  harmo- 
nique ;  les  deux  droites  correspondantes  k  GB et  à  GE  seront 
Tune  la  tangente  et  Tautre  la  normale,  et  par  suite  celles 
qui  correspondent  â  GX  et  à  GQ  seront  les  deux  bissec- 
trices de  Fangle  de  cette  tangente  et  de  cette  normale,  et 
cela  ayant  lieu  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  il  en 
résulte  que  les  points  correspondants  à  X  et  à  Q  sont  les 
foyers  de  la  courbe. 

Si  la  droite  AV  est  extérieure  à  la  base,  on  obtient 
pour  la  section  une  ellipse.  Si  elle  coupe  la  base,  on  aura 
une  hyperbole,  puisque  les  deux  points  où  cette  droite 
coupe  la  courbe  passent  à  l'infini;  les  tangentes  en  ces 
deux  points  de  la  base  deviendront  les  asymptotes  de  la 
section •  Les  foyers  seront  toujours  les  points  correspon- 
dants aux  points  X  et  Q,  et  seront  situés  dans  la  partie 
concave  de  la  courbe.  Si  la  droite  AV  était  tangente  à  la 
base  en  T,  ce  point  T  passant  à  l'infini  avec  le  point 
double  Q,  on  obtiendrait  une  parabole  dont  Tun  des 
foyers  serait  à  l'infini. 

Outre  les  foyers  réels  sur  Tun  des  axes  de  la  section, 
il  y  en  a  deux  imaginaires  sur  Tautre  axe. 

Enfin,  en  prenant  pour  base  du  cône  un  cercle,  on 
voit  que  par  cette  admirable  proposition  de  Desargues,  on 
peut.déduire  les  propriétés  des  sections  coniques  des  pro- 
priétés coilnued  du  cercle  qui  forme  la  base  du  cône. 


1 
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DU  CONTACT  MS  COUlUffiS  PLANES, 

ft  eo  particalier  des  c«nUets  noitiples  des  sectiois  coniques 
vtc  ottc  mène  conrbe  d'ordre  qoelcooqoe  ^ 

pae  m.  e.  de  JONQUIÈRES- 


Parmi  les  questions  relatives  au  contact  des  courbes 
planes,  les  premières  qui  se  présentent,  dès  qu'on  sort 
des  contacts  simples^  sont  les  suivantes  : 

Etant  donné  un  réseau  de  courbes  du  d^ré  m,  assu- 

,iii(/w-f-3)  ^^.  ,., 

jetlies  a — ^ —  a  (*)  conditions  communes^  com- 

bien  d^entre  elles  : 

'    i^  Touchent  deux  courbes  données? 

a°  Touchent  en  deux  points  une  courbe  donnée? 

3^  Ont  avec  une  courbe  donnée  un  contact  du  second 
ordre  ? 

Ces  questions,  sauf  le  cas  où  /n  ?=  a  (  ^^  j^  n^ont  pas  été, 
je  crois,  encore  résolues  d'une  manière  générale,  même 
dans  le  cas  le  plus  simple  où  les  courbes  données  sont  des 
lignes  droites,  et  où  les  conditions  qui  déterminent  le  ré- 
seau sont  des  points  communs  à  toutes  les  courbes  qui  le 
composent. 

Toutefois,  il  est  un  cas  particulier  où  les  géomètres  ont 


C)  On  sait  qu'uno  courbe  du  degré  m  est  déterminée  par  — ^ -^ 

condiliops. 

(*')  La  théorie  des  seclions  coniques  est  en  effet  beaucoup  plusaTancée, 
(;ràce  aux  remarquables  travaux  publiés  récemment  par  M.  Ghasles  dans 
les  Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences  (séances  des  i*''  et  iS  fé- 
vrier et  7  mars  1864  ). 


(  ^ly  ) 

réussi  à  surmonter  les  difficultés  du  problème  :  c'est  celui 
où  les  courbes  du  réseau  sont  les  polaires  premières  de 
tous  les  points  du  plan  relatives  à  une  seule  et  même 
courbe  fixe  tracée  dans  le  plan,  qui  serait  ici,  par  consé- 
quent, du  degré  (m-4-i)  (*). 

Avant  d^ aborder  les  contacts  multiples  des  sections  co- 
niques, je  vais  traiter  un  autre  cas  particulier  des  ques- 
tions ci-dessus  énoncées,  qui  ne  me  parait  pas  avoir  encore 
été  examiné.  Je  veux  parler  de  celui  où  les  courbes  du 
réseau  d*ordre  m,  indépendantes  d'ailleurs  de  toute  subor- 
dination de  polarité,  ont  en  commun  un  point  mul- 
tiple d'ordre  [m  —  i),  et,  en  outre,   a  (m  —  i)   autres 

•  *      •      1                •  jt     •       »  i  '^  {'w  "*-  3) 
points  simples,  ce  qui  équivaut  à  — ^ a  points 

communs.  Ce  sera  un  pas  de  plus  fait  vers  la  solution^ 

encore  désirée,  du  cas  plus  général  où  les  courbes  du  ré- 

m{m  -^Z)     .  .   ^     .       I 

seau  ont  en  commun  — ^ a  points  simples. 

La  solution  que  je  présente  dérive  immédiatement  de 
l'emploi  de  la  méthode  de  transformation  des  figures,  qui 
a  fait  le  sujet  d'un  Mémoire  récemment  inséré  par  moi 
dans  les  Nom^elles  Annales  (**)>  Dans  ce  mode  de  trans- 
formation, à  toute  droite  de  Tune  quelconque  des  deux 
figures,  il  correspond,  dans  l'autre,  une  courbe  d*ordrem, 
douée,  en  un  point  fixe,  d'un  point  multiple  d'ordre 
(m  —  i)  et  passant  par  i[m — i)  autres  points  inva- 
riables; et^  à  une  courbe  d'ordre  n,  il  correspond,  dans 
l'autre  figure^une  courbe  d'ordre  m/*  douée  de  a(m — i) 
points  multiples  d'ordre  »,  ainsi  que  d'un  point  multiple 
d'ordre  n(m  —  i),  lesquels  équivalent  ensemble,  comme 


(*)  Chaslu,  Cours  de  la  Sorbonne,  1857.  —  Cremo.ia,  Introdutione  ad 
uma  teoria  dette  curve  piane,  p.  79;  1861. 

(**)  Livraison  de  mars  1864»  p*  97< 
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on  sait,  h 

2  2 

n  [m  ^—  i)  (mn  -f-  n  —  3) 


points  doubles. 

D'après  cela,  les  trois  questions  proposées  plus  haut 
(si  Ton  désigne,  pour  abréger,  par  r  et  r'  les  degrés  des 
transformées  des  courbes  données  C",  C"',  et  par  D  et 
D'ies  nombres  respectifs  de  leurs  points  doubles)  se  ré- 
duisent aux  suivantes,  savoir  : 

1°  Quel  est  le  nombre  N  des  tangentes  communes  aux 
deux  courbes  transformées  C*",  C*^? 

2^  Quel  est  le  nombre  T  des  tangentes  doubles  de  C''? 

3^  Quel  est  le  nombre  I  des  tangentes  d'inflexion  de  C**? 

Or,  on  sait,  par  la  théorie  des  courbes,  quMl  existe, 
entre  les  nombres  r,  r',  D,  D'  et  ceux  qu*on  cherche,  les 
relations 

N  =  [r  (r  -  i)  —  2D]  [r'  (f'  —  i)  —  2D'], 

T  =  ir(r^2)(r'  — 9)-«2D(H  — r  — 6)-H2D(D— i), 

I  =  3r(r— 2)— 6D. 

Si  Ton  y  substitue  à  r,  r',  D,  ly,  les  valeurs  données  dans 
le  Mémoire  cité,  savoir  : 

2   • 
2 

on  trouve,  après  (quelques  réductions  très -simples,  les 
trois  formules 

1"  /ï/î'(/i  -h  im  —  3)  (n'  4-  2m  —  3), 


(  ^ai  ) 

•2*  -w^(/î-h2/w  —  3)  — /î(5/i-f-6/n  —  i5), 

3*  3/?(/H-/M  — 3), 

qai  répondent^  respectivement,  aux  trois  questions  pro- 
posées. 

Si  Ton  y  fait  m  =  2,  elles  conviennent  à  des  coniques 
passant  par  trois  points  donnés.  Les  deux  dernières  de- 
viennent, dans  cette  hypothèse, 

et  ont  été  déjà  données  par  quelques  géomètres,  qui  les 
ont  démontrées  d'une  manière  différente. 

Avant  d'obtenir  ces  deux  formules,  relatives  à  un  ré* 
seau  de  sections  coniques  qui  passent  par  trois  points 
fixes,  au  moyen  de  la  méthode  de  transformation  dont  je 
viens  de  donner  une  application  plus  générale,  j'y  avais 
été  moi-même  conduit  il  y  a  longtemps  par  une  autre 
voie,  moins  rigoureuse  à  la  vérité,  mais  qui  a  l'avantage 
d'ouvrir  un  accès  vers  les  questions  d'un  ordre  plus  élevc^ 
où  il  s'agit  des  contacts  multiples  des  sections  coniques 
avec  une  seule  et  même  courbe  donnée.  Je  me  bornerai 
à  énoncer  ici  les  formules  principales  auxquelles  on  par- 
vient ainsi.  Elles  sont  exactes,  je  crois ^  mais  on  pourra, 
si  Ton  veut,  n'y  voir  qu'une  première  indication  propre 
à  guider  dans  des  recherches  définitives  sur  ce  sujet  très- 
ardu. 

Formules  exprimant  le  nombre  des  coniques  qui 
satisfont  à  cinq  conditions  dénommées, 

I.  Passer  par  deux  points  et  toucher  une  courbe  C"  en 
trois  points  distincts  : 

— i ^-^ '  (n'  4-  6/1*  —  19/1  —  12). 
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IL  Passer  par  un  point  et  toucher  une  courbe  en  quatre 
points  distincts  : 

nin  —  i)  (n  —  2)  (/i  —  3),  ,  ,      «      ,  ^  ^  , 

-^ ^-^ ^^-f^ ^(/l^  +  IQ/t'— 37/?'— 11811+282). 

I  •  2  •  O  •  (<L 

III.  Toucher  une  courbe  en  cinq  points  distincts  : 

«(/i  — i)(ii  — 2)  (/i  ---S)  (/?— 4) 
I .2.3.4*5 

X («'-h i5//*  —  55/2-^—495//^  4-  i584/ï  —  35). 

Par  exemple,  il  y  a  1 135  coniques  qui  touchent  en  cinq 
points  une  courbe  du  cinquième  ordre. 


EXTRAIT  HmiB  LETTRE  BE  HSCARTES  A  HERSBNNE, 

DU  8  OCTOBRE  1629. 


Cocsm,  t.  VI,  p.  56. 


«  De  diviser  les  cercles  eu  27  et  29,  cela  se  peut  méca- 
niquement, mais  non  point  géométriquement;  il  est  vrai 
qu'il  se  peut  en  27,  par  le  moyen  d'un  cylindre,  encore 
que  peu  de  gens  en  puissent  trouver  le  moyen,  mais  non 
pas  en  29,  et  si  Ton  m'en  veut  envoyer  la  démonstration, 
j'ose  vous  promettre  de  faire  voir  que  cela  n'est  pas 
exact.  » 

Quelle  peut  être  cette  division  du  cercle  en  27  parties 
par  le  moyen  d'un  cylindre?  S'agit-il  de  figures  décrites  à 
l'aide  d'un  compas  sur  une  surface  cylindrique  ? 


(  3^3  ) 


SOLlinON  n  OBBSTIMS 
nt<HP«SfiES  BANS  LES  NOIimUES  ANNALES. 


Question  533 

(  Toir  tome  XIX,  page  ikS  )  ; 

Pab  m.  Nkstou  PLISSART  (de  Li^ck). 

Soient  deux  cercles  égaux  dans  le  même  plan^  P  un 
point  "variable  duquel  on  mène  des  tangentes  aux 
cercles  y  et  dont  le  produit  est  constant.  Le  lieu  de  ces 
points  est  la  podaire  du  centre  d'une  ellipse. 

Cet  énoncé  me  semble  trop  général,  et  je  crois  que 
cette  propriété  n'est  vraie  que  dans  un  cas  particulier. 
Soient  en  effet  les  deux  cercles  C  et  G  égaux  et  P  un  point 
tel,  que  le  produit  des  tangentes  PR,  PR'  menées  de  ce 
point  aux  deux  cercles  soit  égal  à  la  quantité  donnée  A'. 
Je  prends  pour  axe  des  x  la  droite  CC  et  pour  axe  des  j 
la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  cette  droite. 
Soit  r  le  rayon  des  deux  cercles;  je  représente  OC  par  a. 

On  a 

PRXPR'=A^» 

ypc^-T^  X  v/pc''  — r^==  p 

Pc'xPC''—  /'(Pc'  -hPC'')-hr«  =  /S 
X  et  y  étant  les  coordonnées  du  point  P  ; 

XCC-'^-^a)'-*-/")]  — '•»(2ar»-h  2a»-H  a^') -+•  r*=r /\ 

t(x»  +  j2)2=c.r3(2r»-h2a») -h7-*(2/''  — aa') 


(  aM  ) 
Telle  est  réqualîon  du  lieu  du  point  P^  la  symétrie  delà 
courbe  par  rapport  aux  axes  montre  suffisamment  que  si 
cette  équation  représente  la  podaire  du  centre  d^une 
ellipse,  ce  centre  ne  peut  être  que  Toriginc,  et  les  axes  de 
cette  ellipse  doivent  coïncider  avec  les  axes  des  coordon- 
nées. Or  Téqualion  de  la  podaire  du  centre  d^une  ellipse, 
rapportée  aux  axes  de  celle-ci,  est 

ael  b  étant  les  demi-axes  de  Tellipse. 

Pour  identifier  cette  équation  avec  Téquation  (A),  je 

dois  poser 

fl'  =  2  r*  -4-  2  a^ 

OU 

Pour  que  Téquation  (A)  représente  la  podaire  du 
centre  d'une  conique^  il  faut  que  Téquation  de  condition 
±  ^'  =  r'  —  a*  soit  satisfaite. 

Si  r<[[  a,  on  prendra  pour  A'  le  signe  inférieur,  et  l'é- 
quation (A)  nous  donne  la  podaire  du  centre  d^une  hy- 
perbole, car  b*  est  négatif;  c'est  le  cas  où  les  deux  cercles 
donnés  par  Tbypotbèse  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre. 

Si  a  =  /',  c'est-à-dire  si  les  deux  cercles  se  touchent 
extérieurement,  A  =  o  et  Téquation  (  A  )  se  réduit  à 

OU 

équation  qui  représente  les  deux  cercles  donnés. 

Si  r  ]>  «,  les  deux  cercles  se  coupent,  et  Téquation  (A) 
est  celle  de  la  podaire  du  centre  d'une  ellipse.  Si  la  con- 
dition ±k*  =  /•*  —  a*  n'est  pas  satisfaite,  l'équation  (A)  ne 


(  aa5  ) 

peul  pins  représenter  la  podaire  du  centre  d'une  conique; 
elle  ne  peut  même  pas  représenter  la  podaire  d'aucun 
point  du  plan  de  cette  conique.  Car«  comme  il  est  facile 
de  s'en  couyaincre,  aucune  podaire,  elliptique  ou  hyper- 
bolique, bormîs  celle  du  centre  de  la  courbe,  n'admet  de 
centre  de  figure;  tandis  que  lorigine  est  évidemment 
un  centre  de  la  courbe  représentée  par  Téquation  (A). 
Voyons  maintenant  ce  qu'exprime  la  condition 


±*»=r»  — 


a\ 


Elle  exprime  que  le  carré  donné  k*  est  égal  au  carré  de 
la  tangente  menée  de  l'origine  à  l'un  des  cercles,  c'est- 
a-dire,  que  l'origine  est  un  point  du  lieu.  Si  l'on  a  r]>  a, 
l'origine  est  à  l'intérieur  des  deux  cercles;  la  tangente 
menée  par  Forigine  est  imaginaire  ;  k*  est  le  carré  de  cette 
tangente  pris  positivement,  et  l'origine  est  un  point  isolé 
de  la  courbe  ;  en  passant  aux  coordonnées  polaires,  l'é- 
quation devient 

p*=  { ar*H-  2  a')  cos^w  +  (2  r*  --  2  a')  sin'w. 

Si  l'on  a  a  ^  r,  l'origine  au  lieu  d'être  un  point  isolé  est  un 
point  quadruple,  l'équation  polaire  de  la  courbe  est 

p'=rcos*«(2r*-f-2a')  —  sin'8i>(2a^ —  2r*). 

Les  asymptotes  de  l'hyperbole  génératrice  touchent  la 
podaire  à  l'origine. 


Question  663; 

Par  mm.  H.  PICQUET  et  Max.  CORNU, 

Élèves  de  riostitation  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Moatard). 

Les  points  milieux  des  vingt-huit  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans 

Amm.  de  UathémaU,  a«  série,  t.  HI.  (Mai  1864.)  l5 
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un  tétraèdre  quelconque  Sùnt  sur  une  même  surface  du 
troisième  ordre  qui  contient  toutes  les  arêtes  du  té- 
traèdre.  (  Bsltiiavi.  ) 

On  sait  que  si  Ton  considère  dans  un  ^lan  un  triangle 
ABC  et  les  centres  o,  o\  o"^  cP^  des  cercles  inscrit  et  exin- 
•oriis^  le  triangle  formé  par  trois  quelconques  des  centres 
est  tel,  que  le  quatrième  est  le  point  de  rencontre  de  ses 
hauteurs,  et  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  dernier  triangle 
passe  par  les  milieux  des  six  droites  qui  joignent  les  quatre 
centres  deux  à  deux  et  par  1rs  sommets  du  triangle  ABG. 
D'ailleurs,  ce  cercle  est  le  lieu  des  centres  des  hyperboles 
équilatères  passant  par  les  quatre  centres  o,  d ,  o^,  o^\ 
car,  bien  qu^une  hyperbole  équilatère  soit  déterminée  par 
quatre  points,  comme  toute  hyperbole  équilatère  passant 
par  trois  des  centres  passe  par  le  quatrième  qui  est  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  des  trois  pre- 
miers, il  en  pasflfe  ime  infinité  par  les  quatre  centres; 
d'autre  part,  toute  courbe  du  second  degré  passant  par 
les  quatre  centres  est  une  hyperbole  équilatère.  Il  en  ré- 
sulte donc  que  la  courbe  du  second  degré  passant  par  les 
pointa  milieux  des  six  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
les  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au  triangle  ABC, 
et  par  les  sommets  du  triangte  ABC^  est  le  lieu  des  centres 
des  courbes  du  second  degré  passant  par  les  centres  de 
CCS  cercles. 

11  est  donc  naturel,  pour  démontrer  le  théorème  pro- 
posé qui  est  analogue  au  précédent  dans  l'espace,  de 
chercher  Téquaiion  d'une  surface  du  second  degré  passant 
par  les  centres  des  huit  sphères  inscrite  et  exinscrites  au 
tétraèJre;  il  restera  dans  son  équation  deux  indétermi- 
nées, car  toute  surface  du  second  degré  passant  par  sept 
des  centres  passera  par  le  huitième,  et  il  faut  neuf  points 
pour  la  déterminer;  on  cherchera  le  lieu  d^  centres  de 
ces  surfaces,  ce  t|ui  donnera  trois  équations  entre  les^ 


(  aa?  ) 
quelleson  éliminera  lesdeuxindétermiaéeStCtronobti^i* 
dra  Téquation  de  la  surface  du  troisième  degré  cherchée. 
Pour  trouver  Inéquation  de  la  surface  du  second  degré 
passant  par  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans  un 
tétraèdre,  nous  nous  servirons  d'une  propriété  énoncée 
dans  le  Traité  de  Géométrie  analytique  à  trois  dimen-* 
5ion^  du  R.  Salmouy  p.  ii3. 

«fi  élans  F  équation  d*un  hjrperboloïde  on  suppose  que 
la  somme  des  coefficients  de  x'^  jr*  et  z*  soit  nulle,  cet 
Iryperboloïde  passe  par  le  centre  de  la  sphère  inscrit  dans 
un  tétraèdre  conjugué  de  la  surface,  et  par  conséquent 
par  les  sept  autres  centres  que  rien  ne  tUstingue  analyti^ 
quement  du  premier.  Ce  tétraèdre  est  tel,  que  tout  sommet 
est  le  pôle  de  la  face  opposée  par  rapport  k  la  siu*face. 

Soient  donc 

P=:o,    P'=o,    P''=o,    V^=o 

les  quatre  faces  du  tétraèdre  ;  Téquation  d'un  hyperbo- 
loïde,  par  rapport  auquel  il  serait  conjugué,  est  de  la 
forme 

flP'-f-  *P'»H-<?P''»-f-  i/P*'»:^  O, 

car  le  cône  aP*  -|-  AP*  -+-  c'P'*  =5  o  coupe  la  surface  sui- 
vant le  plan  P^^'  s»  o^  c'est«-à-dire  lui  est  tangent,  et  la 
ligne  de  contact  est  située  dans  le  plan  Vi:=:  o.  Donc  le 
soDiviet  du  cône,  qui  est  évidemment  un  des  sommets  du 
tétraèdre,  est  le  pôle  du  pUn  P'^'.  Soient  alors 

V  =ax  -f-  Pr  +  72  -f-/?, 

P'  =  a'x  +  py  -h  7'«  -^P'9 
P*  =  a^x  -h  py  4-  v'z  -^p", 
P*=  afx H-  p'^y  -*-  Y^z  -hp*', 

■ 

les  coeiScients  des  variables  étant  les  cosinus  des  anglfs 
que  la  normale  à  chaque  plan  fait  avec  les  axes.  Si  nous 
exprimons  que  la  somme  des  coefficients  de  x*,  j*  et  z* 

i5. 
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est  nulle  I  nous  aurons  la  relation 


OU 


(1)  II -hé-+-C  +  rf=:0. 

La  surface  passera  alors  par  les  huit  centres,  et  si  nous 
prenons  les  équations  du  centre,  nous  aurons 

(2)  fl.Pa  +  ^.P'a'  +  c.P-'a" -+-#/.?•  a'  =  o, 

(3)  a.Pp4-6.P'P'+c.P-'p*  +  rf.P*'P''  =  o, 

(4)  a .P7 -j-  6 .PY-+- c.P^'Z-f- d.V^'^o. 

Le  résultat  de  rélîminalion  de  a,  &^  c,  <2,  entre  les  équa- 
tions homogènes  (i),  (a),  (3),  (4)f  sera  l'équation 


(S) 


1 

I            I             I 

Pa 

Fa'     P'^a"     V^a'' 

PP 

p'P'   PT   p-'p*' 

P7 

p/    f       p*r^«r       p«r    *r 

=  0, 


qui  représente  bien  une  surface  du  troisième  degré  pas- 
sant par  les  arêtes  du  tétraèdre;  car  si  Ton  fait,  par 
exemple,  P  =  o,  P  =  o,  deux  colonnes  du  déterminant 
deviennent  identiques  et  Téquation  est  satisfaite. 

n  faut  faire  voir  maintenant  que  les  points  milieux  des 
vingt-huit  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres 
des  sphères  inscrites  se  trouvent  sur  la  surface.  Pour 
cela,  prenons  deux  centres  quelconques;  chacun  d'eus 
est  donné  par  l'intersection  de  trois  des  plans  bissecteurs 
de  trois  des  dièdres  du  tétraèdre;  comme,  dans  les  équa- 
tions de  chaque  face,  les  coefficients  des  variables  sont 
les  cosinus  des  angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes,  les 
plans  bissecteurs  s'obtiendront  en  prenant  des  sommes  ou 
des  différences  d'équations  de  deux  faces.  Considérons, par 


(  ^^9  ) 
exemple,  la  droite  qui  joint  les  centres 

P  — P'rso,  [P-4-P' 

P  — P^  =  o,     et     I  P  +  P*': 
P  — P*'=o,  (  P  +  P*; 


o, 
o, 
o. 


Les  plans  qni  les  déterminent  sont  des  plans  bissecteurs 
intérieurs  ou  extérieurs  suivant  la  position  de  l'origine,  et 
comme  nous  ne  précisons  rien  là-dessus,  il  en  résulte  que 

ip/ p"  =  o 

qni  les  joint  des  vingt-sept  autres,  sauf  une  restriction 
que  nous  verrons  plus  loin,  et  la  proposition  sera  dé- 
montrée si  nous  faisons  voir  que  son  milieu  est  sur  la 
surface.  A  cet  effet,  cherchons  l'intersection  de  la  droite 

p^ p*»"  O  *^^  ^*  surface  (S)  5  pour  cela,  dans  l'é- 
quation de  celle- ci,  remplaçons  P'  et  P*'  par  P,  il  vient  : 


I 


Pa    V^a! 


PP 
Py 


pVy*' 


pi»-* 


OC 


— -.  p*'»  7    pi» 


_</ 


a'     a"     a" 
p'     P''     p* 


7 


a-' 


La  solution  P^  =  o,  P'=  o,  F'=  o,  qui  donne  un  som- 
met du  tétraèdre,  n'est  pas  celle  qui  nous  convient*,  nous 
voyons  seulement  que  deux  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  surface  se  sont  réunis  en  un  seuL  Si  nous 
désignons  par  A  et  5  les  deux  déterminants  du  second 
membre,  les  coordonnées  du  point  d'intersection  seront 


(  a3o  ) 
fournies  par  les  éqaations 

P^A-hP^==o 
ou,  en  ordonnant, 

Le  dënomîiiaieur  commun  des  valeurs  de  x,  y^  z  est 

a^A  -*•  aJ     p^A  •+-  p*     V^A  H-  7* 

V— a*'       p^— p'"       7"— v*' 

qu*on  peut  écrire 

•  p"—  p" 
p 


7" 

y' -y" 
i'-t' 


-j-  * 


a 
a'  -  a" 


p'-r    /-7' 


a*'— a*'     p''— P'     7''-7'' 

Le  coefficient  de  A  peut  se  simplifier  :  pour  cela,  ajoutons 
la  première  rangée  à  la  seconde,  et  retranchons-la  de  la 
troisième,  il  viendra 


.// 


et' 

P' 

i 

a" 

P" 

f 

«- 

P' 

1' 

a,"  p*  Y 

P'  7' 

-a*     «p-'     ^^-^ 

Quant  au  coefficient  de  3,  il  peut  s'écrire 

a  p  7  o 

«•_«"     P'  — p"    /— 7"  1 

a' --a*'     p''— p*'     7''— y*     —  I 
0001 


=  A. 
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Ajoutons  à  la  première  colonne  la  dernière  multipliée 
par  a^,  à  la  seconde  la  dernière  multipliée  par  |3'''  et  à  la 
troisième  la  dernière  multipliée  par  y"^  nous  aurons 


n 


p 

7 

o 

«    p 

7 

O 

p' 

y 

I 

«'  p' 

7' 

1 

r 

-7* 

—  I 

a"      P" 

7' 

I 

r 

7' 

1 

a'     p- 

7* 

I 

=— * . 


Le  dénominateur  commun  est  donc  A*  —  J*. 

Le  numérateur  de  x  s*obliendra  en  remplaçant,  dans 
les  coefficients  de  A  et  de  d,  a,  a',  a^,  a^  par  j7,  p',  p^^ 
p"'^  ce  qui  donne 


oc  oc 


et,  par  symétrie, 


AA^  —  W 


/? 


A» -.5^ 


A«  — ^» 


Nous  allons  faire  voir  que  ces  valeurs  représentent 
les  demi-sommes  des  coordonnées  des  centres  considérés. 

On  aura  les  coordonnées  du  premier  centre,  en  résol- 
vant les  équations 


<x')x+(p 
«•)x-h(p- 


P'b+{7-7'')*+(/'-/)=o, 
P'')r-«-  (7  —7')*  +  p  —  p'=o. 


Leur  dénominateur  conunun  sera 


a  —  «'      p 
a  —  3c        p 

a  —  a        p 


P'  7 
P"  7 
P"  7- 


—  7 


— P"   7—7 


.// 


-7 
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qu'on  peut  écrire 

p  7 

a_a'      p^p'  7-7' 

O     a  —  t^"      P  —  P"  7  —  7" 

O     oi--o!'     p  — P*  7  —  7* 

ety  en  retranchant  la  première  rangée  de  toutes  les  autres, 


I 
o 


ou 


I           a 

P 

7 

.1     —a'      _p' 

-7' 

-I      —a"      — p* 

-7" 

~ 

- 1     —  a"     -  p* 

-7" 

a'     a'     a" 
P'     P'     V 

f        n        m 

0     I 

a     a' 

P     P' 

7   i 

I      I 

a"     «- 

P"     P- 
7'     7- 

«     a' 

P     P' 
7     7' 


I 

a 

P 
7 


u 

M 


I 

a' 


=  ~-(A-h^). 


Le  numérateur  de  x  sera  évidemment 
de  sorte  que 


X  = 


=_^é±i£,  ,=_:> 


A-f-^ 


Pour  avoir  les  coordonnées  de  l'autre  centre,  il  sufBt  de 
changer  de  signe  les  lettres  accentuées,  ce  qui  donne 

*  —A 


X  —  — 


a  oc 


^ 


^3  —  ^5 
/  = = r-> 


^-A 


d*OU 


X  -\- 


a  V  «î+A  5  — A  / 


I  2^^^  —  2A^A 
_        oc  oe 

2     |rz"Â> 


AA. 


w. 


A»— ^^ 
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2  A'— ^>    *         a  A^  — ^»    * 

C.    Q.    F.    D. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  sur  les  vingt-huit  droites 
seize  seulement  jouissent  de  la  propriété  de  passer  par  un 
sommet  du  tétraèdre,  et  il  en  passe  quatre  par  chaque 
sommet.  La  droite  i  laquelle  nous  venons  d'appliquer  le 
calcul  se  trouve  dans  ce  cas,  et  nous  avons  vu  qu'au  som- 
met par  où  elle  passe  deux  de  ses  points  d'intersection 
avec  la  surface  se  sont  réunis  en  un  seul  ^  elle  n'est  pas 
pour  cela  tangente,  car  la  surface  présente  à  chaque  som- 
met un  point  singulier;  en  ce  point  un  cône  du  second 
d^ré  lui  est  tangent  :  car  si  nous  faisons  Pss  x,  Vz=y^ 
V=  Xj  l'équation  de  la  surface  se  réduit,  comme  il  est 
facile  de  le  voir,  à 

et  le  cône  ajz  -f-  P  ^a:  +  yxy=  o  est  tangent  à  la  surface 
à  l'origine;  nous  voyons  qu'il  renferme  les  trois  arêtes 
aboutissant  k  l'origine,  et  non  les  droites  telles  que 

X  —  2  =  0, 

jr  —  «  =  o. 

Quant  aux  douze  autres  droites,  le  calcul  du  point  milieu, 
bien  qu'un  peu  différent  du  précédent,  lui  est  pourtant 
analogue,  et  il  n'est  pas  nécessaire  de  le  répéter.  Le  déno- 
minateur commun  des  valeurs  de  x,^,  z,  au  lieu  d'être  une 
différence  de  carrés  de  déterminants,  serait  une  différence 
de  carrés  de  différences  de  déterminants.  Chacune  de  ces 
douze  droites  js'appuie  sur  deux  arêtes  opposées  du  té- 
traèdre ;  car  si,  par  exemple,  nous  considérons  la  droite 

P  =  F, 


(a34) 
et  que  nous  remplacions  P'  par  P  et  P^  par  W  dans 
l'éqaatioQ  de  la  surface,  nous  obtenons  le  facteur  PP^,  ce 
qui  fournit  les  solutions 

P  =  o,  P  =  P', 

P'=o,  P*'=o, 

P"=P"',  P*=oj 

donc  la  droite  rencontre  les  arêtes  opposées 

P=o,     |P'=ro, 

P'=  o,       I  P'rir  o. 

Nota,  —  Ce  théorème  se  rattache  intimement  k  un 
théorème  de  M.  Painvin  {Propriétés  du  système  des  sur- 
faces du  second  ordre  conjuguées  par  rapport  à  un  té- 
traèdejixe^  p.  3a,  théorème  XVII)  dont  voici  Ténoncé  : 
Lorsque  les  surfaces  conjuguées  passent  par  un  point 
fixe  y  le  pôle  dUui  plan  fixe  décrit  une  surface  du  troi* 
sième  ordre  passant  par  les  arêtes  du  tétraèdre*  Les  som» 
mets  du  tétraèdre  sont  des  points  doubles  de  la  surface , 
Son  équation  est 

A.x\yU -h  B/Jxz/  -h  Cz\xyt  -f-  D/Jar/z  =  o, 

x^y^  js,  t  représentant  les  quatre  faces  du  tétraèdre.  On 
voit  donc  qu'elle  est  de  même  forme  que  celle  que  nous 
avons  trouvée.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  point  fixe 
est  le  centre  d'une  sphère  inscrite-,  le  centre  des  surfaces 
conjuguées,  qui  est  le  pôle  d'un  plan  qui  s'est  éloigné  in- 
définiment, décrira  alors,  d'après  le  théorème  de  M.  Paio- 
viui  une  surface  du  troisième  degré  qui  est  celle  dont 
nous  avons  trouvé  l'équation. 

Ifoie  en  Béd^eteur,  --  C'est  par  erreur  que  nous  avoos  indiqué  M.  Pio- 
quat  eomme  ayuit  démontré  U  seconde  égalité  de  la  qneelion  681  (p«  7^  ) 
pour  des  angles  quelconques.  M.  Picquet  ne  Tavait  démontrée  que  pour 
des  angles  dont  la  somme  est  égale  à  (in  +  i)  ;r. 
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Question  680 

(folrf*iérle.  t.n,  p.ns); 

Par   m.   LAISANT, 

Lieutenant  dn  génie. 

Étant  donnée  une  courbe  quelconque  sur  une  sphère, 
si  d*un  point  O  de  la  sphère  on  mène  l'arc  de  grand 
cercle  OA  coupant  en  A  la  courbe,  et  qu'on  prolonge  OA 

.    OA' 

sin 

en  Af   de  manière  au  on  ait —7  =  m*  le  lieu   du 

'  .     OA  ^ 

sm  — 

point  A'  sera  une  seconde  courbe  qu^on  peut  appeler 
courbe  semblable  à  la  première.  Démontrer  que  les  sur- 
faces détenninées  par  ces  deux  courbes  sont  entre  elles 
comme  m*  estai.  (Yahhsoit.) 

Soient  OBB'  un  arc  de  grand  cercle  infiniment  rappro- 
ché de  OAA'  et  AB,  A'B^  deux  arcs  de  petits  cercles  per- 
pendiculaires au  diamètre  de  la  sphère  qui  passe  par  le 
point  O.  En  prenant  les  surfaces  OAB,  OA'B'  pour  sur- 
faces élémentaires  des  courbes,  on  ne  néglige  que  des 
infiniment  petits  du  deuxième  ordre,  comme  il  est  aisé 
de  le  voir.  Mais  OA^B',  OAB  sont  évidemment  propor- 
tionnels aux  calottes  sphériques  qui  auraient  les  cercles 
A'B',  AB  pour  bases,  ou  aux  hauteurs  de  ces  zones.  Donc 

OA'^ 
OA'B'        i-cosOA'       '  "" 


OAB         I  — ccsOA       l      .    OA 

sm  —— 
2 


Si  ce  rapport  m*  existe  entre  des  éléments  correspon- 
dants quelconques  des  deux  courbes,  il  existe  donc  entre 
les  sommes  de  ces  éléments,  c'est-à-dire  entre  les  aires 
entières.  c.  q.  f.  d. 
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0IIKST1OR8  B'BXAIEN  (1863).  (Fin.) 


Physique  et  Chimie, 

1 33 .  Appareil  de  M.  Morin .  —  Comment  pourra-t-on 
éludier  les  lois  de  la  chute  des  corps  au  moyen  de  la 
courbe  décrite,  quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs.  Montrer 
à  pnori  que  la  courbe  doit  être  tangente,  au  point  A  ori- 
gine du  mouvement,  à  Thorizontale  passant  par  ce  point? 
Etant  donnée  la  courbe  j^=y*(j:),  que  faut-il  pour  que 
la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  que  fait  la  un- 
gentc  à  la  courbe  avec  Taxe  des  x  représente  la  vitesse? 

134.  Comparaison  des  durées  de  deux  phénomènes  à 
Faide  du  pendule. 

135.  La  fontaine  de  Héron  fournit  une  vérification 
très-simple  du  principe  de  Pascal  sur  la  transmission  des 
pressions. 

136.  Description  de  Téleclroscope.  Qu'arrivera-t-il  si 
Ton  interpose  entre  l'électroscope  et  le  conducteur  une 
plaque  conductrice  ou  non  conductrice? 

137.  Théorie  de  Télcctroscope  condensateur.  Usage  de 
cet  instrument  et  précautions  à  prendre  en  l'employant. 
Est-il  nécessaire  d'appliquer  une  couche  de  vernis  sur 
chaque  plateau?  A  quoi  tient  le  plus  ou  moins  de  sensi- 
bilité de  l'appareil? 

138.  Analogies  du  chlore  et  de  l'iode.  Comment  pré- 
pare-ton  le  chlorate  et  l'iodate  de  potasse? 

139.  Principe  d'Archimède.  Vérification  expérimen- 
tale. Que  se  passerait-il  si,  la  balance  supportant  le  li- 
quide, on  y  plongeait  un  corps  soutenu  par  un  point 
extérieur? 
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140.  Propriété  de  Tacide  fluorhydrique.  Quelles  es* 

pèces  de  Int  doiuon  employer  pour  souder  les  parties 
des  appareils  qui  serveut  à  cette  préparation? 

141.  Étant  donnée  une  boussole  d'inclinaison,  placer 
son  limbe  de  manière  que  Taiguille  magnétique  se  place 
verticalement. 

142.  Préparation  de  l'hydrogène  protocarboné.  Indi- 
quer la  réaction  par  Tacétate  de  soude.  Analyse  de  ce 
corps.  Feu  grisou.  Saizes. 

143.  Acide  azotique.  Production  de  vapeurs  rutilantes 
au  commencement  et  i  la  fin  de  la  préparation.  Purifica- 
tion de  l'acide  azotique  du  commerce. 

144.  Limite  d'épuisement  de  la  machine  pneumatique. 

Errata. 

Question  84  (p.  X79).  —  Au  lieu  de  un  point  corn" 
mun^  lisez  deux  points  communs. 

Question  115  (p.  i83).  —  Au  lieu  de  rteux,  lisez  trois. 
(A  traiter  indépendamment  de  la  théorie  générale  des 
sections  circulaires,  en  prenant  les  trois  plans  pour  plans 
coordonnés.) 

Question  129  (p.  184).  —  Un  cône  et  un  cylindre, 
ajoutez  du  second  degré. 


BDLUTIN. 

XIV. 
AousT  (Fabbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Marseille.  —  Recherches  sur  les  surfaces  du  second 
ordre.  Première  partie.  In-8  de  iv-60  pages.  Paris, 
Mallet-Bachelier. 

Description  et  propriétés  des  lignes  de  courbure  des  surfaces 


(  238  ) 

du  second  ordre.  — -  Des  sphères  doublement  tangentes  aux  sur- 
faces du  second  ordre.  —  Transformation  des  figares  planes  en 
figures  ellipsoïdales.  —  Propriétés  focales. 

Si  on  laisse  de  côté  la  partie  relative  aux  ligues  de  coiurbure, 
sujet  qui  exige  des  notions  de  calcul  différentiel ,  le  reste  de 
l'ouvrage  peut  être  entendu  par  un  bon  élève  de  Mathématiques 
spéciales. 

XV. 

Dupuis  (Jean),  censeur  au  lycée  de  Metz»  — -  Becueil  de 
Tables  propres  à  abréger  les  calculs^  Ia*i8  de 
LX-160  pages.  i86i.  —  Tables  de  logarithmes  à  cinq 
décimales^  d'après  J.  de  Lalande,  In-18  de  xu-aao 
pages.  i863.  —  Tables  de  logarithmes  à  sept  déci- 
males j  d'après  Callet,  F^égUj  Bremtker^  etc.  a*  tirage. 
Id-8  de  xii-58o  pages.  i863.  Librairie  Hachette. 

Les  logarithmes  des  nombres  et  des  lignes  trigonomé triques 
sont  calculés  depuis  longtemps.  Une  nouvelle  Table  de  loga- 
rithmes ne  peut  donc  différer  des  précédentes  que  par  une  plus 
grande  correction  et  par  diverses  améliorations  que  suggiène 
l'expérience.  Voici  les  principaux  avantages  que  M.  Dupuis 
signale  dans  ses  Tables  à  sept  décimales  : 

I  ^  Chaque  page  des  logarithmes  des  nombres  contient  5o  lignes 
et  non  60.  Cette  disposition  offre  l'avantage  qu'une  fois  le  livre 
ouvert  à  la  page  convenable,  on  peut,  sans  avoir  besoin  de 
lire  les  chitfres,  trouver  immédiatement  l'endroit  delà  page  où 
se  trouve  le  logarithme  cherché.  2?  Lorsque  la  troisième  déd- 
niale  d*un  logarithme  change,  au  lieu  de  briser  la  ligne,  comme 
fait  Callet,  M.  Dupuis  avertit  de  ce  changement  par  des  étoiles 
qui  précèdent  dans  tout  le  reste  de  la  ligne  la  quatrième  déci- 
male de  chaque  logarithme.  3*  Les  parties  proportionndles  des 
dlffërences  sont  données  à  un  dixième  près  de  Funité  du  dernier 
ordre.  4^  Les  logarithmes  des  lignes  trigonométriques  ont  leurs 

caractéristiques  exactes  :  i,  2,  etc.,  au  lieu  de  9,  8»  etc.  5**  Les 
lignes  trigonométriques  sont  placées  dans  Pordre  symétrique  : 


(  »39) 
sin,  tang,  cotang,  cos,  et  les  marges  contiennent  les  parties  pro- 
pordonnellcs  des  différences  des  logaridinieSy  comme  dans  les 
excellentes  Tables  de  M.  Hoùel. 

On  a  rejeté  pour  toutes  ces  Tables  Tusage  des  cbiffres  anglais, 
ou  d'égale  hauteur,  dont  les  inconvénients  ont  été  signalés 
par  M.  Bailleul,  Thabile  prote. 

Dans  la  partie  trigonométrique,  M.  Dupuis  n*a  point  répété 
le  premier  chiffre  d*une  partie  décimale  commune  à  toute  une 
colonne,  en  sorte  qu'il  faut  aller  chercher  ce  chifTre  en  haut 
ou  en  bas  de  la  page.  Cette  disposition  nous  paraît  incommode, 
et  nous  aimerions  mieux  que  ce  chiffre  fût  répété  à  chaque 
ligne  on  an  moins  de  dix  lignes  en  dix  lignes. 

M.  J.  Dupuis  a  certainement  profité  des  observations  faites 
sur  les  Tables  de  Gallet  par  MM.  Terquem,  Lefort,  Hoûel,  dans 
ce  journal  même  :  nous  regrettons  de  ne  pas  trouver  ces  noms 
indiqués  dans  TAvertissement.  Cependant,  mieux  inspiré  que 
M.  Saigey,  M.  Dupuis  n*a  point  maltraité  ses  devanciers.  (  Voyez 
la  Notice  de  M.  Lefort  sur  la  nouvelle  édition  de  Callet,  par 
M.  Saigey,  Bulletin  de  bibliographie^  1861,  p.  68.) 

£iifin»  signalons  un  heureux  efl'et  de  la  publication  nouvelle, 
qui  a  fait  tomber  de  i5  francs  à  8  francs  le  prix  de  Touvrage. 
C'est  tout  profit  pour  le  public  auquel  on  faisait  pay^rie  double 
de  sa  valeur  un  objet  de  première  nécessité. 

XVI. 

Hellavitis. — Elcmenlî...  Eléments  de  Géométrie^  Jr. 
Trigonoméiiie  et  de  Géométrie  analytique^  exposés 
d'une  manière  facile  et  expéditive,  pour  servir  d'intro- 
duction à  la  Géométrie  descriptive.  Premier  fascicule. 
In-8  de  xji- 196  pages.  Padovâ,  i86a. 

Cet  ouvrage,  d*une  grande  clarté,  se  borne  atix  notions  les  plus 
simples  et  les  plus  indispensables  à  ceux  qui  veulent  apprendre 
la  Géométrie  descriptive.  Ce  qui  doit  le  faire  rechercher  par  K  s 
géomètres,  c'est  une  exposition  du  calcul  des  équivalents ^  calcul 
inventé  par  Tauteur  qui  en  a  fait  de  très-heureuses  applîca- 


(  a4o  ) 
lions.  Celte  méthode  n'était  exposée  jusqu'ici  que  dans  des 
Mémoires  faisant  partie  de  ooHections  peu  répandues  hors  de 
ritalie. 

xvn. 

RoBERTS  (William).  —  Sur  un  système  de  courhes  et  de 
sur/aces  dénifées,  et  en  particulier  sur  quelques  sur- 
faces analogues  aux   ellipses  de  Cassini,  In-4  ^^ 
a4  pages.  (Extrait  des  jénnales  de  Tortolinij  t.  IV, 
1862.) 

Extension  aux  surfaces  de  la  théorie  des  podaires  successives; 
—  podaires  à  indices  fractionnaires. 

xvin. 

RoBERTs  (William) . — Application  des  coordonnées  eltip' 
tiques  à  la  recherche  des  surfaces  orthogonales,  In-4 
de  13  pages.  (Extrait  du  Journal  de  Crelle,  t.  LXIII.) 

On  y  trouve,  entre  autres,  ce  théorème  :  «  Étant  donnée  une 
série  d'ellipsoïdes  homofocaux,  soit  un  point  pris  arbitrairement 
sur  Pun  des  axes,  et  considérons  ce  point  comme  le  sommet  de 
cônes  circonscrits  aux  ellipsoïdes  du  système  homofocal.  Le 
lieu  des  courbes  de  contact  sera  une  surface  déterminée,  et,  en 
faisant  varier  la  position  du  sommet  sur  le  même  axe,  on  aura 
une  série  de  surfaces  renfermant  un  paramètre  arbitraire.  Pa- 
reillement, deux  autres  systèmes,  dont  chacun  contient  un  para- 
mètre arbitraire,  s'obtiennent  de  la  même  manière,  en  pre- 
nant des  points  situés  sur  les  deux  autres  axes  pour  sommets  de 
cônes  circonscrits.  Les  surfaces  qui  appartiennent  à  ces  trois 
systèmes  se  coupent  mutuellement  deux  à  deux  à  angl«^  droits.  • 

M.  Roberts  nous  a  adressé,  au  sujet  de  ce  théorème,  un  ar- 
ticle qui  |)arautra  prochainement. 
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RIGIBRCHI  NS  POINTS  MlUTIPUS  A  L'INFINI 
BANS  LES  COUBBRS  Al6fillU«l]RS 

(Totr  page  IM)  ; 

Par  m.  PAINVIN. 


§  IV.  —  Exemples^ 

XI.  —  Je  vais  mainlenant  indiquer  plusieurs  courbes 
faciles  à  construire  complètement,  et  présentant  les  di- 
verses particularités  que  je  viens  de  signaler. 

J^ appliquerai  aux  deux  premiers  exemples  la  méthode 
générale  que  je  viens  de  développer. 

XII.  —  i"  Soit  la  courbe 

aj^  — r'  — «  =  o> 
ou,  en  rendant  Téquation  homogène, 

(i)  lyx^ — y^z^  —  j:z*=.o. 

Les  directions  asymptotiques  sont  données  par  Téqua-^ 

tion 

yx^  =  o. 

Étudions  d^abord  le  point  à  l'infini  \[y  t=zo^  Z=zo)  : 
Taxe  des  X  est  la  direction  asymptotique.  Pour  cela,  cher- 
chons rinlcrsection  de  la  courbe  (i)  par  la  droite  quel- 
conque passant  par  ce  point 

(2)  r  =  ^2j 

on  a 

(3)  2Xx»2  —  Xi*  —  Vz'  =  o; 

donc  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  [y  =  o, 

Anm.  de  BÊûthémaL,  a«  série,  t.  III.  (Jatn  1864.]  16 
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^  =  o)  ne  rencontre  la  courbe  qu'en  un  seul  point,  car  le 
premier  membre  de  Tëquation  (3)  n'admet  que  le  fac- 
teur z  ;  donc  le  point  I  est  un  point  simple.  Exprimons 
que  la  droite  (2)  est  tangente  :  il  faut  faire  pour  cela  X=o» 
et  le  premier  membre  de  Téqualion  (3)  est  divisible 
par  ir';  donc  la  droite  (^  =  0)  rencontre  la  courbe  au 
point  simple  I  en  trois  points  coïncidents;  le  point  I  à 
l'infini  est  donc  un  point  d'inflexion,  la  droite  j*  =  o  est 
la  tangente  d'inflexion. 

Etudions  le  point  J  (a:  =  o,  z  =0)  :  l'axe  des  j  est  la 
direction  asymptolique.  Pour  cela,  cherchons  l'intersec- 
tion de  la  courbe  (1)  par  la  droite  quelconque  passant  par 
le  point  J 

(4)  ^*  —  »==oj 

on  a,  eu  remplaçant  z  par  X  x, 

(  5  )  —  Vy^x^  -+.  -Jtx^  —  >'x«  =  o  ; 

le  premier  membre  de  Téquation  (5)  est  divisible  par  a.' 
quel  que  soit  X,  le  point  J  est  donc  un  point  double.  Pour 
que  la  droite  (4)  soit  tangente,  il  faut  annuler  le  coeffi- 
cient de  or*,  ce  qui  donne  X'==  o^  ainsi,  au  point  double  J, 
les  deux  tangentes  proprement  dites  se  confondent  avec  la 
droite  z  =  o;  donc  le  point  J  est  un  point  de  rebrousse- 
ment  ;  la  tangente  de  rebroussement  est  la  droite  à  l'infini 
parallèle  à  la  direction  asymptotique.  Lorsqu'on  fait 
X  =  o,  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  devient  divi- 
sible par  a:',  et  seulement  par  x^\  c'est  donc  un  rebrous- 
sement de  première  espèce. 

XIIL  —  a°  Soit  la  courbe 

jr^ — ^»— x  =  0, 

ou,  en  rendant  l'équation  homogène, 
(i)  y* — ^'»  — jra'sxo. 
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Les  directions  asymptotiques  sont  données  par  Téqua- 
tion 

On  a  donc  la  seule  direction  asymptolique^  =  o,  c*est- 
à-dtre  l'axe  des  x\  le  point  à  l'infini  correspondant  I  est 
(j^  =1  o,  z  =  o) .  Cherchons  l'intersection  de  la  courbe  ( i) 
par  une  droite  quelconque  passant  par  ce  point 

(2)  \y — s=o. 

(Je  prends  ici,  comme  dans  le  second  cas  de  la  courbe 
précédente,  kj  —  -^  =  o  au  lieu  de  ^  —  i  z  =  o  ;  c'est 
qu'en  prenant  cette  seconde  forme  on  est  conduit  à  une 
valeur  infinie  pour  X;  la  première  forme  est  alors  plus 
commode  pour  la  discussion,  et  on  pourra  constater,  dans 
Tétude  des  autres  courbes,  Tutili té  de  cette  remarque.) 

Cherchons  l'intersection  de  la  droite  (a)  avec  la 
courbe  (i),  on  a 

Le  premier  membre  de  Téquation  (3)  est  divisible 
par  j'',  quel  que  soit  \\  le  point  I  est  donc  un  point 
double.  Pour  que  la  droite  (a)  soit  tangente,  il  faut  annu- 
ler le  coefficient  de  ^^*,  ce  qui  conduit  à  X*  =:  o  |^  ainsi,  au 
point  double  I,  les  deux  tangentes  proprement  dites  se 
confondent  avec  la  droite  z  =  o  ;  le  point  I  est  donc  un 
point  de  rebroussement  :1a  tangente  de  rebroussement  est 
la  droite  à  Tinfini,  parallèle  à  la  direction  asymptotique. 
Lorsqu'on  fait  X  =  o,  le  premier  membre  de  l'équation  (3) 
est  et  ne  peut  être  divisible  que  parj*'^  c'est  un  rebrous- 
sement de  première  espèce. 

XIV.  —  Exemples. 

(I)  2jra:*--^2-,4?  =  o. 

Un  point  d'inflexion  à  l'inGni,  la  direction  asymptotique 

16. 


(  Mi  ) 

est  Taxe  des  x^  la  langenle  d'inilexion  esl  Taxe  des  x. 
Un  point  double  à  Tinfini,  dont  les  deux  langeniesse  cou* 
fondent  avec  la  droite  à  rintini,  c'est-à-dire  un  point  de 
rebroussement  dont  la  tangente  est  la  droite  à  Tinfini  pa- 
rallèle à  la  direction  asymplotique  ;  la  direction  asympto* 
tique  est  Taxe  des  y.  Courbe  de  neuvième  classe. 

(II)  x'-J'—^  =  o. 

Un  point  double  à  ritiiini,  dont  les  deux  tangentes  se  con- 
fondent avec  la  droite  à  Tinilni,  c'est-n-dire  un  point  de 
rebroussement  dont  la  tangente  est  la  droite  à  riufiiil  pa- 
rallèle à  la  direction  asymptotique,  laquelle  est  Taxe  des x. 
Courbe  de  Uoisième  classe, 

(ÏII)  4-=»—  ia:x  -H7»=:o. 

Un  point  d'inûexion  à  Tinlini,  la  tangente  d'inflexion  est 
la  droite  à  Tinfini  parallèle  à  la  direction  asymptotique, 
laquelle  est  Taxe  des  jr.  Point  double  à  Torigine.  Courbe 
de  quatrième  classe. 

(IV)  ;rr»— /»-.x  =  o. 

Un  point  d'inflexion  à  Tinfîni,  la  direction  asymptotique 
est  Taxe  des  j^.  Un  point  double  à  Tinfini,  la  direction 
asymptotique  est  Taxe  des  x.  Courbe  de  quatrième 
classe. 

(V)  j:V'-f-(j  — *)'=o. 

La  droite  à  Tinfini  est  une  tangente  double,  les  directions 
asymptotiques  sont  Taxe  des  x  et  Taxe  des  y.  Un  point 
triple  à  lorigine  dont  les  trois  tangentes  se  confondent, 
une  seule  branche  est  réelle.  Courbe  de  quatrième  classe. 

(VI)  4:^^'(.r-xV-(x4-r)'=o. 

La  droite  à  TinGni  est  une  tangente  triple,  les  directions 
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asymplotiques  sont  Taxe  des  r,  Taxe  des  j^,  el  la  bissec- 
trice des  axes.  L'origine  esl  un  point  quintuple  dont  les 
cinq  tangentes  se  confondent,  une  seule  branche  est 
réelle.  Courbe  de  sixième  classe. 

(VU)  J:(^-i-r)'-+-3j(x4-r)-h2:i:=o. 

Un  point  double  à  Tinfiui,  dont  les  asymptotes  sont  à  des 
distances  finies  et  réelles,  la  direction  asymptotique  est  la 
deuxième  bissectrice  des  axes.  Un  point  simple  a  Tinfini, 
la  direction  asymptotique  est  Taxe  des  y.  Courbe  de 
quatrième  classe. 

(VIII)  x(a:  -h/)»-*-  4j(j:  4-^)  -+-4;c=  o. 

Un  point  de  rebroussement  à  rin6ni^  la  direction  asymp- 
totique est  la  deuxième  bissectrice  des  axes.  Un  point 
simple  à  Tinfini,  la  direction  asymptotique  est  Taxe  des j^. 
Courbe  de  troisième  classe. 

(IX)  x{x -^ yY -ir y{x  +^)  -+- jr=  o. 

Un  point  double  isolé  à  Tinfini,  la  direction  asymptotique 
est  la  deuxième  bissectrice  des  axes.  Un  point  simple  a 
riufiui,  la  direction  asymptotique  est  Taxe  desj^.  Courbe 
de  quatrième  classe. 

(X)  j^«(x-i)»(a:-3)  =  i. 

Un  point  triple  à  TinGni,  dont  fait  partie  un  point  de  re- 
broussement isolé,  la  direction  asymptotique  est  Taxe 
des  y.  Un  point  de  rebroussement  réej  à  l'infini,  la 
direction  asymptotique  est  Taxe  des  x.  Courbe  de 
dixième  classe. 

(XI)  y^ — j-j4-x  =  o. 

Un  point  double  a  Tinfini,  dont  une  des  tangentes  est  la 
droite  à  Tinfini  parallèle  à  la  direction  asymptotique, 
laquelle  est  Taxe  des  x.  Courbe  de  quatrième  classe. 
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(XII)  .r*— 2jr'jr  4.j'=:o. 

Point  simple  à  TinCui,  la  tangente  est  la  droite  à  Tinfîni 
parallèle  à  la  direction  asymptotique  ;  cette  tangente  a 
avec  la  courbe,  en  ce  point,  un  contact  du  troisième 
ordre;  la  direction  asymptotique  est  l'axe  des  y.  Un 
point  triple  à  Torigine.  Courbe  de  sixième  classe. 

(XIII)  (x*'^x^y-^2x{x^+j')  —  x*=o. 

Les  deux  points  circulaires  à  Tinfini  (points  imaginaires) 
sont  des  points  doubles  de  la  courbe.  L'origine  est  un 
point  de  rebroussement.  Courbe  de  cinquième  classe. 

(XIV)  x»/»+3a:»7-4./>  — 4j:»=o. 

Un  point  double  isolé  à  Tinfini,  la  direction  asympto- 
tique est  l'axe  desy.  Un  point  double  à  Tiniini,  la  direc- 
tion asymptotique  est  Taxe  des  x.  Un  point  double  à 
Torigine.  Courbe  de  sixième  classe. 

(XV)  J?»r  *+  2j(4:»  — /»)  +  *»  =  o. 

Un  point  simple  à  Tinfini  dont  la  tangente  est  la  droite  à 
riniini  parallèle  à  la  direction  asymptotique,  laquelle  est 
l'axe  desj^.  Un  point  de  rebroussement  isolé  à  Tinfini, 
la  direction  asymptotique  est  Taxe  des  x.  Un  point  de 
rebroussement  k  Torigine.  La  courbe  est  de  sixième 
classe. 

(XVI)  a?V*-+-2*r(*-H2j)-h  (x  — 2j)^=o. 

Deux  points  de  rebroussement  à  l'infini ,  les  directions 
asymptoiiques  sont  l'axe  des  x  et  Taxe  des  7.  Un  point 
de  rebroussement  à  roriginc.  Courbe  de  troisième  classe. 

(XVII)  x/»— j-M  =  o. 

Un  point  triple  à  l'infini  dont  les  trois  tangentes  se  con- 
fondent, une  seule  branche  est  réelle  -,  la  direction  asymp- 
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lolique  est  Taxe  desx.  Un  point  d*iu£iexion  à  l'infini  ayant 
pour  tangente  Taxe  desj.  Courbe  de  quatrième  classe. 

(XVIII)  r»-H  3j*  —  2/jc'—  Jt?»+ 1  =  o. 

Un  point  triple  à  Tinfini  dont  deux  tangentes  coïncident 
avec  la  droite  à  Tinfini  parallèle  à  la  direction  asympto- 
tique,  laquelle  est  Taxe  des  x\  les  tangentes  au  point 
triple  ont  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre. 
Courbe  de  treizième  classe. 

(XÏX)  x^x* — 2j:<j-»-4-  j:*— .  1  =  0. 

Un  point  septuple  à  Tinfini  dont  les  sept  tangentes  coïn- 
cident avec  l'axe  desj^,  le  contact  est  du  quatrième  ordre; 
une  seule  branche  est  réelle.  Un  point  quadruple  à 
rinfini,  dont  les  quatre  tangentes  coïncident  avec  Taxe 
des  x;  le  contact  est  du  deuxième  oixire.  La  courbe  est 
de  la  quarante-septième  classe. 

(XX)  j:*^*-|-ar/*4- I  =  o. 

Deux  points  triples  dont  les  trois  tangentes  se  confondent, 
les  directions  asymptotiques  sont  Taxe  des  y]  suivant 
l'axe  des  j',  le  contact  est  du  troisième  ordre;  suivant 
l'axe  des  x,  le  contact  est  aussi  du  troisième  ordre;  une 
seule  brancbe  est  réelle.  Courbe  de  quatorzième  classe. 

XV.  —  L'importance  de  la  recherche  des  points  mul- 
tiples à  l'infini  est  incontestable.  Cette  étude  permet,  en 
eilet,  de  voir  plus  nettement  la  manière  dont  la  courbe  se 
dirige  ters  Tinfini,  et  de  construire  avec  plus  de  sûreté 
les  branches  paraboliques,  pour  lesquelles  l'asymptote 
est  transportée  à  Finfini,  mais  parallèlement  h  une  di- 
rection déteriïiinée;  elle  est  surtout  indispensable  pour 
reconnaître  la  cause  de  la  diminution  de  la  classe  pour  la 
courbe,  car  cette  diminution  tient  à  la  présence  des  points 
multiples,  situés  tant  à  l'infini  qu'à  dislance  finie. 
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On  verra  aussi,  par  les  exemples  que  j'ai  cités,  la  ma- 
nière dout  les  branches  de  la  courbe  sont  disposées  par 
rapport  à  Tasymptoie,  suivant  que  le  point  à  l^infini  cor- 
respondant est  ou  un  point  simple  ordinaire,  ou  un  point 
simple  d^inflexion,  ou  un  point  double,  ou  un  point  de 
rebroussement,  etc. 

Je  donnerai  bientôt  l'étude  des  points  à  Tinfini  sur  les 
surfaces;  cette  recherche  présente  un  grand  intérêt,  et 
rattache  i  des  idées  générales  les  notions  partielles  qu^on 
donne,  dans  les  cours,  sur  les  cônes  asymptotes  des  sur- 
faces du  second  ordre. 


.»    ' 


NOTE  SUR  LES  SURFACES  DII  SECOND  ORBRE; 

Pa&  m.  brassinne. 


Dans  les  ouvrages  de  Géométrie  analytique  les  plus  ré« 
ceuts^  il  n'est  pas  fait  mention  du  procédé  de  calcul  que 
Lagrange  emploie  [Mécanique  analjUque^  1788,  t.  II, 
section  9)  pour  simplifier  Téquation  des  surfaces  du 
second  ordre. 

On  n'a  emprunté  à  cet  important  chapitre  que  la 
traosformation  des  coordonnées  rectangulaires  dans  l'es- 
pace, au  moyen  de  trois  déplacements  successifs.  Repro- 
duisons, en  Tabrégeaut,  une  méthode  élégante,  qui  doit 
prendre  place  dans  les  éléments  :  , 

1^  L'équation  de  la  surface  du  second  ordre,  ayant  un 
centre  et  deux  axes  cooi^donnés  x^j  dans  la  dircclion  d'un 
système  conjugué  rectangulaire,  est 

(i)  A*' -f-  k'j^  -¥-  k"z^  4-  %h'xz  +  2BV2  =  «• 

Cette  forme,    toujours    possible  avec  des  axes    rectan- 
gulaires, étant   admise,  il  est  aisé  de  démontrer  qu'il 
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existe  un  système  conjugué  et  rectangulaire  pour  lequel 
réqnalion  de  la  surface  est 

On  regarde  P,  P',  P''  comme  des  inconnues,  et  après 
aToir  transformé  Téquation  (a)  au  moyen  des  formules 

on  Tidentifie  avec  Féquation  (1)  et  on  trouve  facilement  : 

Pp»-t-Fp'»-4-P"p''»=:A', 

^    '  j  Pap+P'a'p'-hP''a'p"=o, 

I  Poy-hP'aV  -HP''aV=  B', 
\  PPv  +  P'p'/-*-  P"p''7''=  B". 

Or  Lagrange  prend  d'abord  pour  inconnues  Pa,  P^,  Py, 
et  il  détermine  Va  en  multipliant  la  première  relation  du 
groupe  (3)  par  a,  la  quatrième  par  P,  la  cinquième  par  y, 
et  ajoutant  les  trois  résultats;  il  obtient,  en  vertu  des  con- 
ditions connues  et  en  opérant  d'une  manière  analogue 

pourP|3,  Py  : 

Pa=:A  a4-B'7, 

Pp=A'p-+-B"7, 

P7=:A''7  +  B'a-f-B''p, 

Eliminant  de  ces  dernières  relations    ->  ->  on  arrive 

7    7 

presque  sans  calcul  à  Téquation  du  troisième  degré 

(4)  (P  —  A){P-^A')(P-A'')-B'«(P-.A')-B'^'(P-A)  =  o, 

dont  les  racines  ou  valeurs  de  P  sont  les  expressions  de 
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~i  j-i  —  >   en  désignant  des  axes  par  «,  i,  c:  or,  si 

l'on  a  A  >  A'>  A'^,  la  substitution  pour  P  de  -4-oo  ,  A,  A", 
—  00  démontre  que  les  trois  racines  sont  réelles. 

!à?  Sans  autre  calcul  que  la  résolution  de  Téquation  de 
la  surface  du  second  ordre,  on  voit  que,  dans  un  nombre 
infini  de  cas,  elle  prend,  avec  des  axes  obliques,  la  forme 

(5)  Ax«-»-AyH-Mz^=i. 

On  peut  même  supposer  que  x,  y  sont  rectangulaires  et 
que  z  fait  avec  ces  directions  des  angles  0,  0'.  Si  par 
l'origine  O  on  mène  au  plan  xy  une  perpendiculaire  Oz\ 
on  passera  du  système  oblique  au  rectangulaire  x,  y,  z', 
en  éliminant  de  Téquation  (5),  x,  jr^  z  au  moyen  des 
formules 

j?'=  x -H  zcosO,    j'  =  7 -h  zcosô',     a'=zcosô''. 

Le  résultat  sera 

[    .    f.       w    /,       /M  Aros'9        A'ros'O'X    „ 

\  Ajr^-h  A'r '-4- 1 h- 12* 

)  ^      ^  Vcus='6"^  cos'O"  ^    cos'6^  ; 

^    '     J  AcosÔ    ,  ,  A'cosÔ'     ,  , 

Cette  équation  a  la  forme  (i)  que  nous  avons  supposée 
d'aboitl.  Remplaçant  A'',  B',  B"  par  leurs  nouvelles  va- 
leurs et  faisant  A=  — »  A' =  tt^»  M  =  -7;»  l'équation 
du  troisième  degré  devient 

pa 4.       sin'e  -h  y;-  sm'ô  ) 

cos'e"\c'»     «'»  ^"        / 

Les  relations  des  racines  et  des  coefficients  expriment  les 
trois  théorèmes  fondamcnlauT^  sur lesdiamèlres  conjugues. 
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TBÉ0RIME8; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


1.  Un  système  de  six  plans  quelconques  donne  lieu  à 
dix  diagonales,  réunissant  le  point  de  concours  de  trois 
des  six  plans  au  point  de  concours  des  trois  autres^  et  à 
dix  sphères, décrites  sur  ces  diagonales  comme  diamètres  : 
ces  dix  sphères  ont  le  même  centre  radical  et  la  même 
sphère  orthogonal^.  Nous  nommerons  celle-ci  la  sphère 
radicale  des  six  plans  du  système. 

2.  La  sphère  radicale  d'un  système  de  six  plans  est 
le  lieu  des  centres  des  hypertoloïdes  équilatères 

(rt»±^»— c»  =  o), 

à  une  ou  à  deux  nappes,  tangents  aux  six  plans  du  sys- 
tème. Et  le  lieu  des  centres  d'une  surface  du  second  ordre, 
tangente  aux  mêmes  plans,  et  dont  la  somme  des  carrés 
des  axes  demeure  égale  à  une  constante  quelconque,  est 
une  sphère  concentrique  à  la  précédente. 

3.  Un  système  de  sept  plans  donnant  naissance  à  sept 
systèmes  de  six  plans,  les  sept  sphères  radicales,  relatives 
à  chacun  de  ces  systèmes,  se  coupent  dans  un  même 
cercle  :  le  cercle  radical  du  système  des  sept  plans,  et  le 
lieu  géométrique  des  centres  des  hyperboloïdes  équila- 
tères tangents  aux  sept  plans  du  système. 

4.  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à  un  système  de  sept  plans  est  le  plan  du  cercle 
radical  du  système. 

5.  Huit  plans  donnant  naissance  à  huit  systèmes  de  sept 
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plans,  el  k  Iiuil  cercles  radicaux^  ces  huit  cercles  se 
coupent  dans  les  deux  mêmes  points  :  ces  points  sont  les 
centres  des  deux  hyperboloïdes  équilalères  tangents  aux 
huit  plans;  et  la  droite  qui  les  réunit,  ou  Vaxe  radical 
du  système  des  huit  plans,  est  le  lieu  général  des  centres 
des  surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux  huit  plans. 

6.  iVis///*  plans  donnent  naissance  à  neuf  systèmes  de 
huit  plans  dont  les  neuf  axes  radicaux  concourent  en  un 
même  point,  centre  raificaldes  neuf  plans  et  centre  de  la 
surface  du  second  ordre  tangente  à  ces  neuf  plans. 

7.  Les  neuf  plans  éiant  o  =  P,  =  P,  =  ...==  P9,  Té- 
quation 

rendue  linéaire  en  x,  y^  «,  représente  le  système  des 
plans  diamétraux  de  la  surface  du  second  ordre  tangente 
aux  neuf  plans. 

8.  Si  quatre  des  dix  diagonales  d^un  systèoie  de  six 
plans  ont  leurs  points  milieux  dans  un  même  plan,  les 
points  milieux  des  dix  diagonales  seront  dans  un  même 
plan. 
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QUESTIONS. 


706.  On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  (O) ,  (Cy) . 
Par  un  point  fixe  Â  de  la  première,  on  trace  une  conique 
(C)  tangente  en  ce  point  à  cette  circonférence  et  double- 
ment tangente  à  la  seconde  (O').  Cette  conique  (C)  ren- 
contre (O)  aux  points  D  et  E;  la  droite  DE  coupe  la  corde 
de  contact  de  (C)  et  de  (O')  en  un  point  M  :  lorsque  Ion 
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considère  toutes  les  coniques  telles  que  (C))  le  lieu  de  ce 
point  est  une  circonférence.  (  Mànkbeih.  ) 

707.  On  donne  sur  un  plan  deux  coniques  homofo* 
cales  (O),  (O^).  Par  un  point  fixe  A  de  la  première,  on 
trace  une  conique  (C)  tangente  en  ce  point  à  (O  )  et  dou- 
blement tangente  à  la  seconde  (CK) .  On  mène  les  tangentes 
communes  à  (O)  et  à  (C),  ces  droites  se  coupent  en  M  : 
lorsque  Ton  considère  toutes  les  coniques  telles  que  (C)« 
le  Heu  de  ce  point  est  une  conique  homofocale  aux  coni- 
ques données.  (Manhheim.) 


SOLUTION  M  OUBSTIONS 
PRONSÉBS  DANS  LIS  NOUYBLLBS  ANNALBS. 


Question  561 

(▼olr  tome  XX,  page  S6}  ; 

Paa  m.  Chaales  BRISSE  {*), 
Élève  de  TEcoIe  Polytechnique. 

Lorsqu'une  conique  est  circonscrite  à  un  triangle,  la 
somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  principaux  est  égale 
à  seize  fois  le  carré  de  la  tangente  menée  de  son  centre 
au  cercle  des  neuf  points,  multiplié  par  le  produit  des 
distances  de  ce  centre  aux  côtés  du  triangle  et  dii^isépar 
le  produit  de  ses  distances  aux  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  côtés  du  triangle.  (Fàuae.) 

Soient  a  =  o,  ^  =  o,  y  =  o  les  trois  côtés  du  triangle 
donné  que  je  prends  pour  triangle  de  référence  ;  une  co« 
nique  circonscrite  à  ce  triangle  a  pour  équation 

/p^  4-  'M7a  -f-  '««P  =^  o. 

Si  roQ  pose,  conformément  à  la  notation  du  Mémoire  de 


(*)  Ci-deTant  Abraham  Schnée, 
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la  page  289  du  tome  II  (2''  série), 


V  = 


a 

0 

n 

m 

b 

n 

0 

i 

c 

m 

/ 

0 

0 

a 

b 

c 

OÙ  /z,  &5  C  sont  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  de 
référence, 

0      n     m 

À  =      /t      o     / 
m     l      o 


=  ilmrif 


les  distances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du  triangle 
seront  données  parles  formules  (a;oir  Mémoire  cité) 


V  da 

Sdy 
\/(ib^ 


P'  = 


où  s  est  la  surface  du  triangle  de  référence. 

La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux  est 
donnée  (voir  même  Mémoire)  par  la  formule 


où 


2  A  F 


E=  —  2{/cosAH-mcosB-f-/îcosG), 


Â,  B,  C  étant  les  angles  du  triangle.  En  substituant,  cette 
expression  devient 

rt.          ..     /cosA -4- /wcosB  4- «cosC 
oimna^b^c* : • 
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Les  distances  du  centre  aux  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  côtés  du  triangle  sont^  changées  de  signe, 


a 


a^\    da  ) 


c  c^  \     de  ) 

Si  Ton  désigne  par  o  le  carré  de  la  tangente  menée  du 
centre  au  cercle  des  neuf  points,  on  a  (t;oir  Mémoire  cité) 

«r_2 , 

OÙ  cp  =  o  est  Téquation  du  cercle  des  neuf  points  que  voici 
d'ailleur>  : 

«(lia  —  b^  —  cyjcosA-H  p( — aa.-^  ^p  —  C7)cosB 
-f-7( — aa  —  ^p  -H  C7)cosC  =  ^=:  o, 

et  où 

£,:=  !2(acosA  4-  6cosB  +  ccosC). 

On  sait  d'ailleurs  que 

8  S' 
acosA  4-  icosB  +  ccosC  =  — r-; 

abc 

donc 

_       i6S> 

fi,  =   — 7—9 

abc 
et  par  suite 

abeiS^Vdv         *  /    ^V         \       «^V        ^  (^^V         \ 


^co,o(.g-v)] 
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Or,  on  a 

V  =  —  rt*  /*  —  i*  /»*'  —  c'/t'-t-  2  bcmn  -|-  2  cant  4-  2  ablm^ 

^V  , .  , 

-;7-  =z;  a  /A  (  /!ff  —  /itp  -H  iïc  ), 

db 

dv 

-7-  =  a  t(//i  +  mb  —  nc)^ 

de  ^  ' 

V  -—  tf  -7-  =  (^a  —  fnb  -h  J»c)  (/(B  -f-  /n6  —  ne), 

V  —  ^  -TT  =  ('«  H-  ^wA  —  «c  )  ( —  ia  -^mb  +i»c), 

V  —  c  -7-  =r  ( —  ia  -H  w6  -h  ne]  [la  —  mb  -4-  ne)^ 

de        ^  '  ' 

ce  qai  réduit  la  valeur  de  13  à 

X  (—  /«  4-  mb  -¥•  ne)  {ia  —  mb  -+-  ne)  (to  -|-  mb  —  #ic), 
et  donne 

i6cF  = •— (/cosA-+-'ncosB+  it  cosC) 

X  (— '/«  4-  mb  -H  'te)  (  to  —  mb  -+•  nc)[la  4-  wA  —  ne). 
Il  s'agit  de  démontrer  que  l'on  a 

a.          f.  ./co$A  4-mcosB4- /icosC 
o  tmna^  6*  c' : 

S^tàe,,       ,  ^  ^vS*o.       û*^A^ 

=  — p-  (f  cos  A  4-  'w  cosB  4-  /«  cosC)  —  o  Imn    ^      » 

ce  qui  est  une  identité. 
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Question  562 

(voir  toin«  XX,  page  86); 

Pab  m.  Charles  BRISSE. 

Lorsqu'une  conique  est  insente  dans  un  triangle,  la 
somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  principaux  est  égale 
au  double  du  carré  de  la  tangente  menée  de  son  centre 
au  cercle  qui  a  les  sommets  du  triangle  donné  pour 
points  conjugués*  (Fàvre.) 

Soient  a  =  o,  (3  =  o,  y  =  o  les  trois  e6tés  du  triangle 
donné  que  je  prends  pour  triangle  de  référence  ;  une  co- 
nique inscrite  à  ce  triangle  a  pour  équation  {voir  Salmon, 
Conic  Sections,  3*  édit.,  p.  loi) 

/"a'-h/w'p'  -f-i2'7*  —  217111^7  —  ^nli<x  —  2/map  =  o. 

Si  Ton  pose,  conformément  à  la  notation  du  Mémoire  de  la 
page  289  du  tome  II  (  2*  série), 


V  =  /*to'«* 


m 


c 
n 


I      — I 


_      — I      — I 


a 

T 


m 


—  I 


c 
n 


où  ay  by  c  sont  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle 
de  référence, 

I     — 1     —I 


ùk  =  /»//j'/i* 


—  I         1     — I 

—  I     — I         I 


=  —  ^Pm^n^, 


Ann.  de  V a thémat, y  Q.^  série,  i.  111.  (Juin  i86ii). 
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les  distances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du  triangle 
seront  données  par  les  formules  (voir  Mémoire  cité) 


a' 

■"  £ida' 

P' 

Sdv 
àdb' 

v' 

Sdv 
}j  de 

OÙ  s  est  la  surface  du  triangle  de  référence. 

La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux  est  don- 
née (voir  même  Mémoire)  par  la  formule 

2AE 

OÙ 

E  '=  /*  -h  w'  4-  «*-l-  2  mn  cos A  -f-  2  nlcosB  4-  2  Im  cosC, 

A,  B^  C  éiant  les  angles  du  triangle  de  référenee.  En  sub- 
stituant, celte  expression  devient 

r,^    .  .    ..  ./»-h/w*-h/z'4-2w/icoaA -4-2w/cosB-f-2/wcosC 
SPm^n^a^b^c^ : • 

Si  Ton  désignç  par  cr  le  carré  de  la  tangente  menée  du 
centre  au  cercle  conjugué  au  triangle  de  référence,  on  a 
(  voir  Mémoi  re  ci  té  ) 

«=2 g^ , 

où  f  =  o  est  Téquatiou  du  cercle  conjugué  que  voici 
d'ailleurs  : 

a^sin  2A  4-  P'sin 2B  -hv'sin 2C  =  o  =  <p, 
et  où 


u 
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Donc 

Or,  on  a 

•—  =  ^lmn[mc  4-  bn)y 
d^       /• 

m 

dv 

—  =  ^lmn[am  4-/^), 

ce  qui  réduit  la  valeur  de  o  à 
a^b^c^Pm^n* . 

Si  l'on  développe  la  parenthèse,  on  obtient 

/'(c»»in2B-h*'sin2C}H-iit»(c»sin2A-i-û»sin2C) 

-4-  «'(^'sin  2  A  4-  a'sin2B) 
-4- 8S{mn  cosA  4-  WcosB  4-  im cosC), 

on  sait  d^ai Heurs  que 

c'sin2B  4-  ^'sinaC  =  c'sina  A  4-  o'sinaC 

=  ^*sin2A  4-  fl'sinaB  =r  4S, 

ce  qui  donne  définitivement 

2o  =  St^m^n'a^b^c^ 
P-i-  iw'4-  /?'4-  amiicosA 4-  2/i/cosB  4-  2//7icosC 


X 


V' 


et  prouve  le  théorème. 


»7- 
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Question  692 

Par  m.  Ch.  DE  SAINT-PRIX. 

Soit  une  série  de  paires  Je  quantités  a^^  bx\  a^^  b^\ 
a^^  h^\  . , . ^  les  a  étant  plus  grandes  que  les  &,  dont  la 
loi  de  la  formation  est  la  suivante  : 

trouver  la  limite  du  rapport  -^  lorsque  x  devient  injini. 

(SrnEBOR.) 
On  a,  par  la  loi  de  formation, 

bg  fl,_,  /7,_, 


i-f- 


I  -h. 


La  limite  de  cette  fraction  continue  est  la  racine  posi- 
tive de  Téquation 

7  =  14--     ou    y^-^y  —  i  =  o. 


On  aura  donc 


lim  -p  =r  = 


tfoie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Loub  Chancel,  élèTe 
de  Sainte-Barbe  (Lyon);  de  Marsilly  ;  Ch.  Pierre,  élève  du  lycée  de  Caen; 
de  Viricu  ;  prince  Georges  Gagarinn,  élève  de  TÉcole  Polytechnique  de 
Zurich. 


Question  667 

(Toir  1*  série,  t.  II,  p.  971); 

Par  m.  db  MARSILLT. 

Théorème  à  démontrer.  —-L^ enveloppe  des  ciixonfc'- 
rences  ayant  leurs  centres  sur  une  circonférence  C  et 
tangentes  à  un  diamètre  AB  de  C  est  Vépiçycloïde  en- 
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gendrée  par  une  circonférence  de  rayon  moitié  moind/v 
que  C,  roulant  sur  C. 

QcESTioiT.  —  Sii'on  remplace  le  diamètre  AB  par  une 
droite  quelconque,  Venyeloppe  est^elle  encore  une  épi" 
cycloïde?  (Càtalaw.) 

Soient  C  le  cenlre  du  cercle  fixe,  O  le  centre  du 
cercle  mobile  dans  une  position  quelconque,  OI  =  OM 
son  rayon,  M  le  point  de  Tcnveloppe.  MO  est  nor- 
male à  la  courbe  et  moitié  de  PO  ;  le  premier  fait  est 
une  propriété  des  enveloppes»  le  second  une  propriété 


du  cercle.  Je  mène  au  point  M  une  perpeudiculaire  MT 
à  MO,  c^esl-à-dire  une  tangente  à  Tenveloppe  et  au 
cercle  mobile  O;  elle  rencontrera  en  T  le  diamètre 
AB;  je  joins  Oï,  et  à  cause  de  IO=MO,  j'ai  deux 
triangles  égaux  lOT,  MOT  comme  rectangles  et  ayant 
deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Donc  les  angles  lOT, 
MOT  sont  égaux,  et,  par  suite,  leurs  compléments  COP, 
MOQ  le  sont.  Achevons  les  triangles  isocèles  COP, MOQ  \ 
ils  seront  semblables  comme  ayant  leurs  angles  égaux*,  el 
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puisque  MO  =  01  =  -  OP,  on  aura  OQ  =  -  OC.  Donc 

si  du  point  Q  comme  centre,  avec  un  rayon  OQ,  ondëcrit 
un  cercle  qui  passera  par  le  point  M  el  sera  tangent  enO 
au  cercle  G,  ce  cercle  Q  aura  constamment  son  rayon 
égal  à  la  moitié  de  celui  de  la  circonférence  C^  partant, 
puisque  les  angles  MQO,  OCP  sont  égaux,  l'arc  MO  inter- 
cepté entre  les  côtés  de  l'angle  MQO  sur  la  petite  circonfé- 
rence sera  égal  à  la  moitié  de  Tare  OP  intercepté  entre 
les  côtés  de  Tangle  OCP  sur  la  grande  circonférence;  en 

un  mot,  Tare  MO  =  OB  =  -  OBP.  Donc  un  point  quel- 
conque de  l'enveloppe  «appartiendra  à  Tépicycloïde  en- 
gendrée par  un  point  de  la  circonférence  de  rayon  moitié 
moindre  roulant  sur  C,  et  se  trouvant  en  contact  avec  la 
circonférence  C  aux  points  A  et  B.  c.  q.  f.  d. 

Lorsqu'on  examine  la  formation  d'une  épicycloïde,  il 
est  évident  que  tous  les  points  de  rebroussement,  lorsqu'il 
y  en  a,  et  il  doit  toujours  y  en  avoir,  sont  sur  le  cercle 
fixe  ]  que  les  distances  de  ces  points  de  rebroussement, 
mesurées  sur  ce  cercle  fixe,  soit  par  les  arcs  interceptés, 
soit  par  leurs  cordes,  sont  les  mêmes  pour  toutes;  et  que 
leurs  distances  maxima  entre  les  cordes  dont  il  s'agit  et 
le  point  le  plus  éloigné  de  l'arc  d'épicycloïde  correspon- 
dant est  constant.  Il  est  également  évident  que  si  AB 
cesse  d'être  un  diamètre,  mais  coupe  le  cercle  C,  el  que 
du  centre  C  on  abaisse  une  perpendiculaire  KL  sur  AB, 
l'enveloppe  sera  symétrique  par  rapport  à  KL;  qu'elle 
aura  des  points  de  rebroussement  en  A  et  B  ;  mais  que 
ses  écarts  maxima  de  AB,  situés  sur  la  perpendiculaire 
KL,  et  égaux  au  double  de  la  perpendiculaire  abaissée 
des  points  K  et  L  de  la  circonférence  C  sur  AB,  seront 
inégaux;  elle  ne  peut  donc  pas  être  une  épicycloïde.  Et 
cela  est  plus  vrai  encore  quand  AB  cesse  de  couper  la 
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circonférence  C,  puisqu'il  n'y  a  plus  de  rebroussement. 
Donc  Tenveloppe  ne  peut  plus  être  une  épicycloïde 
quand  AB  cesse  d^étre  un  diamètre.  c.  q.  f.  d. 

Note.  -*  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Hirza-Nîzam,  Mou- 
lim,  Gontet,  Laquière,  Coartin  etOodart,  Léon  Dyrion. 


Même  question^ 
Pab  m.  Paul  MANSION  (de  Marghih). 

Je  tirerai  la  démonstration  du  théorème,  d'un  théorème 
plus  général  que  je  vais  énoncer  :  j'y  emploie  le  terme 
hjpocycloïde^  pour  désigner  la  courbe  engendrée  par  un 
point  d^un  cercle  roulant  dans  un  cercle,  en  ayant  sa 
concavité  tournée  du  même  côté;  épicycloïde,  quand  les 
concavités  sont  tournées  en  sens  contraire.  Cela  posé  ; 

Si  deux  cercles  égaux,  l'un  intérieur,  Tautrc  extérieur, 
roulent  sur  un  troisième  cercle  fixe,  les  courbes  décrites 
par  les  points  des  deux  cercles  mobiles  primitivement 
en  contact  peuvent  être  considérées  comme  les  enveloppes 
d'un  même  cercle  dont  le  centre  serait  sur  la  circonfé- 
rence fise  et  dont  le  rayon  variable  serait  constamment 
égal  à  la  droite  qui  joint  le  point  décrivant  de  l'hypo- 
cycloïde  au  point  de  contact  correspondant. 

Soit  À  le  point  de  départ  commun  de  Tépicycloïde  et 
de  i'bypocycloïde;  Mie  point  de  contact  commun  des 
deux  cercles  dans  une  de  leurs  positions  quand  les  points 
décrivants  de  l'épicycloïde  et  de  Thypocycloïde  sont  m 
et  wf.  Le  cercle  dont  le  rayon  est  Mm'  et  qui  a  son  centre 
au  point  M  passera  par  m.  En  efTet,  M///  =  Mm, 
comme  cordes  d^arcs  égaux  dans  des  cercles  égaux,  car 
arc  Mm  =  arc  MA  =  arc  Mm'.  D'ailleurs,  ce  cercle  est 
constamment  tangent  à  l'épicycloïde  et  à  l'hypocycloïde, 
car,  d'après  la  propriété  fondamentale  de  ces  courbes. 
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Mm,  Mm'  leur  sont  respectivement  normales.  Le  théo- 
rème général  est  donc  démontré. 

Pour  en  tirer  le  théorème  particulier  énoncé  par 
M.  Catalan,  il  suffit  de  remarquer  que  Vhypocycloïde^ 
engendrée  par  un  cercle  roulant  dans  un  cercle  de  rayon 
double,  est  un  diamètre  du  grand  cercle.  Mais  cette  pro- 
priété est  trop  connue  pour  la  démontrer  ici. 


Question  670^ 

Pae  m.  CONTET, 
Élère  du  lycée  de  Besançon. 

Dans  r hyperbole  équUatère,  le  produit  de  la  distance 
d  *un  point  de  la  directrice  au  centre^  par  la  tangente 
de  r angle  sous  lequel  on  voit  de  ce  point  Vhyberbole^ 
égale  l'axe  transuerse,  (Faure.) 

Soit  l'hyperbole  équilatère 

La  distance  d^un  point  quelconque  P  (  —9  jS)  de  la  di- 
rectrice x=  --=  au  centre  de  Thyperbole  est 

V^  

Les  tangentes  a  l'hyperbole  devant  passer  par  le  point  P, 
on  aura  Téquation  de  condition 

P  =;=  /w  — s  ±  fl  V  "''  —  ^  > 

dans  laquelle  le  coefficient  angulaire  m  est  Tinconnue. 
Cette  équation,  mise  sous  forme  entière, 

—  /w^  4-  — p-  m  —  {/î'-h  PM  =  o, 

2        .  y'a 
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est  du  second  degré  -,  ses  deux  racines  donnent  les  direc- 
tions des  tangentes  menées  du  point  P  à  Thyperbole. 

L'angle  f^,  sous  lequel  on  voit  du  point  P  Thyperbole, 
est  donné  par  le  calcul  suivant 


tangp  = 


i-hmm'  r         2(rt»-i-B»)'l  /  a^ 

4'-- ^^  J  v^'+T 


on  a  donc 


/tangp==2a. 


C.    Q.    F.    D. 


Question  (»2S 

(f olr  I*  térte,  t.  I",  p.  99%)  ; 

Paa   m.    JAGQUIN. 

Les  six  points  milieux  des  côtés  et  des  diagonales 
d'un  quadrilatère  y  les  deux  points  oii  se  coupent  les 
côtés  apposés^  le  point  d* intersection  des  deux  diagO' 
nales^  sont  sur  une  même-ligne  du  second  degré. 

Ijorsque  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  appar- 
tiennent à  une  circonférence^  la  ligne  du  second  degré 


sur  laquelle  se  trouvent  les  neufs  points  désignés  est  une 
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hfperbole  équilatère  qui  passe  par  le  centre  de  la  circon- 
férence et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bis- 
sectrices  des  angles  que  forment  les  deux  diagonales  du 
quadrilatère. 

Soient  À6CD  le  quadrilatère^  P,  Q,  R,  S  les  milieux 
des  côtés  ÂB,  BC,  CD,  DA  \  O  le  point  d*intersection  des 
diagonales  AC,  BD,  que  je  prendrai  pour  axes  des  coor- 
données. 

Soient  de  plus  OA  =  a,  OB  =  ft,  OC  =  c,  OD  =  rf; 
les  équations  des  côtés  PS,  PQ,  QR,  RS  du  parallélo- 
gramme PQRS  seront  respectivement 

et  par  suite  celle  d'une  conique  passant  par  les  quatre 
points  P,  Q,  R,  S, 

(2j: — a){2x  —  c)  -h\[2y  —  ^)(2y  —  rf)  =  o. 
Celte  courbe  passera  au  point  O  si  Ton  a 

âtc 
ac-^Xbd^zQ.     d'où     X  =  — t-;* 

'  bd     ^ 

Remplaçant  X  par  cette  valeur,  Téquation  de  la  conique 
qui  passe  par  les  cinq  points  O,  P,  Q,  R,  S  sera 


(0 


bdx\X'^^-^\  — flrrfr i~)~^* 


et  sous  cette  forme  on  reconnaît  qu'elle  passe  aussi  par 
les  deux  points  H,  K,  milieux  des  diagonales  AC,  BD  du 
quadrilatère. 

On  vérifie  facilement  que  Téquation  (i)  de  la  conique 
est  satisfaite  par  les  coordonnées 

acib  —  d)  bdia  —  c) 

X  sr — -  j      ^=^        ^  ' 

ab  -^  cd  ab  —  cd 
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du  point  d'intersection  E  des  côtés  opposés  BC,  AD  du 
quadrilatère. 

On  vérifierait  aussi  de  la  même  manière  que  les  coor- 
données  du  point  d'intersection  F  des  deux  autres  côtés 
satisfont  à  cette  équation.  Ainsi  les  neuf  points  en  ques- 
tion sont  situés  sur  une  même  conique. 

Si  le  quadrilatère  ABCD  est  inscriptible,  ac  =^  bd  et 
Féquation  (i)  se  réduit  à 

(2)  4?» — y* jc  H f  =  o. 

Dans  ce  cas,  elle  représente  une  hyperbole  équilatère, 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  auic  bissectrices  des 
angles  formés  par  les  axes. 

Le  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  a  pour  équation 

x*-|-  ^»4-'2J?/cosO  —  (a  '\-c)x  —  [h'\-d)y  +  ac  =o, 

9  désignant  Tangle  des  axes.  Les  coordonnées  du  centre 
de  ce  cercle  seront  données  par  les  équations 

a  -A-c 
j:  H-  y  cos  0  = 9 

«        A  +  rf 

y  -h  j:  cos  ô  =  • 

Multipliant  la  première  par  x  et  la  deuxième  par  j^  et 
retranchant  membre  à  membre,  on  obtient  l'équation  (2). 
Donc  rhyperbole  passe  par  le  centre  du  cercle. 

Noie.  —  La  question  670  (p.  303)  a  encore  été  résolue  par  MM.  Selle- 
ron,  de  Trenquelléon,  Grouard^  Josselin,  Muzeau,  Du  pain,  Mirza-Nizam, 
Pioqaet,  de  Saint-Prix  et  TiTollier,  Léon  Dyrion,  du  Meanil,  Gonrtin  et 
Godart,  de  Vigneral. 


(  a68  ) 


COMPOSmON  M  MATUfiMATItllS 
PeOK  L'AMUSSION  k  l'ÉGOLB  POLYnCHMODE  IN  18(3; 

Solution  par  M.  ÀLFEKD-IsiDoaE-FBAifçois  SALLES  {*), 
Élève  da  lycée  de  Montpellier  (  classe  de  M.  Berger) 


On  donne  sur  un  plan  deux  circonférences  C  et  C'y 
d'un  point  A  de  C,  on  mène  des  tangentes  à  C,  on  joint 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes  ;  cette  droite  coupe 
la  tangente  menée  en  Èk  à  la  circonférence  C  en  un 
point  M  :  on  demande  V équation  du  lieu  décrit  par  M, 
lorsque  A  parcourt  la  circonférence  C. 

Examiner  les  différentes  formes  de  ce  lieu  selon  la 
grandeur  et  la  position  relative  des  circonférences  C 
etC 

Indiquer  les  cas  où,  il  se  décompose  :  faire  voir  que  le 
lieu  des  points  M  est  tangent  à  la  circonférence  C  en 
chacuri  des  points  d* intersection  de  cette  courbe  et  de  la 
circonférence  C 

Je  prends  pour  axe  des  j' l'axe  radical  des  deux  circon- 
férences données  \  pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres^  les 
équations  des  deux  circonférences  seront  alors 

(i)  or* -h/' — 'xa  X — A*  =  o, 

(2)  JP*-hr'  —  aa'x  —  /-'sso. 

a  désigne  la  distance  CO  du  centre  de  la  première  cir- 
conférence à  rorigine,  distance  que  nous  pouvons  tou- 
jours regarder  comme  positive  \  a'  désigne  la  distance  CO 


C)  Reçu  le  35",  aujourd'hui  le  9".  Cette  compositiou  a  ou  la  note  18. 
Nous  la  reproduisons  textuellement  sans  même  corriger  quelques  légères 
incorrections  ou  inadvertances. 


qui  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives, 


Fk;  I 


excepté  cependant  la  valeur  a.   Les  polaires  du  point 
(a,  |3)  par  rapport  aux  courbes  (i)  et  (3)  sont 

ol(x  —  «)-+-Pj  —  o  X  —  X^  =  o, 
a(ar--fl')  4- p/ —  «'«,— A"»  =  o; 

les  abscisses  dHntersection  de  ces  deux  droites  s'obtiennent 
facilement  en  retranchant  leurs  équations.  On  trouve  ainsi 


/ 

i 


J  = 


A* 


P 


la  valeur  x  =  —  «  (*)  donne  un  théorème  de  Géométrie 
inutile  à  énoncer.  Si  maintenant  le  point  (a,  |3)  décrit 
une  courbe  quelconque/* (a,  /3)  =  o,  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  deux  polaires  d'un  point  (a,  ^)  de  cette 
courbe  aura  pour  équation 


/  -^, 


o. 


(")  n  Talait  mieax  déduire  de  là,  comme  Tont  fait  quelques  candidats, 
une  coDStmetion  du  lieu  plus  simple  que  colle  de  renoncé.  On  mène  à  la 
dreonfêrence  C  une  tangente  AB  au  point  k  de  cette  courbe  :  cette  droite 
eaupe  Vaxe  radical  Ojr  en  un  point  B;  on  prolonge  AB,  et  sur  ce  prolonge • 
meni  on  prend  BNr=  AB.  Le  point  N  décrit  le  lieu. 


\ 


l 


(  ^7^  ) 
Si  le  poini  (a,  j3)  décrit  une  droite,  le  point  (r^  j)  décrit 
une  conique.  En  eflet,  si  on  a 

Aa-4-Bp-hC  =  0, 

on  aura 

—  Aorj-  -hBx»  -h  C^  —  Bit»  =  o, 

hyperbole  passant  slux  points  B,  V  et  dont  l'équation  ne 
dépend  que  de  k^  ;  ainsi  ce  lieu  est  le  même  pour  tous  les 
cercles  qui  ont  même  axe  radical,  c'est-à-dire  pour  tous 
les  cercles  qui  ont  quatre  points  communs  (*).  Celte  re- 
marque est  susceptible  de  généralisation  ;  quelle  que  soit 
la  fonctiony*(a,  P)  =  o,  le  lieu  du  point  (x,  y)  restera  le 
même  pour  toutes  les  coniques  qui  ont  quatre  points 
communs.  Cela  résulte  de  Téquation 


mais  c'est  aussi  une  conséquence  de  ce  théorème  connu  : 
les  polaires  d'un  point  fixe  par  rapport  à  toutes  les  co- 
niques circonscrites  à  un  quadrilatère  se  coupent  en  un 
même  point.  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  particu- 
lier où  le  point  (a,  j3)  décrit  le  cercle  (i)  :  on  a 

donc  le  lieu  du  point  M  demandé  a  pour  équation 
(3)  x'-h^        ,    ^"h^ax—i^:=:o. 

Multiplions  par  jr^  après  nous  être  assuré  que  Taxe  desx 
ne  fait  point  partie  du  lieu  :  l'équation  du  lieu  du  point  M 
s  écrit 

(A)  r»= — i — Z: — i 

Avant  de  discuter  celte  équation,  qui  ne  dépend  nulle- 

(*)  Dont  deux  à  rinfini.  P. 


•      (  a?») 
ment    du   cercle  (2)    (^),  je  vais   montrer    que   cette 
courbe  (4)  est  tangente  au  cercle  (1)  aux  points  B  et  B'. 
Cherchons  Y  intersection  de   (i)  et  de  (4)   {**)  :  on  a 
pour  déterminer  les  abscisses  d'intersection  Téquation 

équation  qui  se  réduit  à 

4(fl»4-^')x>=o; 
mais  on  a,  en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  (i), 

*'  =  R»  —  a\ 

Donc,  comme  R  n'est  pas  nul,  Fintersection  de  (i)  et  de 
(4)  est  fournie  par  Tintersection  de  (1)  avec  les  droites 
x=  0  et  x=o.  Donc  (i)  et  (4)  sont  tangentes  en  B  et  B\ 
et  cela  quel  que  soit  R',  positif,  nul  ou  négatif.  On  a 
toujours  encore 


-  (flA> -h  3  ^'O?  —  3  <7X' —  «*), 


(5)  £^  : r—  • 

[k^ — li.ax  —  x'^y 

(*)  Le  rayoD  de  ce  cercle  n*ayant  aucune  influence  sur  le  Heu  cherché, 
en  le  supposant  infini  on  panrient  à  la  construction  indiquée  dans  la 
note  précédenle  (p.  ^69).  En  supposant  ce  rayon  nul,  on  ramène  le  pro- 
blème au  suivant  :  Vne  circonférence  {C)  et  un  point  fixe  F  iont  donnée  ;  on 
mène  une  tangente  à  (C)  au  point  A  de  cette  courbe,  on  prend  sur  cette  tan- 
gente une  longueur  AM  vue  du  point  F  sous  un  angle  droit  :  lorsque  A  par^ 
court  la  circonférence  (C),  quel  est  le  lieu  décrit  par  te  po>nt  M? Le  lieu  de 
la  composition  est  encore  identique  :  |0  an  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  une  conique  et  à  une  certaine  parabole  ayant  le  même 
^le  focal  et  un  foyer  commun;  79  au  lieu  des  points  de  contact  sur  ufie 
ciroonCérence  mobile  ayant  même  axe  rfidical  qn*une  ciMonférenee  flxe, 
dej  tangentes  communes  à  ces  deux  circonférences;  3^  au  lieu  de  la  se* 
conde  composition,  rapportée  dans  le  numéro  de  décembre  i863,  p.  55i. 

(  Communiqué,  ) 

(**}  Le  numéro  qui  rappelle  une  équation  peut  aussi  désigner  la  courbe 
que  cette  équation  représente;  mais  dans  ce  cas  il  faudrait  dire  Tinter- 
section  des  courbes  (1)  et  (4).  En  répétant  le  mot  courbe  derant  le  nu- 


(  ^7^  ) 

Discussion  de  la  courbe  (4)* 

Je  disiingoerai  trois  cas  : 

Premier  cas  :  Âr*  ^  o.  —  Comme  on  a  A:"  =  R*  —  a*, 
R  sera  plus  grand  que  a  ;  d^aillcurs 

x*-+.2flx  — /•»  =  (j:4-fl-hR)(«-+-a  —  R); 
la  courbe  (4)  déifient  donc 

•^  ~  (R— ar  — ^)(R4-x  +  fl)' 

courbe  qui  ne  coupe  pas  l'axe  Ox ,  qui  rencontre  Taxe  Oj 


aux  deux  points  B,  B',  et  comprise  entre  les  deux  droites 

asymptotes 

x  =  R  —  «, 

4:  =  — (R-hfl). 

Cela  donne  déjà  une  idée  de  la  forme  de  la  courbe.  Pour 
achever  de  le  déterminer,  je  vais  étudier  la  dérivée  (5). 
Pour  tout  point  de  la  courbe^  h*  —  a  or  —  x*  >  o,  et 
comme  nous  pouvons  nous  borner  à  considérer  les  points 


méro,  on  ériter&it  des  incorrections  choquantes  comme  celle-ci  :  un  et 
quatre  sont  tangentes.  P. 


(a73) 
s'uués  au-dessus  de  Ox,  il  s'ensuil  que 

3 

L*étude  de  la  dérivée  revient  donc  à  Tétude  de  la  fonc- 
tion aÀ"*-h3A''jî — 3ax' — -x*.  Considérons  Téquation 
du  troisième  degré 

remplaçons  h*  par  R* —  a*,  elle  devient 

/(x)  =  jp' H- 3ax>— 3 (R»— «»)x  —  ii{R»— fl» )  =  o. 

Celte  équation  a  trois  racines  réelles,  ce  que  montre  le 
tableau  suivant  ; 


(6) 


t 

1 

/(') 

i 

-4-00 

-h  00 

R  — a 

-îR» 

> 

o 

-a(R»-ii«) 

a 

""5 

8a» 

37 

-(R-h«) 

-4-aR* 

1 

—•00 

—  00 

L^on  voit  par  là  que  la  tangente  de  la  courbe  (4)  est  hori- 
zontale seulement  en  un  point  dont  Tabscisse  est  comprise 

entre  cet  —  •?;  les  deux  autres  racines  ne  conviennent 

pas  évidemment  à  la  courbe.  On  conclut  de  là  que  la 
courbe  (4)  &  rigoureusement  [*)  la  forme  indiquée* 
L*équation  (5)  peut  montrer  ce  que  nous  avons   déjà 


(*)  Ce  mot  éUii  bien  inutilB  ici.  P. 

Atut.  de  Êtaihémat.,  a«  sériey  t.  Ilf.  (Juin  1864.)  iB 
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VU  :  que  (4)  est  tangente  à  (i)  aux  poîola   B  et  B'. 
En  effety  faisons  dans  (5)  xzszo^  il  vient  ^  =  -=•;  c'est 

précisëment  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  B  au 
cercle  (i). 

Dans  ce  cas,  Téquation  (4)  n^  peut  jamais  s** abaisser. 
En  effet,  pour  que  cela  eât  lieu,  il  faudrait  que  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  de  jr^  aient  des  racines  com- 
munes, ce  qui  est  impossible,  le  numérateur  n^ayant  que 
des  racines  imaginaires,  le  dénominateur  que  des  racines 
réelles.  Lorsque  a  c=  o,  le  cercle  (i)  est  décrit  sur  BB' 
comme  diamètre;  la  courbe  admet  alors  le  point  O  pour 
centre,  la  dérivée  s'annule  par  07=  o,  Féquation  (4)  de- 
vient 


r'  = 


^*  — X»  R»  — x» 


courbe  que  Ton  rencontre  dans  divers  problèmes  sur  le 
cercle. 

Deuxième  cas  :  A'  =  o.  —  Dans  le  cas  précédent^  les 
cercles  (i)  et  (a)  se  coupaient  en  deux  points  réels  :  ici, 
ils  sont  tangents.  L'équation  (4)  devient 


(x-é-  2fl).X 


et  se  décompose  en  deux  j:  =  o  :  c'est  l'axe  des  j^  qui  ap- 
partient au  lieu  (car  les  polaires  du  point  O  relatives  à 
tous  les  cercles  tangents  à  Oy  en  O  coïncident),  et 


X  -«h  2« 


cissoïde,  courbe  connue  qu'il  me  semble  inutile  de  discu- 
ter ici,  et  dont  il  n'y  a  pas  lieu  de  rappeler  les  propriétés: 
la  construction  de  la  tourbe  donnée  par  Nev?ton,  la  con- 
struction de  la  tangente  en  un  point  fondée  sur  te  centre 


(='75) 
instantané  de  rotation,  ou  bien  sur  la  propriété  dont 

Fie.  3. 
y 


jouît  la  cissoïde  d*ètre  la  podairc d*une  parabole,  etc.,  etc. 
On  peut  remarquer  encore  que  dans  ce  cas  la  courbe  (4) 
est  tangente. aux  points  B,  B'  confondus  en  O  :  en  effet, 
Oj  fait  parti  du  lieu. 

Troisième  cas  ;  A*  <^  o. —  Les  deux  cercles  se  coupent 

FiG.  4. 


0 


en  denx  points  imaginaires.  Comme  on  a  toujours 
A*  =  R*  —  rt*,  fl  suit  que  R<[a,  Téquation  (4)  s'écrit 
toujours 


X'  = 


(x'-h^M* 


(X»+R»-~Q»)^ 


(R4-^-hfl)(R  — «  — fl)       (R-hx-hfl)(R  — jr  — fl)* 

i8. 


(  ^76) 

Les  deux  asymptotes  qui  limitent  la  courbe  sont 

ar  =  — («— R); 

elles  sont  toutes  deux  à  gauche  de  Oy,  La  courbe  coupe 
Taxe  des  x  en  deux  points 

*  =  ±  ^a^  —  R*. 
On  reconnaît  facilement  que 

n  — R<H-V^a»— RS     fl-i-R>v^a»-4-K*. 

Le  point  L  est  donc  un  point  isole  ]  le  point  L^  est  un  point 
de  la  courbe.  Il  me  semble  que  ces  deux  points  L  et  L' 
sont  les  points  limites  de  M.  Poncelet.  D^ailleurs,  comme 
la  dérivée  (5)  ne  s'annule  pas  pour 


ar=  —  v^a»  — R», 

il  s'ensuit  que  la  courbe  a  la  forme  indiquée.  Le  point 
L'  est  un  point  double  \  en  effet,  dans  l'équation  qui  pré- 
cède (5),  on  voit  que  lorsque  x*-f*k*  =  o,  auquel  cas 
y  =  o,  cette  équation  devient 

aJC 

Pour  trouver  les  tangentes  au  point  L',  il  faudrait  recou- 


(*]  Inacheté.  Pliuieun  candidats  ont  pensé  qoe  la  courbe  toudiaii  Taxe 
des  X  au  point  L',  parce  qu'ils  obtenaient  un  carré  parfait  en  faisant 
j"  =  0.  Mais  le  point  en  question  étant  multiple,  cette  circonstance  ne  pou- 
tait  rien  apprendre  sur  la  direction  de  la  tangente. 


(  277  ) 
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RHAROUIS 
Sir  les  €§BpMili0is  le  Trigoioaitrie  et  le  HathéBatf^ies  faites  ei  1 865 

poir  l'alaissioi  à  TÉcoie  Poijtecbiiqie. 


Composition  de  Trigonoméfrie. 

On  a  indique,  Tannée  dernière  [voir  le  numéro  de 
juin  i863,  p.  a8i),  les  fautes  qui  se  rencontrent  le  plus 
fréquemment  dans  la  composition  de  Trigonométrie.  Il 
serait  inutile  d*en  reproduire  le  tableau^  qui  est  à  peu 
près  le  même  tous  les  ans.  La  plupart  sont  des  fautes 
dMnattention  et  tiennent  au  manque  d^habitude.  Un 
élève  qui  a  résolu  une  dizaine  de  triangles  n*est  pas  ex- 
posé à  prendre  un  sinus  dans  la  colonne  des  tangentes, 
ou  à  commettre  d^autres  bévues  de  ce  genre.  Quant  aux 
formules  fausses,  outre  quMl  est  bien  facile  de  les  éviter 
en  consultant  rinairuction  qui  accompagne  les  tables,  un 
peu  d'attention  sufSt  souvent  pour  s'apercevoir  de  leur 
inexactitude.  Par  exemple,  il  est  visible  que  la  formule 

(a  —  b)  Gos-G 

a 

cos-fA  —  B) 

est  fausse,  puisqu'elle  donnerait  c  =  o,  pour  az=:  b^ 
quel  que  soit  C.  On  est  également  inexcusable  lorsqu'on 
écrit  des  résultats  dont  Tabsurdité  est  évidente.  Le  meil- 
leur calculateur  peut  se  tromper,  mais  il  n^iuscrira 
jamais  des  valeurs  comme  les  suivantes  : 

A=35%       B  =  48»,     C  =  34% 
ou 

a  =  2245,     b  =  57.8,     c  =  46. 

Il  verrait  bien,  dans  le  premier  cas,  que  la  somme  des 


{  ^7^) 
angles  est  moindre  que  i8o  degrés,  et  dans  le  second, 
que  le  côté  a  est  supérieur  à  la  somme  des  deux  autres; 
mais  certains  candidats  calculent  pour  ainsi  dire  les  yeux 
fermés,  et  on  en  a  vu  trouver  pour  les  angles  des  va- 
leurs négatives,  sans  manifester  le  moindre  doute  au  su- 
jet d'un  si  étrange  résultat. 

M.  Hoûel  nous  a  communiqué,  à  Toccasion  des  remar- 
ques de  i863)  plusieurs  observations,  que  nos  lecteurs 
seront  bien  aises  de  trouver  ici.  On  avait  dit  que  les  er- 
reurs de  transcription  provenaient  sans  doute  de  Fhabi- 
tude  d'épeler  le  logarithme  trouvé  dans  la  table,  au  lieu  de 
l'énoncer.  Tel  n  est  pas  l'avis  de  M.  Hoûel, 

»  Vous  dites  que  pour  éviter  les  erreurs  de  transcrip- 
tion des  logarithmes,  il  vaut  mieux  les  énoncer  que  les 
épeler.  Je  suis  arrivé  à  une  conclusion  toute  contraire, 
et  pour  diminuer  le  nombre  des  erreurs  je  ne  trouve  pas 
de  meilleur  remède  que  d'épeler  le  nombre  tout  entier^ 
en  énonçant  chaque  chiffre  mentaletnent,  à  intervalles 
égaux,  en  mesure.  Pour  cela,  au  lieu  de  zéro,  qui  est  de 
deux  syllabes,  je  dis  simplement  O.  Cela  fait,  le  nombre 
reste  parfaitement  gravé  dans  Toreille  pendant  le  temps 
nécessaire  pour  sa  transcription.  Cette  transcription 
faite,  on  recommence  de  nouveau,  et  avec  beaucoup  d'at- 
tention, la  lecture  du  nombre,  et  il  est  très-aisé  de  voir 
si  cette  seconde  lecture  s'accorde  avec  la  première.  » 

Le  moyen  semble  fort  bon,  puisqu'il  est  entendu  que 
ce  n'est  pas  d'une  simple  épellation  qu'il  s'agit,  mais 
d'une  épellation  en  mesure.  Mais  ce  nN^st  pas  ainsi  que 
les  élèves  la  pratiquent.  Ils  écrivent  chilTre  par  chiffre, 
en  faisant  autant  de  voyages,  de  leur  copie  à  la  table, 
qu'il  y  a  de  chiffres  à  écrire.  C'est  évidemment  une  mau- 
vaise méthode. . 

Au  reste,  en  conseillant  d'énoncer  le  logarithme  à 
transcrire,  nous  ne  prétendons  pas  qu'on  doive  l'énoncer 


t  ^79  ) 
eu  eutîiîr,  mais  seulement  par  tranchesi  Ainsi,  3a43sta7 
se  proDOQcerait  :  trois  cent  vingt-€|uatre  ^  treoDe-deux  ; 
vingt -sept* 

a  Je  vous  signalerai  en  outre,  continue  M.  Houel, 
une  autre  recommandation  qu'il  serait  bon  de  faire  aux 
candidats  et  que  je  fais  constamment  k  tous  ceux  que  je 
vois.  Malheureusement,  étant  seul  à  parler,  je  parle  dans 
le  désert:  c'est  de  se  servir,  pour  les  interpolations,  de 
la  règle  à  calcul,  cet  admirable  petit  instrument  que  Ton 
a  discrédité  en  voulant  le  faire  servir  a  trop  d'usages, 
mais  qui  n'en  est  pas  moins  précieux  quand  if  s'agit  de 
multiplications  ou  de  divisions  qui  ne  dépassent  pas  deux 
ou  trois  chiffres.  Il  existe  contre  cet  instrument,  dans  le 
corps  enseignant,  un  préjugé  regrettable. 

»  Il  y  a  bien  encore  une  critique  que  j'aurais  à  faire 
sur  l'usage  du  nombre  cabalistique  de  7  décimales.  Un 
savant  distingué  m^écrivait  dernièrement  que  l'inutile 
emploi  d'un  si  grand  nombre  de  décimales  était  ce  qui 
avait  le  plus  nui  a  la  propagation  des  logarithmes.  Mais 
ceci  ne  dépend  pas  des  professeurs  ni  des  élèves  (^)< 

»  En  pratique,  il  est  beaucoup  plus  commode  de  s'ac* 
cou  tu  mer  à  considérer  les  diiTérences  tabulaires,  tantôt 
comme  additives,  tantôt  comme  soustractives.  Pour 
éviter  les  erreurs  qui  peuvent  naître  de  celte  cause,  il 
faut  toujours,  après  l'interpolation,  s'assurer  que  le  lo- 
garithme est  compris  entre  les  deux  qui  correspondent 
aux  arguments  entre  lesquels  se  trouve  l'argument  donné. 
C'est  une  précaution  indispensable,  surtout  pour  les 
commençants.   » 


(*)  M.  Hoâel  a  raiioo  :  quatre  oa  «inq  décimales  solBseiit  ordinaire* 
meDt.  Mais  les  programmes  ayant  prescrit  l'usage  des  tables  à  sept  dé- 
cimales, il  faut  bien  que  les  élèves  se  serrent  de  ces  tables.  S'il  y  a  temps 
perda,  cela  regarde  les  tai*nnis  pratiquas  Auxquels  nous  devons  les  pro- 
grammes. 


(  28o  ) 

Nous  n'ajouterons  rien  à  ces  sages  recommandations, 
mais  nous  rappellerons  aux  candidats  qu'ils  doivent 
mettre  sur  leur  copie  tous  les  calculs  accessoires,  dont  la 
connaissance  est  indispensable  au  correcteur  pour  recon- 
naître Torigine  et  l'importance  des  fautes  commises.  Il 
convient,  à  cet  eflet,  de  diviser  la  page  en  deux  colonnes 
(non  compris  la  marge,  -qui  doit  être  laissée  vide  pour 
les  corrections).  Dans  l'une  se  trouveront  les  calculs 
accessoires,  dans  Tautre  les  valeurs  définitives  des  loga- 
rithmes et  les  calculs  effectués  sur  eux  pour  arriver  aux 
résultats. 

Composition  de  Mathématiques, 

La  composition  de  Mathématiques  a  donné  an  correc- 
teur l'occasion  d^observer  que  la  plupart  des  élèves  ne  se 
font  pas  une  idée  bien  nette  de  ce  qu'on  doit  entendre 
par  la  discussion  d'un  problème.  Presque  tous  s'imagi- 
nent qu'il  n'y  a  qu'à  examiner  isolément  les  cas  singu- 
liers et  pour  ainsi  dire  exceptionnels  qui  se  présentent. 
Un  cas  particulier  très-simple,  dont  la  solution  est  évi- 
dente, peut  servir  à  vérifier  une  formule»  mais  il  n'entre 
en  général  dans  la  discussion  d'un  problème  que  d'une 
manière  incidente  et  comme  marquant  une  limite  à  cer- 
taines modifications  que  la  solution  éprouve  quand  on 
fait  varier  les  données  d'une  manière  continue. 

Yoici  la  marche  qu'il  convenait  de  suivrç.  La  défini* 
tion  du  lieu  étant  géométrique,  son  aspect  général  de- 
vait se  déduire  de  la  construction  même  indiquée  par 
renoncé.  La  symétrie  de  la  courbe,  par  rapport  à  la 
ligne  des  centres,  l'existence  de  branches  infinies,  les 
directions  asyniptotiques,  tout  cela  résultait  sans  elTort 
d'un  premier  coup  d'œil  jeté  sur  la  question. 

Les  autres  piopriétés  de  la  courbe  étant  plus  cachées, 
on  au  rai  C  risqué  de  perdre  son  temps  à  les  chercher  par 
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une  voie  purement  géométrique.  Il  fallait  donc  recourir 
au  calcul  et  tout  d'abord  choisir  des  axes  convenables. 
La  ligne  des  centres  se  présentait  naturellement  comme 
axe  des  x.  Quant  à  Taxe  des^,  on  pouvait  prendre  la 
sécante  commune,   les  points  dMntersection   des   deux 
circonférences  devant  nécessairement  appartenir  au  lieu; 
mais  cela  n'était  pas  indispensable.   En  prenant  pour 
origine  le  centre  de  la  première  circonférence,  ce  qui 
simplifiait  l'équation  de  la  tangente  à  cette  ligne,  on 
arrivait  à  une  équation  susceptible  d'être  simplifiée  par 
un  déplacement  de  Torigine,  ce  qui  conduisait  à  prendre 
Taxe  radical  pour  axe  des  j.  Beaucoup  d'élèves  ne  l'ont 
pas  vu.  Ayant  trouve  un  terme  de  la  forme  (x  —  a)*, 
au  lieu  de  ch/inger  x  —  a,  en  x,  ce  qui  abrégeait  beau- 
coup)  ils  ont  développé  et  obtenu  une  expression  com- 
pliquée. Il  était  pourtant  possible  de  tirer  on  bon  parti  de 
l'équation  obtenue,  en  conservant   (x — a)'.  Il  aurait 
suffi  pour  cela,  suivant  l'excellent  conseil  de  M.  P.  Serret 
(voir  p.  49)9  <l6  ne  pas  développer,  dès  le  commence- 
ment, les  diverses  fonctions  qui  entrent  dans  le  calcul, 
et  de  les  retenir  au  contraire  jusqu'à  la  fin  sous  leur 
forme  la  plus  concise. 

Toute  transformation  algébrique  sans  but  nettement 
déterminé  constitue  une  opération  mécanique,  inintelli- 
gente, ne  pouvant  conduire  à  un  résultat  que  par  hasard. 
Or,  il  n^est  pas  prudent  de  compter  sur  le  hasard  dans 
une  composition.  L'Algèbre  est  comme  un  instrument 
qui  n'a  de  valeur  que  par  l'intelligence  qui  le  met  en 
oeuvre.  Sous  ce  rapport,  le  correcteur  a  reconnu  chez  un 
grand  nombre  d'élèves  la  mauvaise  habitude  d'abandon- 
ner la  réflexion  pour  le  calcul.  On  a  groupé  des  termes, 
complété  des  carrés,  décomposé  des  produits,  etc. ,  tout  cela 
sans  but  apparent,  et,  disous*le  aussi,  sans  résultat.  Que 
pouvait  espérer  l'élève  qui,  après  avoir  obtenu  une  équa- 
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tion  fort  simple,  ce  qui  est  déjà  un  grand  bonheur,  a 
perdu  beaucoup  de  papier  et,  chose  bien  plus  précieuse, 
beaucoup  de  temps,  k  la  compliquer  sous  cette  forme 
étrange  : 

-+-(jr'-hr*)  (R^  —  2RV»  -i-  aR»rfr  —  K^dx)  =  o? 

Sans  doute,  il  était  à  la  recherche  de  quelque  artifice 
de  calcul  et  il  espérait  le  trouver  sur  sa  route.  Mais  les  ar- 
tifices de  calcul  sont  comme  l'esprit,  il  ne  faut  pas 
courir  après.  D'ailleurs,  ces  décompositions  savantes, 
au  moyen  desquelles  on  résout  en  deux  traits  de  plume 
des  prd[Jèmes  fort  diflSciles,  ont  été  imaginées  le  plus 
souvent  après  coup,  par  des  gens  dénués  d'initiative,  qui 
connaissaient  le  résultat  d'avance  et  s'arrangeaient  de 
manière  k  le  retrouver. 

L'équation  obtenue,  il  s'agissait  d'en  tirer  parti.  Il 
fallait  pour  cela  traiter  un  cas  assez  étendu,  par  exemple 
celui  des  cercles  extérieurs,  et  faire  ensuite  varier  les 
données  d'une  manière  continue.  On  obtenait  aisément, 
et  par  l'application  des  plus  simples  règles  de  la  Géomé- 
trie analytique,  une  courbe  composée  de  deux  branches, 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x^  rencontrant  cet 
axe  en  un  même  point,  qui  est  pour  chaque  branche  un 
point  d'inflexion.  Il  existe  deux  asymptotes  parallèles 
k  l'axe  des  jr. 

Pour  obtenir  ensuite  la  courbe  dans  les  autres  cas,  on 
pouvait  faire  décroître  progressivement  la  ligne  des  cen- 
tres, et  Ion  trouvait  une  cissoïde  dans  le  cas  des  cercles 
tangents  extérieurement,  deux  branches  séparées  l'une  de 
Tautre  dans  le  cas  des  cercles  extérieurs,  de  nouveau  une 
cissoïde  dans  le  cas  des  cercles  tangents  intérieurement; 
une  courbe  analogue  à  celle  trouvée  en  premier  lieu,  dans 
le  cas  des  cercles  extérieurs,  laquelle  passe  tout  eniièiT 
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à  Tinfini  quaud  les  deux  cercles  deviennent  concentriques. 
L'équation  de  la  courbe  montrait  que  le  rayon  de  la  cir« 
conférence  {C)  ne  pouvait  avoir  aucune  influence  sur  la 
forme  du  lieu.  Ainsi,  les  cas  de  R  >  R',  R  =  R',  R  <  R', 
examinés  par  quelques-uns,  ne  présentaient  aucun  in^ 
térèt. 

D'ailleurs,  la  partie  de  l'énoncé  où  Ton  demandait  la 
forme  de  la  courbe  suivant  les  diverses  positions  rela- 
tives des  deux  cercles  traçait  clairement  la  marcbe  à 
suivre  dans  la  discussion. 

Telles  sont  les  observations  du  correcteur  en  ce  qui 
o<moeme  le  fond  de  )a  question.  Pour  ce  qui  regarde  la 
forme,  il  a  trouvé  quelques  compositions  très-bien  rédi- 
gées,  d'autres  passablement,  et  d'autres  tout  à  fait  mal. 
Quelques-unes  même  ressemblaient  à  des  notes  prises  a 
la  volée,  comme  on  les  écrirait  en  assistant  à  un  cours. 
En  voici  des  échantillons  textuels  : 

«  On  voit  donc  que  ces  directrices  (celles  des  asymp- 
totes) sont  deulc  fois  Taxe  dey,  et  les  deux  autres  sont 
imaginaires.  » 
«  Le  lieu  prend  la  forme  o  =;  o.   ))^ 
<t  Telle  est  l'éq.  des  a  tg.  » 
«  Si  je:  —  Xi  =  o,  j\  =  t'  donc  tg.  w 
«  Le  lieu  est  tangent  en  R  à  Taxe  des  x,  » 
u  Cbercbons  TintiTsection  de  (i)  avec  (6);  ou  avec 
uue  oomb.  de  (i  )  et  de  (6).  » 

tt  En  substituant  nous  aurons  pour  (5).  » 
*  Deux  points  A',  A'' d'abscisses  a',  «"(*).   >» 
«  Une  pp  à  OO'.   » 


(*)  On  dit  quelquefois  une  ellipse  d^axes  m  et  b,  un  cercle  de  rajon  R,  etc.» 
mais  à  tort;  dirait-on  un  cercle  de  rayom  deux  mètres?  Le  respect  de  la 
Uogoe  et  la  profondeur  peuvent  très-bien  se  concilier,  comme  Ton! 
montré  par  leur  exemple  les  plus  grands  gcomèu^s. 
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«  Il  me  vient  pour  le  lieu.   » 
«  y  sera  Imaginaire  pour  des  valeurs  >  ou  <^.   » 
Les  élèves  peuvent  être  rangés  dans  trois  cat^ories  : 
1^  ceux  qui  calculent  sans  réfléchir;  2^  ceux  qui  calcu- 
lent d'abord  et  réfléchissent  ensuite;  3^  ceux  qui  com- 
mencent par  réfléchir  et  ne  calculent  que  pour  développer 
leur  pensée.  Ces  derniers  sont  seuls  capables  de  bien 
rédiger,  car,  maîtres  de  leur  sujet,  ils  peuvent  en  exposer 
les  diverses  parties  dans  l'ordre  le  plus  convenable  et  avec 
la  précision  nécessaire.  Une  bonne  exposition  est  donc 
une  preuve  d'intelligence  et  de  goût,  qualités  précieuses 
dont  le  correcteur  comme  l'examinateur  ne  peuvent  man- 
quer de  tenir  compte  dans  leur  appréciation.         P. 


GORRKSPONDANGB. 

Extrait  d*une  Lettre  de  M.  FrejïeT)  professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Lyon . 

a  Permettez-moi  de  recourir  à  la  publicité  de  votre 
excellent  journal  pour  une  petite  question  de  priorité. 
Dans  le  beau  Traité  de  Calcul  différentiel  que  vient  de 
publier  M.  Bertrand,  on  trouve^  n**  590,  des  formules 
relatives  aux  courbes  à  double  courbure,  et.qui  sont  l'ex- 
pression du  théorème  que  voici  : 

»  Le  rapport  des  flexions  d'une  courbe  en  un  point 
»  est  égal  au  rapport  des  accroissements  que  subissent^ 
»  en  passant  de  ce  point  à  un  point  infiniment  ^voisin, 
»  les  cosinus  des  angles  d'une  droite  quelconque  avec  la 
»  tangente  et  l'axe  (*).  » 

(*)  Vaxe  est  ici  la  perpendiculaire  au  plan  08culaleur(r//^j<>,  p.  35)1 
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1»  Ces  formules,  attribuées  par  M.  Bertrand  à  M.  Ser- 
ret,  je  les  ai  revendiquées  pour  mon  compte  dans  un  tra- 
vail qui  fait  partie  du  tome  XII  des  Noui^elles  Annales 
de  MalhémcUiques ,  Il  est  vrai  que  ce  volume  est  celui  de 
l'année  i853,  tandis  que  l'extrait  d'une  lettre,  où  M.  Ser- 
ret  les  a  démontrées  pour  la  première  fois,  figure  dans 
Tédition  du  grand  ouvrage  de  Monge  (p.  56i),  publiée 
par  M.  Liouville  en  i85o.  Mais  je  renouvelle  ici  une 
affirmation  déjà  consignée  dans  le  tome  XII  des  Nou- 
vielles  AnnaleSy  et  que  le  témoignage  de  M.  Liouville 
appuierait  au  besoin  :  c'est  que,  dès  Tannée  18479  l'il- 
lustre rédacteur  du  Journal  de  Mathématiques  avait 
entre  les  mains  un  manuscrit  de  moi  contenant  ces  for- 
mules et  plusieurs  de  leurs  conséquences.  Aussitôt  que 
la  nouvelle  édition  de  Tœuvre  de  Monge  me  fut  connue, 
et  ce  ne  fut  qu'en   i852,  j'adressai  une  réclamation  à 
M.  Liouville,  qui  voulut  bien  Taccueillir  et  fit  insérer 
mon  travail  dans  le  journal  qu'il  dirige.  Toutefois,  je 
suis  bien  loin  de  m'étonner  que  M,  Bertrand,  dont  j'ai 
d'ailleurs  personnellement  éprouvé  l'esprit  de  justice  et 
l'extrême  obligeance,  ait  pensé  que  M.  Serret  avait  le 
premier  donné  ces  formules,  car  il  a  ignoré  jusquHci 
l'existence  de  tout  document  imprimé  sur  ce  sujet-là  an- 
térieurement à  i8do.  Mais  la  vérité  est  qu'il  existe  un  tel 
document,  dont  l'impression  remonte  au  mois  de  juillet 
1847  9  c*^^  le  programme  même  de  la  Thèse  dont  le  Jour* 
nal  de  Mathématiques  de    i852  contient   le  résumé. 
Dans  Fexemplaire  de  ce  programme  que  j'ai  l'honneur 
de  vous  envoyer  avec  cette  lettre,  vous  trouverez.  Mon- 
sieur le  Rédacteur,  Féiionçé  littéral  du  théorème  que  je 
cite  en  commençant,  théorème  qui  n'est  que  la  traduc- 
tion géométrique  de  mes  formules,  et  dans  l'expression 
duquel  M.  Serret  s'est  naturellement  rencontré  avec  moi, 
en  écrivant  une  des  Notes  dont  il  a  enrichi  la  sixième 
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édiiion  du  Traité  élémenîiUre  de  Lacroix  (*).  Cette  pièce 
imprimée,  que  je  remets  en  vos  mains,  et  qui  porte  ouïe 
date  irrécusable,  me  paratt  justifier  pleinement  ma  récla- 
mation de  priorité.  » 

JVip(e  du  Réâaeîeur,  ~  Thèse  tar  tes  Jbiufiion*  ^mi  ierveni  k  détenmmtr 
l* attraction  des  sphéroïdes  ÇÊtelcon^u^;  par  F.  F&BincT,  attolen  élére  de 
rÉcoIe  Normale,  professeur  de  Mâthémaliqnea  spéciales  au  collège  royal 
deToulome.  Toulouse,  typographie  de  A.  Chauvin  etC^";  i847;iii-4  de  36p. 
A  la  page  35  oomnence  le  Programme  d*une  Thèse  sur  quelques  propriMs 
générales  des  courbes  à  double  courbure.  Le  théorème  revendiqué  s'y  tromre 
au  premier  alinéa  dans  les  termes  cités  plus  haut.  La  réclamation  de 
M.  Frenet  est  donc  parfaitement  fondée.  11  est  fAcbeox  que  H.  Frenet  ait 
été  moilns  explicite  dans  Textrait  qu*il  a  donné  en  i85a.  Pwir  qn'uo  théo- 
rème frappe  l'esprit  du  lecteur,  il  faut  qo*i1  sott  énoncé,  et  il  ne  suffit 
pas  qu*on  puisse  le  conclure  du  rapprochement  de  quelques  formules. 


BOLLITIR. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gauthier'  Vtllars,  quai  des  Augastins,  55.  ) 


XIX. 

Le  Roux  (F.-P.),  professeur  de  Géométrie  élémentaire  et 
de  Géométrie  descriptive  à  l^École  du  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers.  —  Cours  de  Géométrie  élémen^ 
taire.  Paris,  1862-64*  In-isi  de  5o2  pages. 

Cours  méthodique,  où  la  rigueur  ne  nuit  pas  à  la  simplicité. 
I/auteur  ne  définit  pas  la  ligne  droite,  en  quoi  noms  Tapproo- 
vons.  Les  figures  en  blanc  sur  fond  noir  contiennent,  quand 
cela  peut  se  faire,  l'objet  de  la  démonstration,  les  hypothèses 

(^)  M.  Serret  s'exprime  ainsi  : 

«  SioLetX  désignent  les  angles /ormes  àvee  nne  droite  fiée  tkpur  ta  tun- 
»  gente  ei  par  l'axe  du  plan  oseutuêêur  en  un  point  d*mn»  €Ourhe  à  donkle 


»  courbure,  le  rapport  -r^ est  imdépendaiA  de  lu  deoite,  et  êu  tmiettr  en 

a.cosa 

»  égnle  au  rapport  de  la  première  eourhnre  à  la  teéonde.  »   (Lacioix, 
e«  édition»  I.  Il,  p.  1(9.) 
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et  quelquefois  les  calculs  qui  justifient  la  conclusion.  L'élève 
qui  veut  revoir  la  Géométrie  peut  donc,  à  rias|)ection  des 
figures,  enibrasser  Tensemble  des  raisonnements. 

XX. 

Remoortees  (G.-£.  Vin),  capitaine  de  cavalerie  belge. 
—  Traité  de  Géométrie  plane,  suivi  {V  un  recueil  de 
problèmes  généraux  et  d'aune  fliéorie  dii^eloppée  des 
maximums  et  des  minimums,  Gand,  Annoot-Braeck- 
man.  In-8  de  a64  pages*,  i864* 

«  Une  ligne  droite  est  une  ligne  telle,  que  si,  de  chacun  de  ses 
points,  Fœil  fixe  un  autre  quelconque  de  ceux-ci,  tous  les 
points  de  cette  ligne  placés  en  avant  de  Tœil  se  confondront 
pour  lui  en  un  seul,  h  Cela  revient  à  peu  près  à  la  définition 
donnée  par  Platon,  au  rapport  de  Proclus,  que  la  ligne  droite 
est  celle  de  laquelle  les  parties  du  milieu  ombragent  les  extrê- 
mes; mais  Platon  a  peut-être  dit  cela  de  la  ligne  droite  dans  un 
de  ses  dialogues,  sans  y  attacher  Tidée  d\ine  définition  pour 
des  commençants.  L'auteur  parait  être  de  ceux  qui  se  désolent 
de  ne  pouvoir  démontrer  le  pnstulatum  d*Euclide.  Il  n'ose  Tad- 
mettre  comme  évident,  mais  il  donne  la  démonstration  de  Le* 
gendre  sur  l'égalité  de  la  somme  des  angles  d'un  triangle  à  deux 
droits,  sans  se  dissimuler  son  insuffisance.  La  Géométrie,  elle 
aussi,  a  ses  esprits  timorés  :  l'inquiétude  les  poursuit, 

. . .  et  post  equit^m  sedet  atra  cnra. 

XXI. 

Gasteluau,  professeur  au  collège  Stanislas.  —  Note  sur 
quelques  opuscules  mathématiques  de  feu  P.-L,  Fri- 
son.  Iti-8  de  i6  pages.  Paris,  r864* 

Pierre-Laurent  Frizon,  né  à  Paris  le  5  décembre  1776,  mort 
à  son  domaine  de  Belébat,  le  t4  février  1861,  chef  de  bureau 
au  Ministère  de  la  Marine,  a  laissé  sur  les  Mathématiques,  qu'il 
aimait  passionnément,  un  grand  nombre  de  manuscrits.  M.  Caa- 
telnau  en  publie  deux  extraits,  qui  pourront  être  suivis  de  plu- 


(  ^8S  ) 
ûeurs  autres,  si  le  public  s'y  iotéresse  :  i**  Délermînation  im- 
médiate de  la  somme  des  puissances  semblables  des  racines 
d^une  équation;  7.^  Règle  pour  former  immédiatement  l'une 
quelconque  des  réduites  d'une  fraction  continue  en  fonction  des 
numérateurs  et  des  dénominateurs  de  ses  fractions  int^rantes. 
Le  premier  travail  est  une  fort  bonne  démonstration  de  la 
r^Ie  de  Wariog.  Il  est,  comme  le  second,  tiré  d'un  Mémoire  sur 
lequel  M.  Caucby  a  fait,  en  1826,  un  Rapport  favorable.  On  ne 
peut  qu'encourager  M.  Castelnau  à  continuer  ces  extraits. 

XXII. 
CasMOiTA,  —  Sur  les  hyperboloùles  de  ix)fatîon  qui  pas- 
sent par  une  cubique  gauche  donnée.  In-4  àe  4  pages. 
(Extrait  du  Journal  de  Crelle^  t.  LXIII.) 

Nuove  Ricerche...  Nouvelles  Recherches  de  Géomé- 
trie pure  sur  les  cubiques  gauches  et  spécialement  sur 
la  parabole  gauche.  In -4  de  i4  pages.  (  Extrait  des  Afe- 
nioires  de  Vjécailémie  des  Sciences  de  l'Institut  de 
Bologne.  ) 

Ces  deux  Mémoires,  peu  susceptibles  d'extraits,  font  suite  au 
Mémoire  du  même  auteur  inséré  dans  les  Notweiies  Junales. 

xxni. 

Vaic  der  Meksbrugghb,  répétiteur  à  l'Ecole  du  génie  civil 
à  Gand.  —  Sur  quelques  pi*opriétés  générales  des 
polygones  réguliers.  In-8  de  12  pages.  (Extrait  du 
Bulletin  de  V Académie  royale  de  Belgique,  a*  série, 
t.  XVII.) 

Sfl,  désignant  la  somme  des  nt'^"  puissances  des  projections 
des  côtés  d'un  polygone  régulier  sur  un  axe  quelconque;  a 
désignant  le  côté  de  ce  polygone,  et  n  le  nombre  des  côtés, 
on  a 

1.3.5...  (m  — 1)    ^ 

2.4*t>.  «  .Ht 

suivant  que  m  est  pair  ou  impair. 
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NOTE  SUR  US  HOMOGÈNES; 

Pab  AELT. 


M.  Terquem,  d'excellente  mémoire,  a  souvent  préco- 
nisé dans  ce  journal  Temploî  des  équations  homogènes  en 
Géométrie  analytique.  Mais  il  faut  convenir  que  pour 
rendre  facile  aux  étudiants  Tintelligence  et  la  pratique 
de  cette  théorie  d*ailieurs  si  utile,  il  était  indispensable 
d'en  expliquer  la  signification  géométrique»  C'est  ce  que 
M.  Painvin  vient  de  faire  en  montrant  (ci-dessus,  p.  i45) 

que  par  la  substitution  de  -  et  -  à  x  et^,  dans  une  équa- 
tion à  deux  variables,  on  obtient  l 'équation  d'une  projection 
centrale  [d'une  perspective)  de  la  figure  que  représentait 
la  première  équation .  Je  Crois  pouvoir  ajouter  ici  quelques 
éclaircissements  qui  à  la  vérité  n'étaient  pas  nécessaires 
pour  l'objet  que  M.  Painvin  avait  immédiatement  en  vue. 

Premièrement,  puisque  z  =  o  doit  être  l'équation 
d'une  droite,  cette  lettre  z  doit  représenter  une  fonction 
linéaire  des  deux  autres  variables.  De  plus,  pour  ne  pas 
blesser  le  principe  même  de  V homogénéité^  les  termes 
de  cette  fonction  doivent  être  de  degré  nul. 

La  transformation  dont  il  s'agit  revient  donc  à  rem- 
placer 


par 


a/ 


sauf  à  effacer  les  accents  et  à  écrire  pour  dénominateur  la 
lettre  z. 

Ann.  d0  Matkénut.,  9«  séri«,  t.  Ul.  (JuiUet  1864.}  I9 
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Et  dès  lors  on  voit  bien  ce  que  c'est  que  faire  2  =  1^ 
c'est  annuler  les  coefficients  des  variables  dans  la  fonc* 
lion  ax'  -+-  b/'  + 1  \  c'est  donc  rendre  infinis  les  seg- 
ments que  la  droite  ax'  +  fy'+  1  =  0  fait  sur  les  nou- 
veaux axes.  Et  puisqu'on  reproduit  alors  la  première 
équation ,  c'est  que  Téquation  transformée  représente 
une  figure  où  une  droite  à  une  distance  finie  correspond 
à  une  droite  qui  dans  la  figure  primitive  est  tout  entière 
à  l'infini. 

Mais  pour  plus  de  précision,  je  vais  montrer  que  quel 
que  soit  l'angle  6  des  axes  des  x  et  y  avec  lesquels  a  été 
construite  la  figure  représentée  par  la  première  équation, 
et  quel  que  soit  aussi  Tangle  6'  des  nouveaux  axes  avec 
lesquels  aura  été  construite  la  figure  de  l'équation  en  x' 
eiy'j  ces  figures  peuvent  être  placées  de  sorte  que  l'une 
d'elles  soit  la  projection  centrale  (ou  perspective)  de 
l'autre. 

Je  remarque  d'abord  qu'en  vertu  des  relations 


ou  de  leurs  équivalentes 


/=- 


ax  '^  by  —  I  ojc-^by  —  i 

les  axes  des  x  et  des  x*  doivent  se  correspondre,  comme 
aussi  ceux  des  axes  des  y  et  des  j'.  De  sorte  que,  si  O  et 
O'  sont  les  deux  origines,  le  centre  C^de  la  projection 
centrale  est  nécessairement  sur  la  droite  OO'. 
En  second  lieu,  un  point  quelconque  de  la  droite 

ax-h  bjr  — 1  =  0 

de  la  première  6gure  passant  k  l'infini  sur  la  seconde ,  si 
on  appelle  A  et  B  les  points  où  elle  rencontre  les  axes 

■ 
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des  X  et  des  y^  de  sorte  que  OA  =  -»  et  OB  =  t>   le 

plan  CAB  est  nécessairement  parallèle  au  plan  de  la  se^ 
conde  âgure.  De  plus,  à  cause  de  la  correspondance  des 
axes  OX  et  OY  avec  les  axes  O'X' et  O' Y' respective- 
ment, Tangle  AGB  est  égal  à  Tangle  6'  de  ces  deux  der- 
niers axes.- 

Donc,  si  on  construit  sur  AB  un  segment  capable  de 


Tangle  B'  et  qu'on  fasse  tourner  ce  sèment  autour  de  AB, 
le  point  C,  centre  delà  perspective,  est  quelque  part  sur 
cette  surface.  D'ailleurs,  un  plan  A^CB'  mené  par  le 
point  C  parallèlement  au  plan  des  x^  doit  couper  le  plan 
desX'Y'  selon  une  droite  A'B'  dont  les  points  se  pro- 
jetteront à  Finâni  sur  le  premier  des  deux,  c'est-à-dire 
selon  la  droite  dont  l'équation  est 

axf  -f-  àj/  + 1  =  o. 

Menant  donc  le  plan  A'O'B'  parallèle  au  plan  ACB,  on 
doit  avoir 

a  o 

c'est-à-dire  que 

A'  0'  =  AO    et     B'  O'  =  BO. 

'9- 
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Et  comme  les  triangles  AGB,  A'O'B'y  sout  semblables, 

on  a  manifestement 

CA_OA 

cb""ob" 

Imaginons  donc  qn' après  avoir  décrit  sur  AB  le  seg- 
ment capable  de  l'angle  â',  on  construise  dans  le  même 
plan  (  soit  dans  le  plan  des  xjr)  la  circonférence  qui  est  le 
lieu  des  points  dont  les  distance  aux  extrémités  de  AB 

sont  dans  le  rapport  —  ;  enfin,  soit  D  le  point  de  ren- 
contre de  ce  segment  et  de  cette  circonférence.  Si  on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  AB,  le  point  D  décrira  un 
cercle  qui  sera  le  lieu  des  points  C. 

La  détermination  du  plan  A'O'B'  relative  à  une  situa- 
tion particulière  de  ce  point  C  est  facile,  puisque  le 
triangle  A'CB'  est  semblable  à  AOB  et  que  le  côté  A'B' 
est  connu  comme  troisième  côté  du  triangle  A'O'B'  dont 
on  connaît  Tangle  en  O'  avec  les  deux  côtés  qui  le  com- 
prennent. 

Nota.  -—  On  propose  de  donner  la  signification  géomé- 
trique de  la  transformation  homogène  dans  le  cas  d'une 
équation  entre  les  trois  coordonnées  de  l'espace  x,  j-  et  r. 


NOTE 
Sir  le  lies  les  poiits  doit  la  somme  des  disUices  i  deu  droites  Ix^ 

est  coistaite  -, 

Pàe  m.  a.  pigart, 

Professeur  an  lycée  Cbarlema^e. 


I.  Normale  à  la  surface. 

Désignons  par  a  la  somme  constante  des  distances  d'un 
point  de  la  surface  aux  deux  droites  fixes.  On  reconnaît 
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aisément  que  la  somme  des  distances  à  ces  droites  d^un 
point  extérieur  à  la  surface  est  plus  grande  que  a.  Le 
point  de  contact  d'un  plan  tangent  est  dont  le  point  de  ce 
plan  dont  la  somme  des  distances  aux  deux  droites  est 
minimum. 

Dès  lors  se  présente  la  question  suivante  : 

Quel  est  sur  un  plan  le  point  dont  la  somme  des  dis- 
tances  à  deux  droites  fixes  est  minimum  ? 

Nous  supposerons  que  le  plan  ne  rencontre  pas  la  plus 
courte  distance  des  droites  entre  les  deux  pieds  de  cette 
plus  courte  dis  tance  ^  sans  quoi  le  point  cherché  serait 
évidemment  le  point  d'intersection. 

Soient  X  et  Y  les  deux  droites  et  P  le  plan.  Que  Ton 
prenne  la  droite  Y'  symétrique  de  Y  par  rapport  à  P,  la 
somme  des  distances  d'un  point  quelconque  du  plan  aux 
deux  droites  X,  Y  '  est  la  même  que  la  somme  des  dis- 
tances de  ce  même  point  aux  deux  droites  X,  Y.  Or  le 
point  du  plan  dont  la  somme  des  distances  aux  deux 
droites  X,  Y'  est  minimum,  est  évidemment  le  point  où 
la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites  rencontre  le 
plan  (*).  De  là  on  déduit  facilement  que  le^  perpendicu* 
laires  abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  droites  fixes  X,  Y 
sont  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P,  et  sont  éga- 
lement inclinées  sur  ce  plan.  Donc  : 

THÉORàHE  I.  — La  normale  menée  à  la  surface  par  un 
point  de  cette  surface  est  la  bissectrice  de  l'' angle  que 
forment  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur 
les  deux  droites. 

On  peut,  du  reste,  reconnaître  à  posteriori  que  si  M 
est  un  point  de  la  surface^  le  point  M',  infiniment  voisin 


m 

(*)  J'indique  ici  la  solution  générale  du  problème;  je  ne  m'arrête  pas 
aux  CAS  particuliers. 
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de  M,  situé  dans  le  plan  des  deux  perpendiculaires  MA, 
MB,  sur  la  droite  qui  fait  avec  MA  et  MB,  de  part  et 
d'autre,  des  angles  égaux,  appartient  aussi  à  la  surface; 
car,  À  désignant  Pangle  M' MA,  on  a 


M'A'  =  MA  — MM'cosX, 
M'B'=MB4-MM'cosli, 


par  suite, 


M'A'-hM'B'=MA-f-MB. 


De  même,  le  point  M''^  infiniment  voisin  de  M,  situé 
sur  la  perpendiculaire  au  plan  MAB,  appartient  aussi  a  la 
surface,  puisque  ses  distances  aux  deux  droites  fixes  sont 
égales,  respectivement,  aux  distances  du  point  M  i  ces 
deux  droites.  La  normale  en  M,  devant  être  perpendicu- 
laire aux  deux  droites  MM',  MM^,  est  donc  bien  la  bissec- 
trice de  Tangle  AMB. 

Si,  sur  la  normale  à  la  surface,  on  prend  un  point  M'''^ 
infiniment  voisin  de  M,  la  différence  des  distances  de  ce 
point  M'^'  aux  deux  droites  fixes  est  égale  i  la  différence 
des  distances  du  point  M  à  ces  deux  droites.  D'ailleurs, 
la  différence  des  distances  du  point  M'^  aux  deux  droites 
est  aussi  égale  à  la  différence  des  distantes  du  point  M; 
donc  : 

Théorèmb  II.  —  La  normale^  en  un  point  M,  au  lieu 
des  points  dont  la  différence  des  distances  MA,  MB  à 
deux  droites  fixes  est  constante,  est  la  bissectrice  de 
V angle  formé  par  l'une  de  ces  perpendiculaires  et  le 
prolongement  de  l'autre. 

CoftOLLAiRK.  —  Le  lieu  des  points  dont  la  somme  des 
distances  à  deux  droites  fixes  est  constante,  et  le  lieu 
des  points  dont  la  différence  des  distances  à  ces  deux 
mêmes  droites  est  aussi  constante,  se  coupent  orthogo- 
nale ment. 
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II.  Lignes  de  courbure  de  la  surface. 

Nous  ne  considérerons  dans  cette  première  Note  que  le 
cas  où  les  deux  droites  sont  rectangulaires  et  situées  dans 
le  même  plan,  nous  réservant  de  traiter  dans  une  autre 
le  cas  général. 

La  normale  en  M  est  bissectrice  de  Tangle  des  deux 
perpendiculaires  MA,  MB,  abaissées  sur  les  deux  droites 
fixes  OX,  OY;  elle  rencontre  AB  en  un  point  I  tel  que 

^  =  r-rr-  Prenons  le  point  M'  de  la  surface,  infiniment 

voisin  de  M  dans  le  plan  normal  AMB  :  il  se  projette  sur 
les  deux  droites  en  A'  et  B'  \  et  si  Ton  désigne  par  X  Tangle 
que  forme  MM'  avec  MA,  par  f  et  ^  les  angles  que  forme 
le  plan  MAB  avec  les  plans  perpendiculaires  aux  droites 
OX,  OT,  menés  par  le  point  M,  on  a 

A  A'  =  MM'sin^siof, 
BB'  =  MM'slnX5in4*. 

Soit  H  le  point  où  la  droite  A'B'  rencontre  AB^  si  du 
point  H  comme  centre  on  décrit,  entre  AB  et  A'B',  deux 
arcs  de  cercle  AP  et  BQ,  on  aura 

AP  =  AA'sin A  =.  MM'  sin>  sinf  sin A, 
BQ=  BB'sinB  =  MM'sinXsin^sinB; 

par  suite, 

HA       sin^sinA 

H  B       sin  ^|;  sin  I^ 

Soit  K  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  XOY  :  on  a 

siny BK  ^  AK MA  ces  A 

siD^"~SÏB  •  Mi""MB'cosB^ 

doù 

HA       MA  sinAcosA 


HB       MB  sinBcosB 
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OU,  les  angles  A  et  B  étant  complémentaires, 

HB""MB* 

Le  point  d'intersection  des  deux  droites  infiniment 
voisines  AB,  A'B',  est  donc  le  point  I.  Dès  lors  la  normale 
en  M' qui  coupe  A^B'  en  un  point  infiniment  voisin  de  I 
forme  avec  le  plan  normal  IMM'  un  angle  infiniment 
petit  du  second  ordre  ;  MM'  est  donc  l'élément  d'une  ligne 
de  courbure  de  la  surface.  Par  conséquent,  en  chaque 
point  de  la  surface,  Tune  des  lignes  de  courbure  est  diri- 
gée dans  le  plan  normal  que  déterminent  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  droites  fixes. 

De  là  et  du  théorème  U  on  déduit  : 

Théorème  III.  —  Les  lignes  de  courbure  d*un  système 
du  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  à  deux 
droites  rectangulaires  et  situées  dans  un  même  plan  est 
constante,  sont  les  intersections  de  cette  surface  auec 
toutes  les  surfaces  lieux  des  points  dont  la  différence  des 
distances  aux  deux  mêmes  droites  est  une  quantité 
constante  quelconque^ 

Si  Ton  désigne  par  r  et  t  les  distances  d'un  point  aux 
deux  droites  OX,  OY,  les  deux  familles  de  surfaces  défi- 
nies par  les  équations 

r-f-  /  =  a, 

r—  tz=:by 

appartiennent  donc  i  un  système  triple  orthogonal. 

Quelle  est  la  troisième  famille  de  ce  système? 

On  sait  que  dans  le  paraboloïde  à  plans  directeurs 
perpendiculaires  il  existe  une  génératrice  de  chaque  sys- 
tème qui  coupe  orthogonalemcut  toutes  les  génératrices 
deTautre  système.  Nous  appellerons  ces  deux  génératrices 
les  génératrices  principales  de  la  surface. 
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Ces  généralrices  principales,  perpendiculaires  entre 
elles,  déGiiissenl  une  famille  de  paraboloïdes  à  plans 
directeurs  rectangulaires. 

Considérons  T un  des  paraboloïdes  ayant  pour  généra- 
trices principales  les  deux  droites  fixes  OX,  OY;  et  soit 
M  un  point  commua  à  ce  paraboloïde  et  à  la  surface 
(r  +  ^  =  a)  ;  le  plan  des  génératrices  MA,  MB  est  le  plan 
tangent  à  ce  paraboloïde  :  MM'  est  donc  un  élément  de  la 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Delà  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Les  lignes  de  courbure  du  second 
système  de  la  surface  r-ht  =  a  sont  les  intersections  de 
cette  surface  auec  la  famille  de  paraboloïdes  ayant  pour 
génératrices  principales  les  deux  droites  fixes , 

Ces  paraboloïdes  constituent,  avec  les  familles  de  sur- 
faces définies  par  les  équations 

r-^t=zay     r  —  t=bf 

un  système  triple  çrthogonal. 

Ce  système  a  été  obtenu  par  M.  A.  Serret  (Journal  de 
Liout^illey  t.  XII).  Mais  il  n'était  peut-être  pas  sans 
intérêt  d'y  parvenir  par  une  voie  purement  synthétique. 


EXEMPLES  M  TRANSFORMATIONS  DE  PROPOSITIONS 

GÉOXBTRIOliES; 

Par  m.  J.-C.-G.  ZENTHËN  (db  Copbnbagub). 


Dans  la  Géométrie  analytique,  on  détermine  les  courbes 
planes  au  moyen  d'équations  entre  deux  quantités  va- 
riables, X  ely^  et  les  propriétés  analytiques  des  équations 
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révèlent  les  propriétés  géométriques  des  courbes.  £n  re- 
présentant par  xeijr  différentes  grandeurs,  variables  arec 
le  point  déterminé  par  ces  coordonnées  (par  exemple,  ses 
distances  à  certaines  droites  ou  à  des  points  donnés,  les 
rapports  entre  ces  distances,  etc.),  on  pourra,  au  moyen 
d'une  même  équation,  représenter  différentes  courbes,  et 
les  propriétés  de  celte  équation  commune  exprimeront 
des  propriétés  analogues  de  ces  différentes  courbes. 

On  a  par  là  un  moyen  de  transformer  les  propositions 
connues  relatives  à  certaines  courbes  en  d^autres  qui  se 
rapportent  à  des  courbes  moins  examinées.  L^emploi  de 
ce  moyen  pour  la  transformation  homo graphique  et 
pour  la  transformation  par  des  polaires  réciproques  est 
connu;  mais  comme  en  dehors  de  ces  applications  on  ne 
s'en  est  pas  beaucoup  servi  (*),  je  n'hésite  pas  à  en  ajou- 
ter une  nouvelle. 

Si  a:  et  ^  représentent  les  carrés  des  distances  à  deux 
points  fixes  F  et  Fi  du  point  qu'on  veut  déterminer  par 
ces  coordonnées,  on  peut  leuir  donner  les  expressions 

où  ^  et  y?  sont  les  coordonnées  du  point  (x,  y)  prises 
dans  un  système  orthogonal  ayant  pour  axe  des  abscisses 
la  droite  FFj  et  pour  origine  le  milieu  du  segment  FFi . 
Au  moyen  de  ce  système  auxiliaire,  on  voit,  tout  aussi 
bien  que  par  une  discussion  géométrique,  d'abord  qu'un 
couple  de  coordonnées  détermine  (outre  deux  points  fixes 
imaginaires  à  l'infini)  deux  points  qui  peuvent  coïncider 
ou  devenir  imaginaires,  ensuite  qu'ime  équation  de  la 
forme 

(i)  ax-^-  bjrz=zcy 


(*)  On  irouTe  la  plupart  des  autres  applications  connues  dans  )o  n^  2àS 
de  SalhoR;  Higher  plane  curves;  Dublin,  i8Sa. 
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qui  pour  un  système  ordinaire  de  coordonnées  représente 

une  droite,  représente  maintenant  un  cercle,  dont  le 

centre,  toujours  réel  quand  les  constantes  de  Téquatîon 

sont  réelles,  est  situé  sur  la  droite  indéfinie  FFi.  Pour 

a=Oj  &  =  o  ou  c  =  o,  on  sait  que  la  droite  représentée 

par  Péquation  (i)  dans  le  cas  des  coordonnées  ordin^iires 

est  parallèle  à  l'un  ou  à  Tautre  des  axes  ou  passe  par 

l'origine;  en  employant  nos  nouvelles  coordonnées,  on 

trouve  que  le  cercle  représenté  par  Téquation  (i)  a  l'un 

ou  l'autre  des  points  F  et  Fi  pour  centre  quand  a  r=  o  ou 

£  s=  o,  et  qu  il  divise  harmoniquement  le  segment  FFt 

quand  c  =  o.  Les  équations  y  =  o  et  x  =  o  représen- 

teot  respectivement,  suivant  le  système  qu^on  adopte,  les 

axes  de  coordonnées  ou  les  cercles  qui  se  réduisent  aux 

points  F  et  Fi.  "Si  dans  deux  équations  de  la  forme  (i) 

T  a  la  même  valeur,  les  deut  droites  qu  elles  représen- 
tent, dans  le  premier  système,  seront  parallèles,  et  les 
cercles  qu'elles  représentent  dans  Fautre  auront  le  même 
centre  (seront  aussi  parallèles).  Si  les  coordonnées  sont 
prises  dans  un  système  orthogonal, 


exprime  la  dislance  du  point  (oTi,  J^j)  à  [la  droite  (i);  si 
elles  sont  prises  dans  un  système  de  coordonnées  obli- 
ques, la  même  distance  aura  pour  expression  m .  d,  m  va- 

naut  seulement  avec  -7 ,  et  si  elles  sont  prises  dans  le 

système  représenté  par  les  équations  (a), 


axy  +  ij,  —  c       yja^  -h  ^S         * 


où  n  aussi  dépend  seulement  de  -7  sera  Texpression  de 
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la  puissance  (^)  de  chacun  des  points  (jTi,  yCj  relative- 
ment au  cercle  représenté  par  Téquation  (i). 

Au  moyen  de  ces  considérations,  on  peut  trouver  pour 
un  système  de  cercles  des  propositions  analogues  à  celles 
qui  concernent  un  système  de  droites  ;  mais  nous  avons 
pour  but  de  transformer  d'autres  propositions. 

Si  X  et  y  sont  des  coordonnées  orthogonales  ou  obli- 
ques, Téqnation 

(3)  x.y  =  d 

représente  une  hyperbole  équilatère  ou  ordinaire  qui  a 
les  axes  coordonnés  pour  asymptotes.  Une  droite  quel- 
conque parallèle  à  la  droite 

(4)  ax  +  by=io 

rencontre  l'hyperbole  en  deux  points  (réels  ou  imagi- 
naires) qui  sont,  au  signe  près,  k  la  même  distance  de 
la  droite 

(5)  ax — bjr=zo. 

Les  droites  (4)  et  (5),  si  l'hyperbole  est  équilatère, 
forment  en  sens  opposé  les  mêmes  angles  avec  les  asymp- 
totes, et  en  tout  cas  elles  divisent  harmoniquement  les 
angles  formés  par  les  asymptotes.  Une  droite  parallèle  à  la 
droite  (4)  menée  par  le  point  où  la  droite  (5)  rencontre 
la  courbe  sera  une  tangente. 

Si  X  et  j^  sont  des  coordonnées  du  nouveau  système, 
l'équation  (3)  représente  une  cassinienne  ou  une  ellipse 


(")  On  appelle  puissance  d'un  point  relativeinent  à  un  cercle,  la  râleur 
constante  da  produit  des  deux  segments  que  détermine  ce  cercle  sur  une 
droite  passant  constamment  par  le  point,  ces  segments  étant  comptés  de- 
puis le  point  fixe  jusqu'à  ceux  où  la  droite  rencontre  le  cercle.  La  puis- 
sance ainsi  définie  sera  positive  ou  négativoi  suivant  que  le  point  sera 
extérieur  ou  intérieur  au  cercle. 
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de  Cassini^  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances à  deux  points  fixes  donnent  un  produit  constant. 
Les  équations  (4)  et  (5)  représentent  maintenant  deux 
cercles  (dont  Tun  est  imaginaire)  qui  divisent  harmoni- 
quement  le  segment  FFi  et  dont  les  deux  centres  A  et  B, 
tous  deux  réels,  divisent  aussi  harmoniquement  le  même 
segment.  Un  cercle  quelconque  qui  a  son  centre  au  point  A 
[centre  du  cercle  (4)]  rencontrera  la  courbe  en  quatre 
points  formant  deux  couples  de  points  qui  respective- 
ment ont  les  mêmes  coordonnées  et  sont  situés  symé- 
triquement par  rapport  à  la  droite  FFi.  L'un  des  couples 
ou  tous  les  deux  peuvent  être  imaginaires.  On  voit  que 
la  puissance  d'un  point  de  Fun  de  ces  couples  relative- 
ment au  cercle  (5)  est  au  signe  près  la  même  que  celle 
d^un  point  de  l'autre.  Si  Tun  des  couples  est  sur  le 
cercle  (5),  l'autre  j  sera  également,  et  par  conséquent  le 
cercle  qui  a  son  centre  en  A  et  passe  par  un  des  points 
de  rencontre  de  la  courbe  avec  le  cercle  (5),  passant 
aussi  par  l'autre  point  du  même  couple,  est,  en  ces  deux 
points,  tangent  a  la  courbe.  Par  conséquent  : 

Deux  points  A  etB  dii^isant  harmoniquement  le  seg- 
ment FF  ^  formé  par  les  deux  foyers  d^une  cassinienne, 
si  Von  décrit  un  cercle  (B)  qui  a  son  centre  au  point  B 
et  qui  diwise  aussi  harmoniquement  le  segment  FFi,  tout 
cercle  qui  aura  son  centre  au  point  A  rencontrera  en 
général  la  courbe  en  quatre  points  dont  les  puissances 
relativement  au  cercle  (B)  ne  différent  que  par  le  signe. 

Et  lorsquon  fera  passer  ce  cercle  par  un  des  deux 
couples  de  points  P  et  P',  symétriquement  situés  par  rap  - 
port  à  la  droite  FFi  auxquels  le  cercle  (B)  rencontre  la 
courbe,  il  sera  tangent  à  la  courhe  en  ce  couple  de 
points* 

Si  le  point  B  est  pris  sur  le  prolongement  de  FFj,  le 
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cercle  (B)  sera  réel,  et  Tan  des  couples  de  points  où  il 
rencontre  la  cassinienne  pourra  être  réel. 

Les  foyers  F  et  Fi  et  le  point  P  de  la  courbe  étant 
donnés,  ou  pourra,  par  des  constructions  bien  simples, 
déterminer  le  point  B  et  ensuite  le  point  A^  et  la  droite 
AP  sera  la  normale  de  la  courbe  au  point  P.  Nous  pour- 
rons ainsi,  quand  les  deux  foyers  et  un  point  d^une 
cassinienne  seront  donnés,  construire  la  tangente  et  la 
normale  en  ce  point  de  la  courbe. 

Si  le  point  P  est  situé  sur  la  droite  FF|,  le  point  A  sera 
le  centre  du  cercle  qui  au  point  P  a  nn  contacl  du  troisième 
ordre  avec  la  courbe. 

«Si  les  points  F,  F^  et  A  sont  donnés  en  ligne  droite, 
on  pourra  construire  le  cercle  (B)  qui  est  le  lieu  des  pieds 
des  normales  menées  par  le  point  A  à  toutes  les  cas^ 
siniennes  ayant  F  et  Fi  pour  foyers^ 

Dans  les  iVbui^e//ej  Annales  (1861,  p.  70),  le  théo- 
rème 36  énonce  qu'a/i  système  de  cassiniennes  ordi- 
naires de  mêmes  foyers  est  coupé  orthogonalement  par 
un  système  d^hyperboles  équilatères  passant  par  les 
foyers  et  dont  les  centres  coïncident  a%fec  celui  des  cas- 
siniennes. Cela  se  prouve  très-facilement  au  moyen  de 
notre  théorème.  En  effet,  faisons  passer  une  hyperbole 
remplissant  les  conditions  indiquées  par  un  point  arbi- 
traire P  d'une  quelconque  d'entre  nos  cassiniennes  ho- 
mofocales;  menons  par  le  point  P  la  corde  conjuguée  du 
diamètre  FFi,  et  supposons  qu'elle  rencontre  FFi  enB'. 
On  aura  la  relation 


B'P  =  B'F.B'F,. 
Mais  on  a  aussi 

BP=BF.BFi, 
et  cette  relation  ne  détermine  sur  FFi  qu'un  seul  point  B 
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(le  point  de  rencontre  avec  la  droite  qui  an  point  P  est 
tangente  au  cercle  passant  par  P,  F  et  Fi).  Donc  les  points 
B  et  B'  coïncident.  Le  point  A,  qui  est  le  conjugué  har- 
monique de  B  relativement  au  segment  FFi,  aura  par 
conséquent  PB  pour  polaire  relativement  à  Tliyperbole; 
d'où  il  suit  que  la  droite  PA,  qui  est  normale  à  la  cassi- 
nienne  au  point  P,  est  tangente  à  l'hyperbole  au  même 
point.  Donc,  etc. 

La  première  partie  de  notre  théorème  sert  à  troui^er, 
au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  les  foyers  d^une  cas- 
sinienne  déjà  décrite  et  dont  on  connaît  l'axe. 

Les  hyperboles  qui  ont  les  mêmes  asymptotes  sont 
semblables  et  semblablement  placées,  ayant  leur  centre  de 
figure  pour  centre  de  similitude.  On  détermine  des  points 
correspondants  par  les  droites  dont  les  équations  ont  la 
forme  (5).  Aces  hyperboles  correspondent,  comme  nous 
Tavons  montré,  un  système  de  cassiniennes  homofocales, 
et  les  équations  de  la  forme  (5)  représentent,  au  même 
temps,  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  la  droite  FFi 
et  divisant  harmoniquement  le  segment  FFi.  Prenons 
deux  de  ces  cassiniennes  que  nous  désignerons  par  (C) 
et  (c),  et  deux  de  ces  cercles  (A)  et  (Ai)  ;  supposons  que 
PetP'  forment  le  couple  d'intersection  de  (C)  et  (A) 
dont  les  coordonnées  x  et  y  sont  positives  et  qui  seul 
peut  être  réel^  appelons  Pi  et  P^  les  points  analogues 
pour  (C)  et  (Al),  p  etp'  pour  (c)  et  (A),  />i  et  p\  pour 
(c)et(Ai). 

D'une  transformation  de  théorèmes  connus  relatifs  à 
des  figures  semblables  et  semblablement  placées  on  con- 
clut :  i^  que 

FP       FPi  _F.P      F.P, 

et  a°  que  le  cercle  passant  par  les  points  P,  P^  Pi  et  P'^ 
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et  celui  qui  passe  par  les  points  p,  p\  p^  et  p\   ont  le 
même  centre. 

Au  moyen  de  notre  système  de  coordonnées,  on  peut 
encore  trouver  beaucoup  d'autres  propriétés  des  cassi- 
niennes.  U  sera  aussi  utile,  pour  trouver  des  propriétés 
d'autres  courbes,  par  exemple  celles  des  ouales  de  Des* 
cartes  ou  des  courbes  aplanétiques  qui-  auront  Péqna- 
tion 

J.  L 

équation  qui  pour  des  coordonnées  ordinaires  représente 
une  parabole  tangente  aux  deux  axes. 

J^ai  inséré  la  plus  grande  partie  de  ce  que  je  viens 
d^exposer  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  Co- 
penhaguey  comme  faisant  suite  a  un  essai  d'une  théorie 
générale  et  géométrique  de  cette  espèce  de  transforma- 
tions. 

Nous  ajouterons  encore,  sans  démonstration,  une  ma- 
nière de  faire,  au  moyen  de  projections,  la  transforma- 
tion d'une  6gure  dont  les  points  sont  déterminés  par  des 
coordonnées  ordinaires,  orthogonales  ou  obliques,  j:  et^, 
en  une  autre  dont  les  points  correspondants  sont  déter- 
minés, dans  le  nouveau  système  que  nous  avons  employé, 
par  des  coordonnées  X  et  Y,  liées  à  a:  et^^  par  les  équa- 
tions 

X  cl  fJL  étant  des  quantités  constantes.  La  manière  est  la 
suivante  : 

On  projette  centralement  la  Jigure  donnée  sur  une 
sphère  touchant j  aux  points  S  e£  Si,  les  deux  plans  qui 
projettent  les  axes  coordonnés  y  et  au  point  T  le  plan 
mené  par  le  centre  de  projection  parallèlement  au  plan 
de  la  figure.  Avec  le  point  T  comme  centre j  on  pro- 
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jette  stèréographiqiicment  la  figure  formée  par  la  pre- 
mière projection,  et  l'on  a  la  figure  cherchée;  les  pro- 
jections des  points  S  et  Si  sont  les  points  fixes  du  sjs- 
tente  des  coordonnées. 

On  trouve  comme  corollaires  les  propositions  sui« 
vantes  : 

i^  Lorsque  deux  plans  tangents  à  un  cône  du  second 
degré  ainsi  que  le  plan  des  génératrices  de  contact  tou- 
chent une  sphère^  les  deux  premiers  aux  points  Set  Si, 
le  dernier  au  point  T,  si,  en  prenant  T  comme  centre, 
on  projette  stéréographiquement  la  courbe  d'intersec^ 
tion  des  deux  surfaces,  la  projection  sera  une  cassi- 
nienne  ayant  pour  foyers  les  projections  de  S  et  de  S| . 
Réciproquement,  la  courbe  sphérique  dont  la  projection 
stéréographique  est  une  cassinienne  se  tivui^e  sur  un 
cône  du  second  degré  situé  de  la  manière  que  nous 
venons  d'indiquer. 

1?  Les  quatre  plans  tangents  communs  à  un  cône  du 
second  degré  et  à  une  sphère  étant  réels  et  ayant  pour 
points  de  contact  auec  la  sphère  Q,  R,  S  et  T,  if,  prenant  le 
point  T  comme  centre,  on  projette  stéréographiquement 
la  courbe  d^ intersection  des  deux  surfaces,  la  projection 
sera  une  ligne  aplanétique  dont  les  foyers  sont  les  pro- 
jections des  points  Q,  R  et  S.  Réciproquement,  la  courbe 
sphérique  dont  la  projection  stéréographique  est  une 
ligne  aplanétique  se  trouvée  sur  un  cône  du  second  degré 
situé  de  la  manière  que  nous  venons  d 'indiquer. 

Nous  voyons  donc  qu'une  ligne  aplanétique  a  trois 
foyers,  ce  qu'on  peut  aussi  prouver  sans  employer  des 
considérations  stéréométriques.  Si,  par  une  extension  de 
la  définition  de  ces  courbes,  on  adopte  ausbi  des  lignes 
aplanétiques  dont  deux  foyers  sont  imaginaires,  il  suffit 
que  Tun  des  couples  de  plans  tangents  communs  au  cône 
et  à  la  spbère  soit  réel. 
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M.  Quetelet,  dans  le  tome  Y  des  Nou^aux  Mémoires 
de  Vutcadémie  de  Bruxelles,  a  démontré  que  la  courbe 
spbérique  qui  donne  pour  projection  stéréographique 
une  ligne  aplanétique  dans  une  certaine  position  parti- 
culière par  rapport  à  la  sphère,  est  située  sur  un  cône 
du  second  degré.  Néanmoins,  on  ne  trouverait  pas  le  c6fie 
dont  ce  savant  fait  usage  comme  un  cas  particulier  de 
ceux  que  nous  venons  d'indiquer.  Mais  on  doit  se  souve- 
nir qu'une  courbe  sphérique  située  sur  un  cône  du  se- 
cond degré  est  aussi  sur  trois  autres.  M.  Quetelet  prend 
pour  base  de  son  cône  un  cercle  dont  le  centre  est  le 
point  de  Tœil  ou  le  centre  de  projection,  dont  le  plan  est 
tangent  à  la  spbère  et  dont  le  rayon  est  égal  k  celui  de  la 
spbère  *,  notre  cône  devient  dans  ce  cas  un  cylindre  hy- 
perbolique. 


NOTE  SUR  LA  TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  TBCTEDRS 

RiGlPROOUKS; 

Pae  m.  moutard. 


La  transformation  d'une  surface  algébrique  par  rayons 
vecteurs  réciproques  fournit  en  général  une  transformée 
d'un  degré  double;  il  n'y  a  d'exception  a  cette  règle  que 
lorsque  la  surface  proposée  contient  le  cercle  de  l'in^ni 
ou  le  pôle  de  transformation* 

Désignoaa  : 

i^  Par  m  le  degré  d'une  surface^ 

a^  Par  p  le  degré  de  multiplicité  du  pôle,  c*est-A*dire 
le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  surface  avec  une 
transversale  quelconque  issue  de  ce  pôle  qui  sont  confon- 
dus en  ce  point  (p  =  o,  pour  un  pôle  extérieur)  ; 
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3**  Par  q  le  degré  de  makipiicité  du  cercle  de  l'iufini, 
c'est-à-dire  le  nombre  des  nappes  de  la  surface  qui  le 
contiennent; 

4^  Enfin,  par  m\  p\  q\  les  nombres  analc^ues  aux 
précédents,  relatifs  à  la  surface  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques. 

Ces  six  nombres  sont  liés  enire  eux  par  les  trois  rela^ 
lions: 

/>'  =  /»  — 2^, 

^'=3  1»—;)  — 7, 

OU  leurs  équivalentes 

m  =  2/ii'— /i'  —  27', 
/?  =  m'  —  iq'y 
<7  =  /iï'  — '/?'  —  q\ 

Lorsque  p  +  a^  :=  ^n,  la  transformation  n'altère  ni  le 
degré  de  la  surface,  ni  le  degré  de  multiplicité  du  pôle,  ni 
le  degré  de  multiplicité  du  cercle  deTinfini. 

Certaines  de  ces  surfaces  jouissent  en  outre  de  la  pro- 
priété de  se  transformer  exactement  en  elles-mêmes,  pour 
un  choix  convenable  du  pâle  et  du  paramètre  de  trans- 
formation. Je  propose  de  leur  donner  le  nom  à!anallag^ 
matiques  («  privatif,  ixKetnrm^  je  change),  et  j'appellerai 
pôle  principal  (^)  tout  pôle  pour  lequel  cette  condition  est 
réalisée,  et  sphère  principale  une  sphère  ayant  pour 
centre  un  pôle  principal,  et  pour  carré  de  son  rayon  le 
paramètre  de  transformation  correspondant. 

Toute  surface  anallagmatique  peut  être  définie  comme 
le  lieu  des  intersections  successives  d'une  sphère  assu- 

(*)  Toîr  dans  VInslitut  Veitrait  du  procès-verbal  de  la  séance  de  la 
Société  Phflomathiqne  da  i5  décembre  1860. 

ao. 
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jeltie  à  couper  orlhogonalement  la  sphère  principale,  et 
dont  le  centre  décrit  one  sarface  directrice  fixe.  Lorsque 
la  surface  directrice  admet  des  génératrices  rectîlignes,  la 
proposée  admet  des  génératrices  circulaires;  lorsque  la 
directrice  est  développable,  Tun  des  systèmes  de  lignes  de 
courbure  de  la  proposée  consiste  en  circonférences  de 
cercle^ 

Les  surfaces  du  troisième  ordre,  qui  contiennent  le 
cercle  de  Tinfini,  et  les  surfaces  du  quatrième  ordre,  qui 
contiennent  ce  cercle  comme  Ugne  double,  sont  en 
général  anallagma tiques  par  rapport  a  cinq  pôles  diffé- 
rents, parmi  lesquels  trois  au  moins  sont  réels.  Les  cinq 
sphères  principales  se  coupent  deux  à  deux  orlhogona- 
lement \  de  là  dérive  pour  les  cinq  pôles  principaux  une 
relation  de  positions  remarquable;  la  droite  qui  joint 
deux  quelconques  d^ entre  eux  est  nécessairement  per- 
pendiculaire au  plan  des  trois  autres,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  chacun  des  tétraèdres  qui  a  pour  sommets 
quatre  des  pôles  principaux  est  tel,  que  ses  hauteurs  con- 
courent en  un  même  point,  et  ce  point  de  concours  est 
lui-même  le  cinquième  pôle  principal.  Si  on  prend  pour 
pôle  de  transformation  le  point  de  concours  des  hauteurs 
de  Tune  quelconque  des  faces  de  ces  tétraèdres,  avec  un 
paramètre  de  transformation  convenable,  la  transformée 
est  symétrique  de  la  proposée  par  rapport  à  la  face  du 
tétraèdre.  Nommant  un  pareil  point  pâle  secondaire,  on 
voit  qu'il  existe  en  général  dix  pôles  secondaires  pour  les 
anallagmatiques  du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 
Dans  le  cas  du  troisième  ordre,  les  cinq  pôles  principaux 
elles  dix  pôles  secondaires  sont  situés  sur  la  surface. 

Les  sphères  doublement  tangentes  à  une  anallagma- 
tique  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre  la  coupent  sui- 
vant deux  cercles.  Toutes  ces  sphères  forment  cinq  sys- 
tèmes différents  dont  les  centres  sont  situés  sur  les  cinq 
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surfaces  directrices  correspondantes  aux  cinq  pôles  prin- 
cipaux ^  ces  directrices  sont  des  surfaces  homofocales  du 
second  degré,  dont  le  centre  commun  jouit  de  propriétés 
remarquables.  Pour  le  troisième  degré,  ce  centre  est  rejeté 
à  Tinfini. 

Tout  pôle  principal  d'une  anallagmatique  du  quatrième 
ordre  est  le  sommet  d'un  cône  du  second  degré  dont  cha- 
que génératrice  est  doublement  tangente  à  la  surface,  et 
dont  la  courbe  de  contact  est  située  sur  une  sphère  con- 
centrique aux  surfaces  directrices.  On  conclut  aisément 
de  là  que  par  un  point  de  la  surface  on  peut  mener  en 
général  dix  sections  circulaires,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  les  plans  doublement  tangents  à  la  surface  se 
répartissent  suivant  les  plans  tangents  à  cinq  cônes  du 
second  degré. 

Les  courbes  d'intersection  de  la  surface  et  des  sphères 
principales  renferment  divers  points  remarquables,  parmi 
lesquels  les  ombilics;  mais  je  me  borne  ici  à  signaler  leur 
existence,  ainsi  que  celle  des  lignes  d'intersection  des 
sphères  principales  et  des  surfaces  directrices  correspon- 
dantes, dont  les  propriétés  rappellent  les  lignes  focales 
des  surfaces  du  second  degré. 

Je  ferai  remarquer^  eu  terminant,  qu  a  l'aide  d'une 
simple  transformation  linéaire,  il  est  aisé  de  déduire  des 
propriétés  des  anallagmatiques  du  troisième  et  du  qua- 
trième ordre  un  grand  nombre  de  propriétés  de  la  surface 
générale  du  troisième  degré  et  des  surfaces  du  quatrième 
degré  dont  deux  nappes  se  croisent  suivant  une  même  co- 
nique. 
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NOTB  gDR  LE  RAPPORT  N  U  CIRGMFiRBNCI 

AU  DIAlfiTRB; 

PaE   m.    m.,   ÀBOHNi. 


Pour  calculer  ?r,  au  moyen  des  périmètres  de  polygones 
réguliers  inscrits  et  circonscrits  à  une  circonférence,  on 
se  sert  des  formules 

Or  ces  formules  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


Le  calcul  des  valeurs  inverses  des  périmètres  est  donc 
bien  plus  aisé  que  celui  des  périmètres  eux-mêmes.  Ces 
valeurs  inverses,  en  prenant  le  rayon  pour  unité,  don- 
nent des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  —  t  d'où 

l'on  déduit  finalement  tr. 

U  y  a  une  analogie  frappante  entre  ces  dernières  for- 
mules et  les  formules 

r  =s     '■■■      >      r  ^s,  i/K r  , 

qui  donnent  les  apothèmes  et  les  rayons  des  polygones 
dans  la  méthode  des  isopérimètres.  De  plus,  si  Ton  prend 
pour  unité  la  valeur  commune  à  ces  périmètres,  on  trouve 
que  r'  et  R'  prennent  respectivement  les  mêmes  va- 
leurs que  —  et  -;9  pourvu  que  dans  les  deux  méthodes 
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on   parle  de  polygones  d'un  même  nombre  de  côtés. 
La  difTérence  des  deux  méthodes  est  donc  plus  appa«- 
rente  que  réelle* 


THiORÈllB  BB  GÊOMÉTIUB; 

Pab    m.    William    ROBERTS. 


Étant  donnée  une  série  d^ettipsoïdes  homofocaux, 
soit  un  point  pris  arbitrairement  sur  l'un  des  axes^  et 
considérons  ce  point  comme  le  sommet  des  cônes  circon- 
scrits aux  ellipsoïdes  du  système  homofocal.  Le  lieu  des 
courbes  de  contact  sera  une  surface  déterminée,  et  en 
faisant  varier  la  position  du  sommet  sur  le  même  axe, 
on  aura  une  série  de  surfaces  renfermant  un  paramètre 
arbitraire.  Pareillement,  deux  autres  systèmes,  dont 
chacun  contient  une  constante  arbitraire^  s^ obtiennent 
de  la  même  manière,  en  prenant  des  points  sur  les  deux 
autres  axes  pour  sommets  de  cônes  circonscrits. 

Cela  poçé,  je  dis  que  : 

1®  Les  courbes  dans  lesquelles  ces  trois  familles  de 
surfaces  se  coupent  deux  à  deux  sont  des  cercles  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  aux  plans  principaux, 

a**  Les  surfaces  qui  appartiennent  respectivement  à 
ces  trois  systèmes  se  coupent  mutuellement  deux  à  deux 
à  angle  droit,  et  par  conséquent,  en  vertu  du  théorème 
de  Dupin,  leurs  lignes  de  courbure  sont  les  cercles  qui 
résultent  de  leurs  intersections» 

Afin  de  démontrer  la  première  partie  de  notre  théo- 
rème, soit  O  le  centre,  et  soient  A,  B  deux  points  pris 
respectivement  sur  les  axes  des  x  et  des^,  et  faisons 
Oâ  =  a  et  OB  =  /3.  A  chaque  valeur  de  a  (et  de  même 
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de  |3),  il  répondra  une  surface  particulière  apparienant  à 
Tune  des  familles  dont  il  s'agit,  et  il  est  évident  que 
l'intersection  de  la  surface  (a)  avec  la  surface  (/3)  sera* 
le  lieu  des  points  (M)  dont  un  quelconque  est  situé  sur 
Tun  des  ellipsoïdes  homofocaux  et  jouit  de  la  propriété 
que  le  plan  tangent  qui  y  touche  Tellipsoïde  coupe  les 
axes  des  x  et  des^  respectivement  aux  deux  points  don- 
nés A  et  B.  Diaprés  un  ihéorème  de  M.  Chasles,  la  nor- 
male menée  à  rellipsoïde  homofocal  au  point  M  perce  le 
plan  des  xy  dans  un  point  P  qui  est  le  pôle  de  la  droite 
AB  par  rapport  à  la  conique  focale  située  dans  ce  plan. 
Par  conséquent,  le  point  P  est  donné.  Abaissons  donc  de  P 
une  perpendiculaire  PQ  sur  AB,  et  le  lieu  de  M,  ou  la 
courbe  d'Intersection  de  (a)  avec  ((3),  sera  un  cercle 
décrit  avec  PQ  comme  diamètre  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  AOB,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Pour  établir  la  seconde  partie  du  théorème,  soient  Ai,  B] 
les  points  de  rencontre  de  la  droite  AB  avec  les  deux 
plans  menés  par  le  point  M,  respectivement  parallèles 
aux  plans j^z  et  xz.  Soit  aussi  M^  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  M  sur  le  plan  ory  ou  AOB,  et  faisons 
passer  par  la  droite  MM|  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  tangent  à  rellipsoïde  homofocal  en  M.  Dans  le  plan 
qu*on  détermine  ainsi,  menons  une  droite  MN  faisant 
avec  le  plan  tangent  A^MBi  un  angle  égal  à  celui  fait 
par  MMi  avec  le  même  plan.  On  s'apercevra  facilement, 
parla  géométrie  élémentaire,  que  la  droite  MN  sera  la 
tangente  en  M  au  cercle  provenant  de  l'intersection  mu- 
tuelle des  surfaces  [a)  cl  (P).  Il  est  évident  aussi  que  les 
droites  MAi,  MBi  sont  les  tangentes  respectives  aux  sec- 
tions elliptiques  des  surfaces  (a)  et  (^)  passant  par  M. 
Par  conséquent,  les  plans  NMAi,  NMBi  touchent  respec- 
tivement les  deux  surfaces  (a)  et  (/3)  au  point  M,  et 
l'angle  fait  par  ces  deux  plans  entre  eux  est  évidemment 
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égal  à  celui  que  fait  le  plan  MM,  Ai  avec  MM^Bj,  c  est-à- 
dire  à  un  angle  droit.  Il  résulte  de  là  que  les  deux  sur- 
faces (a)  et  (j3)  s'entrecoupent  orthogonalement,  comme 
nous  l'avions  énoncé. 


GONCOIIRS  GfiNfiBAL  C")  DBS  LYCÉES  ET  DES  COLLÈGES. 

Classe  de  PUlosopUe.  —  Section  des  Seiraees. 

Composition  en  Mathématiques, 

i'*  Question.  —  Etant  donné  un  triangle  ABC,  on  de- 
mande de  mener  par  le  sommet  C  une  droite  CD  telle, 
que  la  somme  des  projections  des  côtés  AC  et  BC  sur 
cette  droite  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

On  discutera  le  problème. 

2'  Question,  —  Résoudre  le  même  problème  par  la 
Trigonométrie. 

SOLUTION  GÉONfiTRIQVE 

De  la  qiestion  donnée  en  conposition  an  concours  d'admission 

i  l'Ecole  Normale  (1862); 

Par  m.   HAAG, 

Élève  deTÉcole  Polytechnique. 


On  donne  un  cercle  dans  lequel  on  a  inscrit  une 
corde  AB  //e  longueur  donnée  :  parles  extrémités  A  ei  B 

C)  Innovation  due  à  Tinitiative  intelligente  de  M.  le  Ministre  Dnruy. 
Nous  regrettons  que  les  classes  de  Mathématiques  spéciales,  si  dignes 
d'intérêt,  n'aient  pas  été  admises  k  concourir.  Il  est  vrai  que  leur  nombre 
est  trop  peu  considérable  dans  chaque  Académie  pour  y  donner  lieu  à 
un  concours;  mais  en  réunissant  toutes  celles  des  départements,  on  éta- 
blirait entre  elles  une  utile  émulation.  P* 
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de  cette  corde  on  mène  respectivement  des  parallèles  à 
deux  droites  données.  On  demande  le  lieu  décrit  par 
leur  point  d intersection  (^). 

Soient  OL,  0\J  les  deux  directions  données.  Je  consi- 


dère la  corde  mobile  dans  deux  positions  successives  :  en 
ÂB  où  elle  est  perpendiculaire  à  la  bissectrice  OT  de 
l'angle  LOL'^  et  dans  une  autre  position  quelconque  A'B'. 
J'appelle  M,  M' les  points  du  lieu  correspondants,  obtenus 
en  menant  par  Â  et  A'  des  parallèles  à  OU,  par  B  et  B^ 
des  parallèles  à  OL.  Les  angles  AMB,  k'M!V  étant  égaux 
ainsi  que  les  cordes  AB,  A'B',  le  cercle  C  des  points  A'B^M' 
est  égal  au  cercle  C  des  points  ABM,  et  les  points  C,  G 
sont  situés  sur  des  perpendiculaires  OC,  OC/  à  AB, 
A'B',  à  des  distances  égales  du  point  O.  Donc  si  des 
points  C,  CI  comme  centres,  avec  les  longueurs  CO,  C'O 


(*)  La  composition  coinp'*enait  on  outre  la  question  suivante:  Déter» 


miner  la  limite  du  rapport 


X —  sin. 


lorsque  X  tend  vers  téro,  et  chercher 


quelle  valeur  on  doit  attribuer  à  A,  B,  C  pour  que  l'expression 

I 


t'annule  avec  x. 


A       B 
sm'x      X*       X 


(3i5) 
comme  rayons,  on  décrit  deux  cercles,  ces  cercles  étant 
égaux,  on  pourra  supposer  que  le  premier,  CO,  vienne 
coïncider  avec  le  second,  C'O,  en  roulant  dans  la  circon- 
férence OT  de  rayon  double.  Je  veux  démontrer  que  dans 
ce  mouvement  le  point  M,  considéré  comme  appartenant 
au  plan  du  cercle  mobile,  vient  coïncider  avec  le  point  M^ 
Pour  cela,  M'I^^  étant  égal  a  MT,  îl  suffira  de  faire  voir 
que  les  arcs  T'T,  T^^'^  sont  égaux,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  l'angle  TOT  est  moitié  de  l'angle  VCV.  Je 
prolonge  la  droite  MA  en  D  où  elle  rencontre  OÂ',  et  je 
prends  sur  le  cercle  CM  l'arc  BN  égal  à  l'arc  B'M'.  Si  de 
l'angle  OAM,  extérieur  au  triangle  OAD,  on  retranche 
l'angle  NAO  égal  à  l'angle  M'A'O  et  par  suite  à  l'angle 
ADO,  il  reste  l'angle  MAN  qui  sera  égal  à  l'angle  AOA' 
ou  à  son  égal  TOT.  Donc  l'angle  TCT',  égal  à  l'angle 
TCN  et  par  conséquent  double  de  Fangle  MAN,  est  aussi 
double  de  l'angle  TOT  comme  je  voulais  le  démontrer. 
On.  peut  donc  considérer  le  lieu  comme  décrit  par  le 
point  M  appartenant  an  plan  du  cercle  CO  qui  roule  dans 
le  cercle  OT,  de  rayon  double  :  le  lieu  est  donc  une  ellipse 
dont  le  point  O  est  le  centre.  Les  axes  de  cette  ellipse 
sont  OM  et  une  perpendiculaire  à  OM  au  point  O,  c'est- 
à-dire  les  bissectrices  de  l'angle  LOU. 

Nous  avons  supposé  qu'on  menait  par  A  la  parallèle 
à  OU  et  par  B  la  parallèle  à  OL  :  en  changeant  le  rôle 
des  points  A  et  B,  on  obtient  une  seconde  ellipse  concen- 
trique à  la  première.  Le  grand  axe  de  cette  ellipse  coïn- 
cide en  direction  avec  le  petit  axe  de  la  première,  et  réci- 
proquement. On  voit  aussi  que  l'excès  du  grand  axe  sur 
le  petit  axe  est  le  même  pour  les  deux  ellipses.  Remar- 
quons enfin  que  l'on  a  comme  cas  particuliers  les  deux 
bissectrices  de  l'angle  LOL^  quand  cet  angle  est  supplé- 
mentaire de  l'angle  AOB»  et  le  cercle  O  lui-même  quand 
Tangle  AOB  est  nul. 
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SOLUTION  GËOMÉTRIODE 

De  la  f iiestioi  doiife  ei  eonpositira  a  concoin  d'alaissioi 
i  PEeole  Noraale  (1863)^ 

Par  m.  HAAG. 


On  considère  les  hyperboles  équilatèrés  tangentes  à 
une  droite  fixe  donnée  AB  en  un  point  C  et  passant 
par  un  point  D.  D^un  point  P  piis  sur  AB  on  mène  des 
tangentes  à  chacune  de  ces  hjperboles  et  on  demande 
le  lieu  des  points  de  contact. 

Déterminer  la  nature  du  lieu  d'aptes  la  position  du 
point  D. 

Théorème  PKÉLnaNÀiRE.  —  Si  une  conique  ^variable 

passe  par  deux  points  fixes  D,  E  et  touche  une  droite 

fixe  PC  en  un  point  C,  le  lieu  des  points  de  contact 

des  tangentes  à  cette  conique  menées  par  un  point  P 

de  la  droite  PC  est  une  conique. 

En  eSet,  soit  M  un  point  du  lieu  :  considérons  le  qaa- 
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drilalère  MDCE  ;  ce  quadiîlalèrc  élaot  inscrit  dans  uoe 
conique  à  laquelle  CP,  MP  sont  tangentes,  d'après  un 


(3.7) 

théorème  connu,  le  point  P  sera  situé  sur  la  droite  qui 
joint  les  points  d^intersectîon  G,  H  des  côtés  opposés,  et 
l'on  pourra  considérer  le  point  M  comme  obtenu  en  me- 
nant par  P  une  sécante  arbitraire  GH,  joignant  DG,  EH 
et  prenant  le  point  d'intersection  de  ces  deux  dernières 
droites.  Or  les  droites  DG,  EH  décrivent  évidemment  des 
divisions  homographiques,  donc  le  point  M  décrit  une 
conique  passant  aux  points  D,  E.  De  plus,  si  là  sécante  GH 
coïncide  avec  PC,  on  aura  le  point  C,  qui  est  un  troisième 
point  du  lieu  ^  enfin,  si  la  sécante  se  rapproche  de  la  posi- 
tion PD,  le  point  M  tend  vers  le  point  D,  et  comme  à  la 
limite  la  sécante  DIVI  et  la  droite  PD  coïncident,  on  en 
conclut  que  PD  est  au  point  D  la  tangente  à  la  conique 
trouvée.  Pour  une  raison  analogue,  PE  sera  la  tangente 
au  point  E  de  cette  conique. 

Revenons  à  la  question  proposée.  On  sait  que  dans 
Thyperbole  équilatère  les  cordes  perpendiculaires  à  une 
tangente  sont  vues  du  point  de  contact  sous  un  angle  droit. 
Donc  si  nous  élevons  au  point  C  la  perpendiculaire  à  CD 
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D 

B 

et  que  nous  prenions  son  intersection  avec  la  perpendicu- 
laire à  ÂB  menée  par  D,  le  point  E  ainsi  obtenu  sera 
commun  à  tontes  les  hyperboles  équilatères  considérées. 
Donc,  diaprés  le  théorème  précédent,  le  lieu  demandé  est 
une  conique  passant  par  les  points  C,  D,  E  et  ayant  en  D, 
E  les  droites  PD,  PE  pour  tangentes. 
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Cherchons  à  détermioer  d'après  la  position  du  point  D 
la  nature  de  la  conique  trouvée.  Celte  discussion  se  fera 
aisément  en  cherchant  les  points  de  la  courbe  situés  à 
l'infini. 

Soit  GH  une  position  de  la  sécante  mobile  pour  la- 
quelle DG^  £H  sont  parallèles.  On  aura  alors 

CG.CH=CD.CE, 

c'est-à-dire  que  les  triangles  CDE,  CGH  seront  équi- 
valents. GH  sera  donc  une  tangente  menée  du  point  P  à 
rhyperbole  équilatère  asymptote  à  DH,  EG  et  touchant 
DE^  et  le  nombre  des  points  à  Tinfini  sur  la  conique  que 
nous  étudions  dépendra  de  la  position  du  point  P  par 
rapport  à  cette  hyperbole. 

Du  point  P  abaissons  PQ  perpendiculaire  sur  DH,  et 
désignons  par  0  Fangle  PCQ. 

1^  Si  PQ.CQ,  c'est-à-dire  PC  sin9cos6,  est  plus  petit  que 
— 7 —  ^^  7 ô*  ^^  point  P  est  extérieur  à  rhyperbole; 

on  a  deux  positions  de  GH  qui  donnent  deux  points  à 
rinfini,  la  courbe  est  donc  une  hyperbole. 
Dans  ce  cas  on  a 

CD«>4PC*8in*0. 

Décrivons  deux  cercles  avec  le  rayon  PC  et  tangents 
à  AB  au  point  C  de  part  et  d'autre  de  cette  droite.  Ces 
cercles  intercepteront  sur  DH  des  cordes  CM^CN  égales  à 
a  PC  sin  0.  Comme  CD  est  plus  grand  en  valeur  absolue  que 
skPCsinO,  le  point  D  sera  en  dehors  de  ces  cercles. 

— '  .  CD* 

a**  Je  suppose  que  PC  sîn0cos0  =  -s r:  le  point  P 

est  alors  sur  l'hyperbole  équilatère.  La  conique  a  un 
point  à  l'infini,  elle  est  du  genre  parabole,  le  point  D  est 
sur  l'un  des  deux  cercles. 


CD" 
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3°  Je  suppose  enfin  PC*sîn9cos5>  >  ^*^    :  le  point  P 
est  dans  ce  cas  intérieur  à  Thyperbole  équilatère,  il  n'y  a 
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plus  de  points  à  Tinfini  sur  la  conique  étudiée,  qui  est 
alors  une  ellipse,  et  le  point  D  est  intérieur  à  Tun  des 
deux  cercles. 

Pour  achever  cette  discussion,  remarquons  : 

Que  la  conique  est  toujours  réelle,  puisqu'elle  passe 
par  trois  points  réels  et  qu'elle  a  des  tangentes  réelles  en 
deux  de  ces  points  ; 

Qu'elle  ne  peut  jamais  être  un  cercle,  puisque  le  cerde 
circonscrit  au  triangle  CDE  a  en  D  et  en  E  des  tangentes 
horizontales. 

Pour  qu'elle  se  réduise  à  un  système  de  deux  droites, 
il  faut  évidemment  : 

Ou  bien  que  le  lieu  se  compose  des  deux  tangentes 
PD,  PE,  et  alors  le  point  P  doit  être  en  C  ; 

Ou  bien  que  ces  deux  tangentes  soient  dans  le  prolon- 
gement l'une  de  l'autre,  et  alors  le  point  P  doit  être  h 
l'intersection  de  DE  et  de  ÂB  en  F. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  les  droites  rectangulaires 
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CD,  CE,  qui  font  partie  de  la  série  des  hypeibolcs  équî- 
latères  considérées. 

Dans  le  secon4  cas,  on  a  la  droite  DE  et  une  seconde 
droite  CF'  conjuguée  de  CF  par  rapport  à  Tangle  DCE. 
Ou  s'explique  facilement  l'introduction  de  cette  droite 
qui,  passant  au  point  C  et  au  point  F'  conjugué  de  F  par 
rapport  à  DE,  est  la  polaire  du  point  F  par  rapport  à 
toutes  les  hyperboles  équilatères  que  Ton  considère. 

Quanta  la  droite  DE,  elle  provient  du  système  des 
droites  rectangulaires  DE,  AB  qui  peut  être  considéré 
comme  une  hyperbole  équilatère  remplissant  les  condi- 
tions du  problème. 


SOLUTION  DE  OHISTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  550 

(  voir  tome  XIX,  page  406)  ; 

Par  m.  Li^ON  DYRION. 
Énoncé.  —   Uéquation  d'une  ellipse  (coordonnées 

rectangulaires)  étant  -j  +  tj  =i>  />«''  un  point  pris 

sur  la  développée  de  Vellipse  on  peut  mener  trois  nor- 
males, dont  deux  ne  sont  pas  tangentes  à  la  dcvelop- 
pée  au  point  considéré^  la  corde  qui  joint  les  points 
d* intersection  A  etTi  de  ces  deux  normales  est  normale 
à  Vellipse  ayant  pour  équation 

(Desboves.) 
Soit  (jr',  y')  un  point  de  la  développée  ^  les  pieds  des 
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normales  k  l'ellipse  issues  de  ce  point  serout  sur  Thyper- 
é         bole 

(i)  c^jcf  -H  b^xy'  —  «'jx'  =  o. 

Si  cette  hyperbole  est  langeute  à  relHpsc,  deux  iiormales 
se  confondront  en  une  seule.  Donc,  si  j'identîGe  1  équa- 
tion (i)  avec  la  suivante 

I  -f-  (r  — '  WJP  —  V^V/f*  4-  6')  [jr  —  px —  7)  ==  o, 
X,  p^  </  étant  indéterminés,  Téquation 

représentera  la  sécante  A 13. 

En  identifiant  les  équations  (i)  et  (  a)  on  a  cinq  condi- 
tions qui  déterminent  x\  j\  X,  p,  q.  Or  les  trois  pre- 
mières 

^a^-+-i  =  o, 

\h^  —  mp  =  o, 


donnent 

A» 

p  = r-î 


7  = 


^a^m^ 


et  l'équation  de  la  sécante  AB  devient 

b^  b^ 


r^—:-^. 


X 


que  Ton  peut  écrire 

b^   a^b^ 


A*  a^m     c* 


■^  ^>3jj< 


4/ 1 

iwt.  de  Mûthémat,,  3«  série,  t.  III.  (Juillet  i86/|.)  ^L 


qui  est  Féqualion  d'une  normale  à  Fellipse 


m^itih'- 


Les  deux  relations  que  nous  avons  négligées  exprimaient 
x'etjr'  en  fonction  de  m.  De  sorte  que  si  Ton  éliminait 
m  entre  ces  deux  équations  on  aurait  l'équation  de  la  dé- 
veloppée. 

On  peut  remarquer  que  la  direction  de  AB  est  conju- 
guée de  celle  de  la  tangente,  ce  qui  donne  encore  une 
propriété  remarquable  de  cette  ligne. 


Question  669 

(TOir  1*  iérie,  t.  II,  p.  hfi); 

Pae  mm.  GODART  kt  COURTIN, 

Élèves  de  Sainte-Barbe  (  classe  de  M.  Moutard  ]. 

Deux  tétraèdres  ahcd,  clV dd*  étant  donnés,  dési- 
gnons par  «1,  «t)  ^s>  ^4  ^^^  volumes  des  tétraèdres 
obtenus  en  joignant  le  point  a  aux  points  a\  b\  d^  rf'; 
Pi)  |3f>  j3s»  |34  les  volumes  des  tétraèdres  obtenus  enjoi- 
gnant le  point  b  aux  points  ci ^  2/,  d^  d^  \  etc. 

Démontrer  que 


p. 


«a      «3 
5,       ^a 


«4 

P* 

7« 

^1 


7=abcd^a'b'c'd'. 


(Faure.) 


Si  on  a  quatre  points  dont  les  coordonnées  soient 
{x'y'z'),  [x'^f'z"),  [x"'f"z^"),  (x'^'y^'z'"),  le  volume 
du  tétraèdre  ayant  ces  quatre  points  pour  sommet  est,  â 


«« 
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un  facteur  constant  près,  donne  par  le  déterminaut 


*', 

y\ 

»'. 

I 

*  » 

y. 

»'. 

I 

*-, 

y. 

«-, 

1 

*'% 

y\ 

«", 

I 

Nous  ferons  dans  la  suite  abstraction  de  ce  facteur  con- 
stant qui  se  trouverait  dans  les  deuic  membres  de  toutes 
les  ^alités,  et  qu'on  pourrait  supprimer. 

Cela  pose,  considérons  un  des  déterminants  «i,  otiv) 
«t  par  exemple.  Si  on  appelle  (x'y'-»'),  [x"y^ z^^Y..*^  les 
coordonnées  des  sommets  du  tétraèdre  ahcd\  (x,y,  2',  ), 
(x' j'*,  «',),..., celles  des  sommets  du  tétraèdre  o'i'c'i/'jon  a 


JT 


y: 


< 


I 
1 
I 


t 


.it 


et  si  on  appelle  D', ,  D^ ,  D^^  D"  les  déterminants  mineurs  du 
déterminant  qui  exprime  le  volume  du  tétraèdre  a*Vc'd\ 
quand  on  ordonne  ce  déterminant  par  rapport  à  x\  y\ 

De  même  «t  serait  de  la  forme 

D',,  ]y,,  D^,  D'J  éunt  des  déterminanu  mineurs  analogues 
aux  premiers,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  le  détermi* 
nant  proposé  peut  s^écrire 

ly.jc'  .+-...-4-07,  D',y  +...-HD';,  DX  -h...,  H^x^  -4-... 
1/^x-' -^....4- D\%  iy,x^  -f....4.D7,  ly,*^  4-...,  D'^j?^  H-... 
ly.V*  -♦-...-hD;,     D>*'  -H.-4-  D;,     0',^?*  -4-...,     D'^  Jt*"  H-... 

.21. 
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Or  ce  déterminant  est  égal,  comme  on  sait,  au  produit 


a/ 

/ 

z' 

I 

D'. 

»-. 

d: 

DV 

x'" 

z' 

z' 

I 

I 

X 

D' 

d: 

D-; 

X'* 

y" 

z'" 

1 

D', 

D", 

d: 

D-; 

Le  premier  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  volume  de 
abcd.  Quant  au  second,  c'est  le  déterminant  formé  par 
les  seize  déterminants  mineurs  du  déterminant 


1 

/. 

< 

1 

y; 

«: 

I 

*T 

y: 

< 

1 

'': 

r: 

*7 

1 

Donc  {*)  il  est  égal  au  cube  de  de  déterminant  qui  repré- 
sente le  volume  a'&'c'^'.  La  proposition  est  donc  démon- 
trée. 

Note,  —  M.  A.  S.y  élève  de  M.  Paintin,  a  envoyé  une  solution  de  la 
même  question.  Il  existe  un  théorème  analogue  pour  deux  triangles  si- 
tués dans  le  même  plan. 


Question  684 

(TOlryageSS); 

Pae  m.  Léon  DYRION. 


Dans  toute  parabole^  la  droite  qui  joint  les  milieux 
des  rayons  de  courbure  correspondant  aux  extrémités 
d'une  corde  focale  quelconque  passe  par  le  foyer  et  par 
le  pôle  de  la  corde  focale,  A  cette  propriété  descriptive 


(*)  Baltseb,  traduit  par  Hocbl,  p.  46. 
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correspond  la  relation  métrique 


ar-(^)=G) 


R  et  B!  étant  les  courbures  et  ap  le  paramètre.  (Pigeon.) 
Uexpreasion  du  rayon  de  courbure  est 


N 


N" 


R  =  -=N.-j  = 


N 


/r  p*        cos'w 


co  étant  Tangle  FMNs=  MNF,N  la  normale.  On  voit  donc 
que  Ton  aura  le  milieu  R  du  rayon  de  courbure,  en  élevant 


en  Fune  perpendiculaire  FR sur  la  corde.  Le  point  R'  s'ob- 
tient par  la  même  construction,  et  comme  la  droite  FRR' 
passe  au  foyer  et  au  point  D,  la  première  partie  est  démon- 
trée. 

Quant  k  la  relation  métrique,  on  a 


on  a  donc 


(îvy-^(s-')=''''(r^'"^iJ^') 


N'  étant  la  normale  au  point  M'. 


Mais 


(  326  ) 


P  P  ,       - 

^  =  C08a»y  ^  =C08fti'=:8infti, 


doiii 


et 


Note  du  AtoACTSUA.  —  M*  Picquet  fait  la  remarque 
suivante  ; 

Si  Ton  considère  un  rayon  lumineux  émane  du 
point  F  et  dirigé  ven  FM,  il  se  réfléchira  sur  une  paral- 
lèle À  Taxe.  Il  résultera  d'une  formule  très-connue  rela- 
tive aux  caustiques 

(parce  que  le  rayon  réfléchi  est  infini),  c*est-i*dire 

HF  =  -  cos«i. 

n 

Donc  la  droite  qui  joint  le  milieu  du  rayon  de  courbure 
en  M  au  foyer  est  perpendiculaire  à  la  corde  focale.  Il  en 
serait  de  même  pour  le  point  M\  Donc  la  droite  qui  joint 
le  milieu  des  rayons  de  courbure  est  perpendiculaire  à  la 
corde  focale,  au  foyer,  et  par  suite  elle  passe  par  le  pôle. 
MM.  Hanon  et  Willot,  élèves  de  l'École  Centrale,  ainsi 
que  MM.  Mirza-Nizam  et  Marini,  licencié  es  sciences, 
donnent  une  démonstration  géométrique  très -simple, 
fondée  sur  la  construction  du  rayon  de  courbure  des  co- 
niques. 

La  même  question  a  été  traitée  par  MM.  Courtin  et 
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Godart,  Lacauchie^  Grassat  et  TiYolIier,  Nouette  et  De- 
batisse,  Douradou,  Graindorge. 

M.  Marini  donne  en  outre  une  solation  analytique,  et 
se  pose  ce  problème  plus  gênerai  :  Déterminer  la  courbe 
dans  laquelle  le  segment  du  rayon  dç  courbure  inter-' 
cepté  entre  le  rayon  vecteur  et  une  droite  partant  du 
pâle  et  faisant  a^ec  lui  un  angle  constant  a  soit  propor- 
tionnel au  rayon  de  courbure.  Ce  problème  conduit  i 
une  équation  différentielle  du  deuxième  ordre  qui  se  ra* 
mène  au  premier,  mais  qui  parait  ne  pouvoir  être  inté* 

grée  complètement  que  dans  le  cas  où  a  =  -  •  Danscecas, 

et  pour  quelques  valeurs  simples  du  rapport  donné,  ou 
trouve  la  parabole,  la  spirale  logarithmique,  Thyperbole 
cquilalère.  M.  Marini  arrive  par  cette  dernière  courbe 
à  la  propriété  suivante  :  Dans  l'hyperbole  èquilatère,  la 
perpendiculaire  à  un  diamètre  menée  par  le  centre  inter^ 
cepfe  sur  la  normale  menée  à  l'extrémité  du  diamètre^ 
sur  la  partie  prolongée  en  dehors  de  la  courbe,  une  lon- 
gueur égale  au  rayon  de  courbure. 


Question  685 

(TOir  pêgé  60); 

Par  m.  LéoN  DYRION. 

Une  courbe  quelconque  A  est  située  dans  le  plan 
d^une  parabole.  On  lui  mène  une  tangente  mobile  qui 
coupe  la  parabole  en  deux  points  P  et  P'.  On  projette 
les  centres  de  courbure  relatifs  à  ces  points  respectii^e^^ 
ment  sur  les  rayons  focaux  qui  y  aboutissent, 

La  droite  qui  joint  ces  projections  p,  p'  ens^eloppe 
une  courbe  symétrique  de  A  par  rapport  au  foyer. 

Examiner  le  cas  particulier  où  la  courbe  A  se  réduit  à 
un  point  y  et  celui  oii  ellc'S^  éloigne  à  l'infini,   (Pigeon.  ) 
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Dans  ]a  question  précédente,  le  foyer  est  U  projection 
sur  le  rayon  vecteur  du  milieu  du  rayon  de  courbure; 
l'extrémité  du  rayon  se  projettera  donc  suivant  un  point 
symétrique  de  P  par  rapport  au  foyer.  La  projection  de 
Textrémité  de  Tautre  rayon  sera  symétrique  de  P'  par 
rapport  an  foyer. 

On  voit  donc  que  la  ligne  pp'  qui  joint  les  projections 
des  centres  de  courbure  est  la  symétrique  de  la  droite  PP' 
par  rapport  au  foyer.  Donc^  si  PP'  est  tangente  k  une 
courbe  A  la  ligne  passant  par  les  projections  des  centres 
de  courbure  sera  tangente  à  une  courbe  symétrique  de  A. 

Si  A  est  un  point,  toutes  les  droites  symétriques  de  PP' 
passeront  par  le  symétrique  de  A. 

Si  A  va  à  l'infini,  toutes  les  droites  seront  parallèles. 

Noie,  —  Solution  géométrique,  fondée  inr  la  question  684*  ptr  MM.  H. 
Picquet,  Mina-Niuiin,  Hanon  et  Williot,  TiTollier  et  M.  Lhopital,  élères 
du  lycée  de  Lyon,  Nouelte  et  Debatisse,  Courtin  et  Godart.  Solution 
analytique  de  MM.  TirolUcr  et  Graaeat. 


Questions  686  et  687 

(  voir  p.  CO). 

686.  Si  dans  une  ellipse  deux  cordes  supplément' 
taires  variables  passent  par  les  extrémités  d 'un  diamètre 
donné  et  que,  par  un  point  fixe  pris  sur  Vellipse,  on 
mène  des  parallèles  à  ces  cordes^  la  diagonale  libre  du 
parallélogramme  qu  elles  forment  ax^ec  elle*  passe  par 
un  point  fixe,  La  connaissance  de  ce  point  permet  de 
trouver  les  points  et  les  tangentes  en  ces  points  d^une 
ellipse  donnée  par  son  centre  et  par  trois  points. 

(Pigeon.)     ' 

687.  Lorsque  le  sommet  d*un  angle  dont  les  côtés 
restent  parallèles  à  eux-mêmes  décrit  une  section  co- 
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nique,  la  corde  sous^tendue  par  V angle  enveloppe  une 
seconde  conique  asymptotique  (ou  senAlable)  à  la  pre- 
mière* (  Pigeon.) 

Mous  avons  reçu  un  grand  nombre  de  solutions  (^)  de 
ces  deux  questions,  et  la  plupart  de  leurs  auteurs  font  re- 
marquer que  ces  tbëorèmes  sont  évidents  dans  le  cercle 
et  que  leur  extension  aux  sections  coniques  s^obtient  soit 
par  des  projections  coniques  ou  cylindriques,  soit  par  la 
transformation  homographîque  ;  c'est  probablement  par 
Tnn  de  ces  moyens  que  M.  Pigeon  y  est  parvenu.  Celte 
remarque  dispense  d'entrer  dans  de  plus  grands  détails. 


Question  688 

(  voir  p.  61  )  ; 

Par  m.  MIBZÂ-NIZAM. 

Par  un  point  quelconque  pris  sur  une  ellipse^   on 
mène  la  normale  qui  rencontre  les  axes  en  P  et  Q.  Sur 


le  prolongement  de  la  normale  on  prend  MP'=  MP  5 


(*)  C^uUebois,  éléTe  de  rinsUtution  Barbet;  Nombel,  Alcan,  élèves  de 
Salnto-Barbe;  M  orel,  Leclëre  et  Daguenet,  Lefort,  G.  Elle,  Graindorc^e,  Baill  j 
et  presque  tous  les  élèves  nommés  à  propos  des  questions  précédentes. 
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sur  PQ  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  qui  ren- 
contre an  point  N  la  tangente  conduite  par  M.  Par  le 
point  N  on  mène  une  parallèle  à  la  normale,  et  par  le 
centre  O  une  parallèle  à  la  tangente. 

Le  rectangle  MNM^N'  ainsi  obtenu  est  constant  et 
équis^aut  au  rectangle  construit  sur  les  demi-axes* 

On  a  dans  le  cercle 

les  triangles  semblables  RMP  et  KMQ  donnent 

MP .  MQ  =  MK .  MR  =  5m,' 

OMi  étant  le  diamètre  parallèle  à  la  tangente  MK;  on  a 

donc 

MN  =  OM. . 

Je  joins  OM  et  j'ai 


MM'=0M.8inM0M,. 
On  a  donc 


MN.MM'  =  OM..OM.siDMOM.  =  tf^, 

a  et  &  étant  les  demi'^axes.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque,  —  Oî  théorème  permet  de  trouver  la  limite 
du  point  Q  ou  du  point  P  quand  la  normale  se  confond 
avec  Tun  ou  Tau  ire  axe,  et  par  suite  permet  de  trouver 
le  centre  de  courbure  aux  sommets  de  Fellipsc. 

Noie,  —  MM.  Bailly»  aipirant  répétîteur  tu  lycée  d'Orléans,  Lcclère, 
élève  du  lycée  de  Caen  (classe  de  M.  Toussaint),  font  remarquer  qoHl  eiiste 
un  théorème  analogue  pour  Thyperbole.  Autres  solutions  de  MM.  DyrioD, 
Lacauchie,  élèves  du  lycée  de  Strasbourg;  Alexandre  Barrère,  Tivollier  et 
Grassat,  Michel  Lhopital,  du  lycée  de  Lyon;  A.  du  Mesnil,  de  Técolede 
Sorrëze  (classe  de  M.  Dumont);  Smith  junior,  du  lycée  Louis-l&Oraod; 
Leparquois,  du  lycée  de  Caen;  Massing,  Douradou,  Picquet,  (x>urtiQ  et 
Godart,  de  Sainte-Karl>e;  Puthoste,  du  Prytanée  impérial;  Morel,  Lbé- 
rilicr,  du  lycée  de  Douai;  A.  L.  et  E.  L.,  de  l'École  Sainte-Genevière. 


(  33i  ) 


TBtORÉIES; 

Pa&  m.  h.  faure. 


I.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  9  circonscrit  à  deux 
courbes  de  classes  n  et  n'  est  une  courbe  de  Tordre  4 '^'i'* 
Si  ces  courbes  ont  Tune  r  branches,  Tautre  r'  branches 
paraboliques,  et  de  plus  m  foyers  en  commun,  le  degré  est 
diminué  de  2  (/ir'  + wV-4-  am). 

Si  Tangle  est  droit,  le  lieu  est  du  degré 


2/1/1'  —  nr'  —  n'  r  —  ^m. 


U.  Le  Heu-du  pied  des  obliques  menées  d'un  point  fixe 
et  sous  Tangle  9  aux  tangentes  d'une  courbe  de  la  classe  n 
est  une  courbe  du  degré  2n  —  r.  Si  le  point  fixe  est  un 
foyer  de  la  courbe,  le  degré  du  lieu  est  a  (/i  —  1)  —  r. 

III.  Le  lieu  du  point  d'où  Ton  voit  sous  un  même 
angle  deux  courbes  de  classes  n  et  n'  est  une  courbe  du 

d^ré  -/!»'(/»  —  i)  (n'  —  i). 

IV.  Le  lien  d^un  point  tel,  que  menant  de  ce  point 
une  tangente  à  une  courbe  de  la  classe  n'  et  une  tangente 
à  une  courbe  de  la  classe  n^,  Tangle  de  ces  tangentes  soit 
le  même  que  l'angle  formé  par  deux  tangentes  menées  du 
même  point  à  une  courbe  de  la  classe  n,  est  une  courbe 
du  degré  inn'  n"  [n  —  1). 

Grenoble,  9  juillet  i364* 
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BOLLETffl. 

(Tous  les  ouvrages  anuoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouTent  à  la  librairie 
de  Gauthier-fUlarSy  q^iai  des  Augastins,  55.) 


XXIV. 

Chasles.  —  Système  des  coniques  qui  coupent  des  co^ 
niques  données  sous  des  angles  donnés  ou  sous  des 
angles  indéterminés,  mais  dont  les  bissectrices  ont 
des  directions  déterminées,  In-4  de  8  pages.  (Extrait 
des  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
séance  du  7  mars  1864.) 

Continuation  du  Mémoire  analysé  p.  194.  M.  Chasles  aborde 
des  problèmes  de  plus  en  plus  difficiles  et  qui  présentent  un 
nombre  prodigieux  de  solutions.  Le  nombre  des  coniques  cou- 
pant quatre  coniques  données  sous  des  angles  donnés  et  telles, 
que  deux  de  leurs  diamètres  conjugués  passent  par  deux  points 
donnés,  est  3 3755904 1  M.  Chasles  a  fait  conn^tre  ses  belles  mé- 
thodes dans  les  séances  du  'X']  juin  et  du  4  juillet.  Nous  j  revien- 
drons. 

XXV. 

PASTEiDa,  membre  de  Tlnstitut,  directeur  des  études 
scientifiques  à  TÉcoIe  Normale.  —  Annales  scienii^ 
Jiques  de  V École  Normale  supérieure.  Tome  P*^,  i"  li- 
vraison \  in-4  de  viu-8o  pages  et  i  planche  gravée. 
Pari^,  i864)  Gauthier-Villars.  Prix:  3o  francs  pour 
six  livraisons  qui  seront  publiées  tous  les  deux  mois. 

Nous  accueillons  avec  joie  cette  publication  qui  contribuera 
à  réclat  d*un  établissement  renommé.  Les  études  scientifiques 
ont  accompli  à  T École  Normale,  depuis  vingt-cinq  ans,  des  pro- 
grès considérables,  grâce  à  la  libéralité  de  TÉtat  et  surtout  à  la 
grande  valeur  des  hommes  qui  y  prennent  part  à  renseignement 


(  333  ) 

des  sciences.  C*est  doDc  une  heurense  idée  d'avoir  songé  à  pu- 
blier tous  les  deux  mois  les  meilleures  productions  des  anciens 
élèves  et  des  maîtres  de  PÉcole. 

Le  premier  fascicule  contient  :  Recherches  sur  le  pouvoir  rota- 
ioire  des  liquides  actifs  et  4^  leurs  vapeurs;  par  M.  Désiré 
Gemez,  agrégé-préparateur  à  TÉcole  Normale  (p.  i  à  38).  — 
Sur  les  principales  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune;  par 
M.  V.  Pnisenxy  maître  de  conférences  à  PÉcoIe  Normale. 

M.  Gernez  continue  et  varie  Texpérience  unique  de  Biot,  par 
laquelle  Tillustre  physicien  a  constaté  le  pouvoir  rotatoire  des 
vapeurs,.  De  très-nombreuses  observations^  faites  sur  divers  li- 
quides et  sur  leurs  vapeurs,  conduisent  Fauteur  à  cette  conclu- 
sion :  «  Si  Ton  admet  que  le  pouvoir  rotatoire  des  substances 
actives  dépend  de  leur  structure  moléculaire,  on  peut  dire  que 
les  molécules  liquides  ne  subissent  aucune  modification  dans 
leur  forme,  quand  elles  passent  à  l'état  de  vapeur,  puisqu'elles 
agissent  dans  le  même  sens  et  avec  la  même  intensité  sur  les 
rayons  de  lumière  polarisée.  » 

M.  Puiseux  s'est  proposé  de  montrer  comment,  sans  entre- 
prendre les  calculs  compliqués  qu'exige  une  théorie  complète  de 
la  Lune,  on  peut  se  rendre  compte  assez  simplement  des  prin- 
cipales circonstances  du  mouvement  de  cet  astre  autour,  de  la 
Terre  et  en  déterminer  approximativement  les  inégalités  les 
plus  importantes.  *  Le  but  de  cet  article,  ajoute  le  savant  et 
consciencieux  auteur,  serait  atteint  s'il  engageait  quelques  lec- 
teurs à  l'étude  plus  approfondie  d*une  théorie  qui  effraye  or- 
dinairement par  son  étendue  et  sur  laquelle,  malgré  des  pro- 
grès récents  et  considérables,  la  science  n*a  peut-être  pas  encore 
dit  son  dernier  mot.  » 

XXVI. 

Mâisàho  (J.-B).  —  Considerazioni...  Considérations 
sur  le  triangle  rectitigne.  In -8  de  72  pages  et  2  plan- 
ches. Gènes,  i863.  Librairie  de  Louis  Beuf. 

Celte  monographie^  adressée  spécialement  aux  jeunes  gens 
qui  étadieni  la  Géométrie^  comprend  tous  les  travaux  faits  de- 
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puis  Eukr  sur  les  bissectricesy  les  hauteurs,  les  médianes  d^un 
triangle,  le  cercle  des  neuf  points,  etc. 

xxvn. 

Le  Cointb,  professeur  à  Fécole  préparatoire  Sainte*Marie, 
i  Toulouse.  —  Notions  élémentaires  sur  les  courbes 
usuelles.  I0-8  de  viii-92  pages  avec  de  nombreuses 
figures  dans  le  texte*  Paris,  i864<  Librairie  de  Gau- 
thier-Villars.  Prix  :  a  francs. 

Ouvrage  desciné  à  la  préparation  an  Baccalauréat  es  Sciences 
et  à  rÉcole  spéciale  militaire  de  Saint-Cyr. 

xxvm. 

Castelsac  (L.),  professeur  au  collège  Stanislas.  —  Cours 
préparatoire  aux  examens  de  conducteur  et  piqueur 
des  Ponts  et  Chaussées  et  autres  sennces  publics 
{programme  déyeloppé  du  cours),  a  feuilles  in*8. 
Paris,  1864* 

L'enseignement  qu'on  est  convenu  d'appeler  professionnel 
ne  peut  différer  de  l'enseignement  purement  scientifique  que  par 
le  mode  des  applications.  M.  Castelnau  l'a  bien  compris.  Les 
parties  purement  spéculatives  de  la  science  ont  été  écartées  de 
Fouvrage,  mais  l'auteur  a  été  continuellement  préoccupé  de 
placer  en  regard  des  théories  les  plus  simples  leurs  plus  fé- 
condes applications.  M.  Castelnau,  et  nous  lui  en  savons  gré, 
n'a  fait  aucune  concession  à  cet  esprit  de  vulgarisation  mal 
entendu  qui  n'a  d'autres  résultats  que  la  propagation  d*idées 
fausses  et  de  connaissances  tronquées.  Les  élèves  qui  posséde- 
ront les  matières  de  son  programme  peuvent  être  assurés  qu'ils 
auront  des  notions  sérieuses  et  justes  sur  rÂrithmétique«  la  Géo- 
métrie élémentaii*e,  l'Algèbre,  la  Géométrie  descriptive  et  les 
éléments  de  Mécanique.  Une  large  place  a  été  réservée  au  levé 
des  plans,  au  nivellement  et  à  la  connaissance  des  travaux. 

Edouard  MsaLiBUX. 
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XXIX. 

MoRBT,  professeur  de  Mathématiques  à  Fribourg.  —  Le 
hinôme  de  Newton,  interprété  et  démontré  pour  un 
exposant  d*une  manière  à  la  fois  rigoureuse  et  e7é- 
men taire  au  moyen  d*une  noui^elle  théorie  des  séries 
infinies.  In-ia  de  ¥1-4^  pages  ;  i864« 

• 

J'ai  lut  je  ne  sais  où,  qa*on  certain  personnage  était  mort  de 
tout  le  mal  qu'il  s'était  donné  pour  vivre  sans  rien  faire.  On 
ressemble  à  ce  personnage,  quand  on  cherche  à  démontrer  par 
l'Arithmétique  ou  par  TAlgèbre  ce  qui  est  du  ressort  de  l'Algèbre 
ou  du  Calcul  différentiel.  C'est  faire  de  grands  efforts  pour  éviter 
un  petit  travail  Mais,  dira-t-on,  je  m'adresse  à  des  élèves  qui 
n'ont  pas  été  plus  loin  que  l'Algèbre.  A  cela  je  réponds  :  Ou  vos 
élèves  ne  se  soucient  pas  de  savoir  le  binôme  de  Newton,  alors 
ils  ne  liront  pas  votre  brochure;  ou  bien  ils  veulent  acquérir 
vette  connaissance  et,  dans  ce  cas,  ils  auront  plus  t(U  fait  d'ap- 
prendre le  Calcul  difTérenticI,  qui  n'est  qu'une  simplification  de 
l'Algèbre. 

Voilà  pour  la  qn«fStion  de  forme.  Au  fond,  la  brochure  con« 
tient  une  démonstration, sinon  tlémentaire,  du  moins  rigoureuse 
delà  formule  de  Newton.  C'est  l'œuvre  d'un  homme  de  miTite 
qui  pourrait  mieux  employer  son  temps. 

Journal  de  V École  impériale  Polytechnique^  XL"  cahier, 
t.  XXIII.  In-4  de  iv-23o  pages  ci  8  planches.  Pans, 
i864«  Gauihier-Yillars.  Prix:  8  francs. 

Ce  volume  contient  :  Mémoire  sur  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  d'une  conique  autour  d'une  droite  située  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace  ;  par  M.  de  la  Gournerie»  — 
Mémoire  (posthume)  sur  la  théorie  des  imaginaires,  sur  féqui- 
libre  des  températures  et  l'équilibre  d'élasticité;  par  M.  P.-jéiph. 
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Laurent»  —  Recherches  géométriques  sur  les  longueurs  coiupa- 
rées  d'arcs  de  courbes  différentes;  par  M.  Mannheim. 

Steiner  a  démontré  que  si  un  arc  de  courbe  roule  sur  une 
droite^  un  point  quelconque  du  plafi  de  cette  courbe^  entraîné 
dans  le  mouvement^  décrit  un  are  égal  a  l'arc  de  la podaire  ob- 
tenu en  projetant  le  point  sur  les  tangentes  à  la  courbe» 

M.  Mannheim  examine  ce  qui  arriverait  si  le  point  considéré 
avait  un  certain  mouvement  par  rapport  à  la  courbe  roulante, 
et  il  arrive  à  plusieurs  théorèmes  curieux  sur  les  arcs  de  courbes 
planes  ou  sphériques.  Cest  une  utile  addition  aux  nombreux 
théorèmes  qui  établissent  des  relations  entre  des  arcs  de  courbes 
différentes.  Les  développées,  les  reptotres,  les  courbes  parallèles, 
la  réduction  des  rectifications  anx  quadratures,  le  développe- 
ment d'une  surface  sur  une  antre,  etc.,  fournissent  des  relations 
de  ce  genre. 

XXXI. 

KuPFEA  (€•),  de  Trêves.  -—  Considérations  géométriques 
destinéees  à  faciliter  Té/ude  de  la  théorie  des  trans-' 
cendantes  elliptiques  [Journal  de  Crelle  coniiDué  par 
Borchardt,  t.  LXIII,  p.  4^  à  58). 

Travail  intéressant,  mais  qui  n'a  pas  la  nouveauté  que  Tauteur 
lui  suppose.  L'un  des  principaux  théorèmes  a  été  trouvé,  il  y  a 
une  vingtaine  d*années,  par  M.  Graves,  et  presque  en  même  lerop 
par  M.  Chasies.  Les  autres  sont  de  M.  Chasles  (voir les  Comptes 
rendus^  t.  XVII,  i843,  Propriétés  générales  des  arcs  de  sec- 
tions coniques  dont  la  différence  est  rectifiable,  p.  838;  t.  XIX, 
Construction  géométrique  des  amplitudes  dans  les  fonctions 
elliptiques,  p.  i^Sp). 

XXXII. 

Mahtin  (P.),  professeur  au  collège  de  Toul.  —  Théorie 
et  pratique  des  calculs  d* approximation  numérique. 
I11-12  de  4a  pages^  1864.  Gaulbîer-Villars. 
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CALCUL  APPROCHÉ  BE  r  BANS  U  FORHDLB 
DES  INTÉRÊTS  COMPOSÉS; 

Pàh   m.    h.   LEM0NI9IER, 

Professeur  au  lycée  Saint-Louis. 


Soit  la  formule 

A  =  «(i4-r)"{i-f-r/), 

où  n  est  utk  nombre  entier  et/  un  facteur  moindre  que  i* 
Si  on  prend 

A  =  a(i-+-r.)-, 

A  =  fl(i-fr3)»(i-f-/'^), 


A  =  d  (i  4-  ri)»(i  +  n^t/)t 

on  reconnaît  immédiatement  que  Tj,  r^,  Tg,.  •  «^  forment 
une  suite  décroissante^  tandis  que  rt,  r^j  r^^  •  • . ,  forment 
une  suite  croissante. 

Nous  nous  proposons  d'établir  que  r  en  est  la  limite 
commune,  et  de  fixer  le  degré  d'approtimation  à  quelque 
point  qu'on  s'arrête» 

Nous  avons  d'abord 

(i  4- rA)»(H- r|.,/)  =  (H- ri+,)« (i4-a/), 

d'où 

(iH-n)*    _     1-4- ri/ 

ce  qui  donne 

(i  -4-rA+,)«  H-r*.,/"  ' 

Jim.  d^  Mathémat.,  2«  série,  t.  IH.  (Août  1864.)  ?.?• 
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puis 

-/'^     •    \  .  ^(" — 0/,»      >   \  . 


d'où 


^_  (i-hr*+.)"/ 


«{«— i),     .        .     »(»— 1)(»— a) , ,  .    «    \, 


^^'^-'^-'^lirt/l       .   n(n-i) 


1  .2 


(a+'TKn)-*--.. 


n+i 


"+t:^^^"'"^     1,2.3     ^i-H.+'- 

nln — i),  .  I 

I  •  2  ^J 


Dans  la  parenthèse,  le  facteur  de  r^^i  est  moindre  que  i . 
Donc 


Posons 

/ 


a-) 


14- /-j/ 
Comme  nous  avons  r^  >  r,„  et  rf<^r„^^  il  s'ensuit 


->rrfc7(^-^'»-)' 


donc 
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relation  générale  qui  donne 


^8  — r,<(r3— r,)«<(r,— r,)a% 
''»— '■^  <(''3— '•4  )a <  (r,  —  r,) «% 


mais 
doù 


(1  +  /•,)- 


=  «-+"'-./, 


donc 
d'où 


=  '•./ 


«(«—»)    ,/»(/»— i)(/i— 2) , 


Ed  conséquence, 


22. 
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OU 


Telle  est  la  formule  que  nous  avions  en  vue^  Elle  éta- 
blit que  r  est  la  limite  commune  des  deux  suites 

^if  r»»  'k» •  •  •  ? 

si  Ton  a,  comme  d'ordinaire, 

n 

ou  même  à  la  seule  condition  d^avoir 


'-rk/i^'-'') 


<», 


et  elle  fixera  le  degrë  d'approximation  au  point  où  on 
voudra  s'arrêter. 

Pfote  du  rédacteur,  —  Un  calcul  de  valeurs  appro- 
chées, qui  ne  tient  aucun  compte  du  degré  de  Tapproxi- 
mation  obtenue,  est  un  véritable  non-sens  ;  autant  vau- 
drait-il prendre  le  premier  nombre  venu  comme  valeur 
approchée  de  celle  que  Ton  cherche.  Je  considère  donc 
Tarticle  de  M.  Lemonnier  comme  un  complément  indis- 
pensable à  la  solution  que  Ton  donne  ordinairement  de 
Tune  des  questions  sur  les  intérêts  composés. 

Toute  méthode  d^approximation  doit  satisfaire  &  deux 
conditions  essentielles  ]  il  faut  d'abord  qu'elle  fasse  con- 
naître le  degré  de  l'approximation  de  chacune  des  valeurs 
qu'elle  détermine,  et,  en  second  Heu,  il  faut  qu'elle  puisse 
conduire  à  une  valeur  aussi  approchée  de  l'inconnue 
qu'on  voudra. 

Ces  conditions  sont-elles,  ou  non,  remplies  par  la  mé- 
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thode  qui  donne  les  valeurs  approchées  ri,  r|,  r%^  etc.,  de 
rinconnue  r  dans  Téquation 

A  =  fl(i-t-r)''(i4-r/)? 

Il  résulte  des  calculs  de  M.  Lemonnîer  que  la  méthode 
est  applicable,  si  les  données  A,  â,  n,/*  satisfont  elles* 
mèmes  à  Tinégalité 

OÙ  Ti,  Tt  représentent  les  racines  positives  deséquation3 

A  =  fl(i-hr,)»,     A  =  «(i4-r,)»(n.r,/), 

En  indiquant  ici  quelques  modifications  qu'on  peut 
apporter  dans  ces  calculs,  mon  objet  n'est  pas  de  parvenir 
à  des  résultats  qui  soient  préférables  à  ceux  auxquels  ils 
ont  conduit,  mais  seulement  d'éviter  Temploi  de  la  for- 
mule du  binôme,  dont  la  connaissance  n'est  pas  exigée 
des  candidats  aux  Écoles  Navale  et  Militaire. 

J'admettrai  que  le  nombre  entier  n  surpasse  Tunilé, 
car,  s'il  en  était  autrement,  la  valeur  de  r  se  détermine- 
rait en  rélsolvant  une  équation  du  second  degré.  On  a,  de 
plus,  par  hypothèse,  y  <[  i. 

Les  nombres  rj,  r„  Tj,.  . .,  sont  plus  grands  que  r,  et 
vont  en  diminuant  ;  les  nombres  r^,  r4,  r«,  • . . ,  sont  nuoin- 
dres  que  r,  et  vont  en  augmentant  ;  donc,  les  uns  et  les 
autres  s'approchent  de  plus  en  plus  de  r.  S'en  rapproche- 
ront-ils autant  qu'on  voudra?  C'est  le  point  à  éclaircir. 

Je  désigne  par  rj^i,  r^jri^t,  trois  des  valeurs  appro- 
chées successives,  et  je  suppose  que  le  nombre  h  est  pair. 

Les  relations 

A  =  a(i  4-r4)«(i-h/r|.,), 
A  =  fl(i-t-r4+,)-(i4-/r4), 
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donnent 

OU 

(i  -+-  a+,)--f-(i  -h  rk^xY/rk  =  (i  -h  r*)-  -H(i  -ha)-//iM. 
Delà 

(i  4-  r;+,)"—  (  I  -^  r*)"  =  (i  4-  nY/n^^  —  (  i  -h  ri^..)«/a, 
égalité  qui  revient  à 

=  (i-H'-*)-/(r*^.  — a)— /ri[(m-/ï^..)»—(H- />)•], 
et  par  suite  on  a 

OU  bien  encore 

+(  1 4- a  )"~*  ]{ I -+-/'-0  =  (  ï +'•*]*/('■*-  — '■*)• 

Le  nombre  r^^i  étant  plus  grand  que  rij  le  facteur 

[(I4-/Ï+.,)— »  +  {i  +  r*+,)— «(i-Hr4)+...-H(H-;>)— •] 

est  de  même  plus  grand  que  n  (i  +  Ta)""'.  Par  conséquent, 
de  la  dernière  égalité  obtenue  on  déduit  successivement 
les  inégalités  : 

n(rk+i—ri) .  (iH-r*)—  (i  +/a)  <  (H-ri)»/.  (^-i  — />)» 


(/Ui  —  a)< 


(rk+i  —  rkX 

n 

On  a  donc,  en  substituant  à  Xr  les  nombres  a,  4)  etc., 

r,  — r, 


'»  — r,< 


rt  —  n   ^  rt — r, 


n         ^      n 
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d'où 

De  même, 

n  n 

a  plus  forte  raison 

r,  —  r. 


et,  généralement^ 


r,  —  r. 


in^alité  qui  prouve  que  la  différence  rti^.!  —  Tt^  devien- 
dra moindre  que  tout  nombre  donné. 
U  est  clair  qu'on  a 

rwUn  —  /•<<  r,jt^.,  —  Trf  <^ T— 

nr 

et 

r  —  '•ï»<Cï*+i  —''«*<  — r~» 

c'est-i-dire  que  la  méthode  conduit  à  des  valeurs  aussi 
approchées  qu'on  voudra  de  la  valeur  exacte  de  Tin- 
connue  r. 

On  peut  exprimer  la  limi  te  des  erreurs  r^i^^ — r,  r —  rti, 
en  fonction  des  données  A,  a,  n,  /,  et  du  nombre  h  qui 
détermine  le  rang  de  la  valeur  approchée;  caries  égalités 

A  =  fl(i-Hr.)%     A  =  fl(i4-r,)«(H-/r,) 
donnent 

ou 

et,  comme  on  a 

[(H-r,)^'4-(i-t-r,)»-'(i-4-r,)-h. .  .-h(H-r,)»-*]>/»{i-f-r,)P-S 
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il  en  résulte 

'^i  —  '^1  ^ <^ 

n  n 

Mais 


et 


=\7?-v 


substituant  à  i  +  ri,  r^^  leurs  valeurs,  l'inégalité 

r,  —  r,  ■< 

devient 


/ 

r.-r,<- 

D'où 


^s/h-') 


''ll+l  — '•< 


Vi(\/î-) 


«*+' 


/ 


\/l{\/'i-') 


Ed  terminant,  remarquons  qu'il  n'est  pas  démontré 
qu*une  valeur  r^  donnée  par  cette  méthode  approche  plas 
de  l'inconnue  r  que  la  valeur  précédente  r^^i. 

Lorsque  le  nomhre  k  est  pair,  on  trouve,  au  moyen 
d'un  calcul  absolument  semblable  à  celui  que  nous  avons 

fait, 

'     n^t  —  r 

n 

et,  par  conséquent,  la  valeur  o  de  rang  pair  est  plus  ap* 
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procbée  que  la  précédente  r;i.i..  Mais  si  k  est  impair,  le 
même  calcul  conduit  à  l'égalité 

('>-r)[(i-i-r)»^«-h(i^-r)»-'(H-r4)H -f-(i-ha)»-'](i4-/r*-,) 

qui  ne  prouve  pas  que  (r*  — r)  soit  moindre  que  (r — 0^1). 
Cette  égalité  montre  qu'on  a 

d'où 

et  à  fortiori 

Par  conséquent,  il  suffit  qu'on  ait  , 

pour  que  la  valeur  r^^  de  rang  impair,  soit  plus  appro- 
chée de  r  que  celle  qui  la  précède.  Cette  condition  sera 
évidemment  remplie  si  r^  est  moindre  que  l'unité. 

G. 


NOTE  SUR  ON  GBRGLK-, 

Pae  m.   John   GRIFFITHS, 
Jesas  Collège,  Oxford. 


Représentons  par  l,  m,  n  les  miUeux  des  côtés  BC, 
CA,  AB  d'un  triangle  ABC;  parSa^  S^,  S^  et  S^,  S„, 
S„  les  cercles  décrits  sur  ces  côtés  et  sur  les  médianes 
A/>  Bm^  Cn  comme  diamètres^  et  enfin,  par  E  Vellipse 
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qui  touche  les  côtés  en  leurs  milieux  />  m,  n  :  démontrer 
que  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits  drcon^ 
scrits  à  V ellipse  E,  passe  par  les  points  dHntersection  des 
circonférences  suii^antes  : 

!•  Sa,Si,     2»S*,S«;     3»  Se, S,;     4"  S,  S', 

où  S,  S'  représentent  le  cercle  circonscrit  et  le  cercle 
conjugué  au  triangle  (voir  Nous^elles  Annales^  2*  série^ 
t.  II,  p.  339). 

Si  Ton  prend  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  réfé- 
rence, les  cercles  indiqués  ci^dessus  seront  représentés 
par  les  équations  : 

Sa=r  a'cosA  —  P7 — 7acosC<— apcosB  =  0, 
(i)     \  Sft=:  p^cosB  —  P7C0SC  —  7a — apcosA  =  o, 
Se  =  7'cosC  —  P7C0SB  —  7acosA  —  af  =  o, 
S/=^  ^ P'cosB  •+  C7*co8C  —  û  P7  —  (  i  -♦-  ccos A)  7a 

—  (^cosA-HC)ap  =  o, 

Sa  = =0, 

s.= =on, 

et,  si  l'on  désigne  par  S^  le  cercle  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  Fellipse, 

ÎE  =  fl'a*-H^'P*H-<?'7*  —  2icp7  —  acfl7« 
—  2fl^ap  =  o, 


(*)  En  coordonoéeft  triUnéaireSy  Téquation  géuérale  de  la  circonférenca 

est 

(/a-+-m6-Hi«y)(a8inA-+-6sinB-hy8ÎiiC} 

-4-^(67  sin  A.+'/a6ln  Bh-  «6sin  C)=o; 

{Traité  de»  sections  coniques  de  M.  G.  Salmon  ;  4"  éd.,  p.  1 19.) 

Les  coefficients  variables  sont  /,  m,  n,  A;  il  suffit  de  connaître  leurs  rap- 
ports, pour  que  Véquation  soit  déterminée.  Ces  rapports  s'obtiennent  fa- 
cilement quand  on  a  les  coordonnées  de  trois  points  de  la  courbe.  Par 
exemple  on  trouve,  sans  la  moindre  difficulté,  Téquation  de  la  circooTé- 
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on  trouve  que 

j  Srf  =  aa'cosA4- ^P'cosB+<77^cosC 

(  — 2(aP7-|-*7a  +  ^aP  =  O, 

d'où  on  déduit  les  relations  suivantes  : 

S/  =  bSi"^  c  S«» 

Sa=  cSc  -h  «Sa, 
Sn=aSa  ■+-  ^S*, 

Sd=aSa'hbS^-hcScf 
et,  par  conséquent, 


rence  S^  décrite  sur  BG  comme  diamètre,  en  remarquant  que  cette  courbe 
paase  par  les  points  H',  H',  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  B,  C  sur  les  cétés  opposés. 

Dans  certains  cas,  on  peut  déterminer  directement  Téquation  de  la  cir- 
conférence considérée,  au  moyen  de  cette  proposition  que,  si  d'*un  point 
^uelcon^ue  d'une  circonfërencey  on  mène  des  perpendiculaires  sur  les  calés 
d'an  puidrilatire  inscrit ^  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur  deux 
des  côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  deux  autres  perpendiculaires» 

Ainsi,  «D  nommant  p  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  la  cir- 
eonférence  S^  sur  H'  H*',  on  aura  /»  a  =  6y.  Mais  l'équation  de  la  droite 
H' H"  est 

acosA  —  ycosG  —  6cosB=o; 

et,  diaprés  la  formule  qui  donne  la  di.}tance  d'un  point  à  une  droite,  la 

valeur  de  ^  est 

acosA  —  ;fCOsC  —  GcosB; 

donc  la  circonférence  S^  a  pour  équation 

(xcosA — ycosC  —  6cosB}a  =  €^ 
ou 

R*cosA  —  6y — aycosC  — a6cosB=o. 

Quant  à  Téquation  de  S^,  lieu  géométrique  du  sommet  d*un  angle 
droit  circonscrit  à  l'ellipse  E  qui  touche  en  leurs  milieux  les  trois  côtés 
du  triangle  ABC,  elle  peut  être  déduite  de  Téquation  qui  représente,  en 
coordonnées  trilinéaires,  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  circonscrit  à 
ttne  conique  quelconque  (p.  338  de  l'ouvrage  déjà  cité).  G. 
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La  circonférence  Sa  passe  donc  par  les  six  points  d^inter- 
section  des  circonférences  S^,  S^;  S^,  S„;  S^,  S„.  D  est 
évident  aussi,  d'après  Téquation  (4)9  que  Sj  passe  par 
les  deux  points  communs  aux  circonférences  S,  S'.  Le 
théorème  est  ainsi  démontré. 

Les  axes  radicaux  des  cercles  S^,  S/;  S^,  S„  et  S^.,  S», 
ont  pour  équations  : 

(5)  — 2otcosA+    pcosB  H-7C0sC  =  o, 

(6)  a  ces  A  —  2pcosB-|-7COsC  =  o, 
(  7  )  a  cos  A  +    ^cosB  — 27  cosC  =  ©• 

Il  suit  de  là  que  ces  lignes  passent  toutes  trois  par  le 
point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle. 
D'ailleurs,  on  a,  d'après  les  relations  ci-dessus, 

2S^=S/  -h  S„  4-  Su, 

d'où  Ton  déduit  que  les  quatre  points  d'intersection  des 
deux  couples  de  circonférences  Sj,  S/ 5  S«,  S„  sont  situés 
sur  la  circonférence  S^  +  S»,  et  que  les  intersections  de 
Si,  Sa,;  Snt  Si]  Sj,  S„;  S/,  S,„  sont  situées  sur  les  cir- 
conférences S„  •+-  Si  et  Si  -f-  S„  respectivement. 

Les  cordes  communes  aux  cercles  S,  S^;  S,  S^;  S,  S* 
sont  données  par  les  équations 

(8)  pcosB-i-7CosC  =  o, 

(9)  ycosC-f-aco8A  =  o, 

(10)  acosA  + ^cosB  =  o. 

Donc,  les  lignes  (5),  (8);  (6),  (9)5  (7),  (10)  coupent 
les  côtés  BC,  CA,  AB  respectivement^  en  trois  points  qui 
sont  situés  sur  la  ligne 

a  ces  A4- pcosB  •+- 7  cosC  =:  o, 
c^est-à-dire  sur  l'axe  radical  des  cercles  S,  S'. 
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Les  a^es  radicaux  des  cercles  S^^  S»*,  S„,  Se;  et  S/,  S^ 
ont  pour  équations  : 

P  cosB  —  7  cosC  =  o, 
7  cosC  —  acos  A  =0y 
a  cos  A  —  pcosB  =  o, 

qui  représentent  les  hauteurs  du  triangle  de  référence. 

Ces  hauteurs  sont,  évidemment,  les  cordes  communes 
des  cercles 

Le  cercle  Sj,  lieu  dont  il  s*agi  t,  est  concentrique,  comme 
on  le  sait,  à  l'ellipse  E.  Son  centre  coïncide  donc  avec  le 
point  de  rencontre  des  médianes  du  triangle. 

La  valeur  que  je  trouve  pour  son  rayon  est 


^  R  ^  I  +  cos  A  cosB  cosC, 

où  R  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC  (*). 


(*)  En  nommant  a'  le  demi-diamètre  de  l'ellipse  E,  parallèle  à  la  tan- 
gente «j  et  b'  le  demi-diamètre  conjugué  conduit  an  milieu  L  de  BG,  on  a 

«'•=-    et   &'«=L:5l-f-, 

la  i8  36 

d*où 

_,•      ri.      4i»-Hfc'4-c»      aR«(8in»A-l-8in'B-i-8in*C) 

«"H-*  •= -B = ^ 

10  9 

n  s^ensnit 

a   '+•0   ^  > 

9 

^a'*-i-A'*=  -T-  V'  -Hco»  A  cos  B  cos  G, 
00  qui  est  la  Talear  du  rayon  du  cercle  S^.  G. 
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SKGTION  W  TOBE  PAR  DU  Hkh  BITAN6KRT^ 


Pak  m.  GODART, 

Profetseur  à  Saint-Barbe. 


Théorèi».  —  La  section  tTun  tore  par  un  plan 
bitangent  est  P ensemble  de  deux  circonférences. 

Soient  0)  le  centre  et  AB  le  diamètre  du  cercle  géné- 
rateur d'un  tore  dont  Taxe  est  la  ligne  aOj3. 


J'appelle  r  le  rayon  du  cercle  AB,  et  je  désigne  par  /la 
distance  Ooi>. 

J'imagine  le  plan  bitangent  qui  passe  par  la  ligne  BF. 

Un  point  M  du  cercle  générateur  viendra,  quand  le 
cercle  tournera  autour  de  l'axe,  rencontrer  le  plan  bitan- 
gent en  un  point  de  la  section  cherchée. 

Afin  d'étudier  plus  facilement  la  nature  de  cette  sec- 
tion, j'imagine  que  le  plan  bitangent  tourne  autour  de  BB', 
et  se  rabatte  sur  le  plan  méridien. 

Ces  deux  plans  font  entre  eux  un  angle  dont  le  cosi- 
nus, comme  il  est  aisé  de  le  yérifier,  a  pour  valeur-. 

De  sorte  que  le  point  M  du  cercle  générateur,  et  le  point 


I 

L 
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qui  lui  correspond  sur  le  plan  bitangent,  sont  à  des  dis- 
tances de  BB'  dont  le  rapport  est  précisément -r- 

Cela  posé,  je  joins  BM,  et,  sur  cette  direction,  je  prends 
nn  point  /x,  tel  que  ^  =  -•  Le  lieu  des  points  |x  sera  un 
cercle  décrit  sur  BA'  comme  diamètre,  car  A'B  =  aZ,  et 
par  conséquent  -—  =  -. 

Or,  je  dis  que  le  point  fi  correspond  précisément  à  M 
dans  la  génératîcm  de  la  section  que  nous  avons  supposée. 

D'abord  les  distances  de  fx  et  de  M  à  BB'  sont  bien,  par 
la  construction  de  fx,  dans  le  rapport  de  /  à  r. 

Et  nous  pouvons  ensuite  remarquer  que  OM ,  dont  la 
distance  se  conserve  dans  la  rotation  et  dans  le  rabatte- 
ment, est  égale  à  0/x. 

En  effet,  la  perpendiculaire  OP  sur  M|x  tombe  au  mi- 
lieu de  Mfi  ;  car  le  lieu  du  point  P,  sommet  de  Tangle 
droit  OPB,  est  la  circonférence  dont  OB  est  le  diamètre  ; 
et  puisque  OA  =  OA',  cette  circonférence  est  le  lieu  des 
milieux  des  segments  jaM  sur  les  droites  issues  de  B. 

Ainsi  la  section  du  tore  par  un  plan  bitangent  se 
compose  de  deux  circonférences  dont  les  diamètres  sont 
A'B  et  AB'. 


proiUmi  profosé  a  vwmm 
h  1844  p0dr  l'admission  a  l'égoli  p»lyteghni(|1)b  ; 

Par  mm.  MISTER  vr  lŒUBERG, 
ProfeMears  de  Hithëoiâ tiques  h  NÎTélles  (Belgique). 


Ce  problème  a  été  résolu  par  M.  Choquet,  au  moyen 
des  coordonnées  polaires  (voir  Nouvelles  Annales  y  t.III, 
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p.  439)9  tnsàs  on  peut  aussi  le  trailer  très-simplement  en 
employant  les  coordonnées  rectangulaires. 

Nous  reproduisons  Ténoncé  :  tin  angle  constant  tourne 
autour  de  son  sommet  placé  au  foyer  d'une  courbe  du 
second  degré  ^  aux  points  où  les  deux  côtés  de  V angle 
rencontrent  la  courbe^  on  mène  des  tangentes  à  cette 
courbe  :  trousser  le  lieu  du  point  d^ intersection  de  ces 
tangentes. 

Plaçons  Torigine  au  foyer,  les  axes  étant  rectangulaires 
et  Taxe  des  x  perpendiculaire  à  la  directrice  ;  réquation 
de  la  courbe  sera 

(1)  j»H-«»=n(iffar-h/>)S 

OU 

(2)  J^'"+"(ï  —  rn})j^  —  ^mpx  —  pl^^=^o^ 

et  celle  d'une  tangente  en  un  point  {x'^  y') 

(3)  j^ -h  (i-^  «*)«*'  —  mp(x'\-x') — />'  =  o. 

Soient  A  le  point  de  conuct,  F  le  foyer  \  joignons  FA,  et 
soit 

l'équation  de  cette  droite.  On  aura 

(4)  y'=9x'. 

Les  équations  (3)  et  (4)  étant  résolues  par  rapport  â 
x'  et  y  donnent 

^y-^-x  —  m(mx  -^  p) 

^^-f-x  —  m(mx'{'p) 
Mais  le  point  A  étant  situé  sur  la  courbe,  on  a,  entre 
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ses  coordonnées  x'  et  jr\  la  relation 

et  en  substituant,  il  vient 
ou 

(5)     *• î^: j4.<ff+^)lz:£=o. 

Cette  équation  en  i  et  les  coordonnées  x  ei  y  d'un 
point  du  lien,  étant  du  second  degré,  donnera  pour  ô 
deux  valeurs  qui  seront  les  tangentes  des  angles  que  font 
avec  Taxe  des  x  les  rayons  vecteurs  FA,  FA'  joignant  le 
foyer  aux  points  de  contact  A  et  A'.  Soient  i  et  d'  ces  deux 
valeurs,  nous  aurons 

(6)  *-h^=, ^, ;, 

et  par  suite 

Mais  Taugle  AFA'  est  constant  et  égal  a  aa  ;  ou  a  donc 

Substituons  les  valeurs  (7)  et  (8)  dans  Fégalité  (9)  et 
nous  aurons  pour  Téquation  de  la  courbe  cherchée 


a(  nue  -hp)  yj y^  -f-  jr»  —  [mx  -+•  /?)» 

7 -* — TZ ^—z ;— ; — ; ; ^  tanCT  1  CL, 

[mx -^ pY—  x^ ^ X* -^(mx  +  pY         .  * 
Cette  équation  est  du  quatrième  degré,  mais  elle  se  dé- 

àmm,  de  Matkénuie.f  a«  Bërie,  t.  III. (Août  1864.)  23 
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compose  aisément  en  deux  équations  du  second  degré.  En 
chassant  le  dénominateur,  on  la  met  sous  la  forme 


2 


tangsa 

X  {mx  +  p)  \j  jr^  H-  x» — (  mx  -^pf  =  {mx  4-  />)*, 

Elle  peut  être  résolue  comme  une  équation  du  second 

degré  en  considérant  ^j^  -f-  x' —  [mx  -k-  pY  comme  Tin- 
connue;  on  en  tire 

yljr^  +  x^^[mx-^py:=.^[mx^p)[^        \^^^^^       j: 

or, 

I  ±sli  +  tang'2fle  _  co»  a« ±l  ^ 


sm2a      ^ 


tang  2  a 
substituons  et  élevons  au  carré,  il  vient 

V.  /C05  2a±l\' 

y^^^^(rnx+py  =  {mx^py\—^——y 
ou,  en  séparant  les  signes, 

^  '    cos*a 

y>  +  ar»  —  (mx  -+•  p)'.  -r-r"  =  O. 

Nous  trouvons  ainsi  deux  courbes  du  second  degré  ;  Tune 
d'elles  donne  le  lieu  demandé,  Fautre  correspond  au  cas 
où  Tjon  remplace  Tangle  2  a  par  son  supplément.  Elles 
ont  même  foyer  et  même  directrice  que  la  courbe  pro- 
posée (*). 


(*)  La  théorie  des  polaires  réciproques  conduit  iramédiatemeiità  ce  ré 
sultat.  Il  est  en  effet  évident  que  ]''enveloppe  de  la  corde  des  contacts  de 
deux  tangentes  menées  à  uo  cercle  sous  un  angle  donné  est  an  autr«  cercle 
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Si  la  courbe  donnée  est  une  ellipse,  m  est  plus  petit 
que  Tunîté  et  ces  équations  peuvent  représenter  l'une  oti 
l'autre  des  trois  courbes  du  second  degré. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole  ou  une  para- 
bole, on  a  m  >>  I  ou  m  =  I ,  et  les  équations  représentent 
des  hyperboles. 

Uangle  mobile,  au  lieu  d'être  constant,  pourrait  va- 
rier d'après  une  loi  déterminée,  et  les  calculs  précédents 
seraient  encore  applicables.  Supposons,  par  exemple,  que 
les  côtés  deTangie  restent  parallèles  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  d^une  autre  conique  donnée*  Dans  ce 
cas,  à  et  ^'  devront  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme 

2A5^'-4-B(54-5')-f-2C  =  o; 

en  y  remplaçant  W  et  î  -h  5'  par  leurs  valeurs  four- 
nies par  les  équations  (6)  et  (7),  on  aura 

(  A  +  C)(/iîx  +  ;?)»  —  Aj-»  4- B  xr  —  Cx>  =  o. 

On  peut  traiter  de  la  même  manière  la  question  sui- 
vante. 

Un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son 
sommet  placé  en  un  point  d'une  courbe  du  second  degré; 
aux  points  où  les  côtés  de  l'angle  rencontrent  la  courbe 
on  mène  des  tangentes  à  cette  courbe  :  trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 


oonceDtriqne  au  premier.  De  là  il  faut  conclure  qae  si  d'uD  foyer  d'une 
conique  on  mène  sous  un  angle  donné  deux  rayons  vecteurs  et  par  leurs 
extrémités  des  tangentes  à  la  courbe,  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces 
tangentes  est  une  autre  conique  ayant  le  nème  foyer  que  la  première  et  la 
même  directrice  correspondante  à  ce  foyer.  Car  on  sait  qu'en  prenant  pour 
courbe  auxiliaire  une  circonférence  dont  le  centre  coïncide  avec  le  feyer  F 
d'une  conique  G,  la  polaire  réciproque  de  C  est  une  circonférence  C,  et 
que,  inversement,  toute  cireouférenee  c'  eoiM9antri<}ue  à  C  correspond  à 
ttue  conique  c  ayant  P  pour  foyer  et  la  même  directrice  que  C.         G. 

23. 
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Soit  A  le  sommet  de  l'angle  :  prenons  pour  axe  des  x 
le  diamètre  AO,  et  pour  axe  des  j  une  tangente  à  la 
courbe  au  point  A,  son  équation  sera 

(i)  r' — 2^j? — ^j:' =  o, 

et  celle  d'une  tangente  en  uu  point  (x',  j-')  : 

(a)  j-y  — y^(x-f.x')  —  qxx'  =0. 

Soit  B  le  point  de  contact,  et  soit 

jr  =z$x 

l'équation  de  AB,  on  aura 

(3)  y  =  S2/, 

d'où  l'on  tire,  en  résolvant  les  équations  (2)  et  (3), 


px  ,  Sp. 


X 


X  =- 9        y 


Mais  le  point  (x',  y')  étant  sur  la  courbe,  on  a  aussi 

y^  —  2/7x'  —  qx!^  =  o  ; 

en  substituant  et  ordonnant  par  rapport  à  d^  il  viendra 

X  X 

Cette  équation  donne  les  deux  valeurs  de  d,  et,  par  suite, 

X 


9 

X 


d'où 

a 

X 


9  —  y  =  -  ^jr*  —  ^px  —  çjc*. 
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Substituons  ces  valeurs  dans  Tëquation 

(^  — 5')sin9 


I  4- W-+-  (J-h  ^)cosô 


=  tangaa, 


qui  exprime  que  l'angle  2a  est  constant;  6  étant  l'angle 
des  axes,  il  vient 

-f-  2^cosO)*tang*2a]  =  o. 
Cette  équation  est  saiisfaîte  par 

ce  qui  donne  Taxe  des^ ,  et  par 

(  j'  —  npx —  qx*)^sin^B 

—  (2^4-^  +  94:  -f-  27COS0)Mûng'2a  =  o, 

qui  représente  une  courbe  du  second  degré. 

Si  Tangle  donné  était  droit,  tang  2a  serait  infinie  et  le 
lieu  serait  une  ligne  droite  ayant  pour  équation 

2/?  -4-  X  4-  7*  4-  2  j  cosô  =  o. 


SOLUTION  DE  LA  ODBSTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  D  ADMISSION  A  L  ÉCOLE  NORMALE; 

Par  m.  PAINVDï. 


Voici  renoncé  : 

On  donne  trois  points  Jixes  A,  B,  C,  et  une  droite 

fixe  KÈi!  passant  par  le  point  A.  :  trou^fer  le  lieu  des  points 

de  contact  des  droites  parallèles  à  Ah!  et  tangentes  aux 

coniques  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C,  et  touchant 

la  droite  A  A'. 


(  3S8  ) 

Ce  lieu  est  une  conique  \  on  demande  le  lieu  desfoyen 
de  ces  coniques  lorsquon  fait  ^varier  la  position  de  la 
droite  AA'. 

I. 

Je  prends  pour  axes  les  droites  AB  et  AC  ei  je  désigne 
par  a  ex  b  les  longueurs  AB  et  AC  \  la  conique,  passant 


par  les  deux  points  B,  C  et  tangente  en  A  à  la  droite  AA' 
ïou^— mjr  =  o),  peut  être  considérée  comme  circonscrite 
à  un  quadrilatère  dont  les  c6tés  opposés  seraient  AB 
et  AC,  BC  et  AA'  ;  l'équation  générale  des  coniques  sa- 
tisfaisant aux  conditions  imposées  est  donc 

(l)  -kxjr^  \t^l—  ij  (^  — i»x)=/{:r,^)  =  o. 

Considérons  une  tangente  parallèle  à  la  droite  AA'; 
soit 

Téquation  de  cette  parallèle  ;  si  (xi  yx)  sont  les  coordon- 
nées du  point  de  contact  avec  les  coniques  (i),  l'équation 
de  la  tangente  en  ce  point  sera 
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Identifions  les  équations  de  ces  deux  droites  ;  on  a 

■^x    /;    /; 

^  '  m        — I         p 

au  lieu  de  la  conditiony(a:i, y^)  =  Oy  je  prendrai  ici  la 
relation  équivalente 

(3)  jTi  =  mxi  +  fx. 

« 
L*équation  du  lieu  des  points  de  contact  s'obtiendra  en 

éliminant  X  et  /x  entre  les  relations  (a)  et  (3).  En  effec- 
tuant les  difierentiations  et  en  supprimant  les  indices,  les 
équations  deviennent 


m 


1  I  JC  Y  \ 

A  ^"^  '        \a      b        J      — (/ — mx) 

— ■ — — = > 

J  —  /wx  =  p. 

En  substituant  pour  |x  la  valeur  donnée  par  la  der- 
nière relation,  et  en  laissant  de  côlé  la  solution 

y  —  mx  =  o , 

on  obtient  les  deox  équations 

m 


L'élimination  de  X  s'effectue  immédiatement,  et  on 
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trouve  pour  F  équation  du  lieu  des  points  de  coniact  des 
tangentes  parallèles  à  la  droite  AÂ'  : 

(S)  (1)  —,  +  ^^jr^n,x=io. 

Cette  équation  donne  des  ellipses  et  des  hyperboles;  le 
cercle  ne  peut  se  présenter  que  dans  le  cas  très-partîcu- 
lier  où  Tangle  CAB  est  droit. 

Les  coniques  S  sont,  quel  que  soit  m,  circonscrites  au 
parallélogramme  fixe  ABCD;  la  tangente  en  A  est  con- 
juguée harmonique,  par  rapport  aux  axes  Ax  et  Ajy  de 
la  droite  ou  tangente  A  A'. 

Les  axes  Ax  et  Absout  constamment  parallèles  a  un 
système  de  diamètres  conjugués. 

Enfin  le  centre  des  coniques  S  est  fixe,  quel  que  soit  m, 
et  coïncide  avec  le  centre  du  parallélogramme  ABCD. 

L'équation  des  coniques  (S)  rapportées  à  leur  centre 
est 

(S)tll)  --.-^.^-  =o. 


IL 

Pour  trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  S,  je  pren- 
drai pour  origine  le  centre  fixe  de  ces  coniqoes  et  je  con- 
serverai les  axes  parallèles  aux  droites  Ax  et  Kj  ;  Téqua- 
tion  de  la  courbe  est  alors 

(S)(i)         — +  T ^=F(x,r)  =  o. 

Je  rappelle  que  le  foyer  d'une  conique  peut  être  défini 
analytiquement  :  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  nul  dou- 
blement tangent  a  la  conique. 

Pour  appliquer  celte  définition,  je  prends  d*abord  Té- 
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quaiîon  quadratique  des  tangentes  menées  d'un  point  à  la 
conique  ;  j'exprime  ensuite  que  cette  équation  représente 
un  cercle,  et  le  point  considéré  sera  évidemment  le  centre 
d'un  cercle  de  rayon  nul  doublement  tangent  à  la  conique  : 
c*e$l-à-dire  un  foyer. 

Soient  (a,  |3,  y)  les  coordonnées  homogènes  d'un  foyer  : 
l'équation  quadratique  des  tangentes  menées  de  ce  point 
à  la  courbe  (i)  est 

4F(«,p,7)F(x,/,e)-[aï;+.pr^-h7r,]«=o. 

En  ayant  égard  à  la  définition  (i)  de  la  fonction  F,  et  en 
faîsanty=  1,2  =  1,  après  les  diflérenliatîons,  cette  équa- 
tion devient 

(ma'        P'        ma-^b\   /m.r»       jr^        i?f/i  +  ^\ 

.-[— -^T — v-H- 

Nous  exprimerons  que  cette  équation  représente  un 
cercle  en  écrivant  que  les  rapports  du  coefficient  du  rec- 
tangle à  chacun  des  coefficients  des  carres  sont  égaux 
au  double  du  cosinus  de  l'angle  des  axes  ;  de  sorte  que, 
0  étant  l'angle  des  axes,  on  a  les  relations 

l'équation  du  lieu  des  foyers  s'obtiendra  en  éliminant  m 
entre  ces  deux  c'^juations. 

En  reuiplaçanl  a,  fi  par  x,  K9  et  en  eÛ'eciuant  quelques 
simplifications  visibles,  les  deux  équations  précédentes 


»  '-    • 


(36a) 
peuvent  s  écrire 

l      --j7-=cos9    j-î  — -.  —  iw  —    , 

^r  /^    fl»\    «n 

—  mxy  =  cos^  j  /w  la:' —  -j  1 7"  lî 

rélimination  de  m  conduit  au  résultat  cherché,  et  l'on 
trouve,  après  quelques  transformations  fort  simples, 

(a)  xjr[y  cos  0  H- x)  (arcosô  -h^) 

4L  ^^*®  J 

Le  lieu  des  foyers  est  donc  une  courhe  du  quatrième 
ordre,  laquelle  a  pour  asymptotes  les  quatre  droites 

x=o,    r  =  o, 
^cosO  +  a:=ro,     4:cosO+j'  =  o; 

les  deux  dernières  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  axes.  L'origine  est  centre  de  la  courbe,  et,  en  même 
temps,  un  point  double  ;  les  deux  tangentes  sont  toujours 
réelles  ;  les  tangentes  au  point  double  sont  des  tangentes 
d^inflexion. 

Lorsque  6  =  90  degrés,  Téquation  (2)  se  râluit  à 

x»j»  =  o; 

ce  résultat  est  immédiatement  visible,  d'après  les  remar- 
ques faites  sur  les  coniques  S. 

La  construction  de  la  courbe  (2)  n'ofire  aucune  diffi- 
culté \  il  suffit  de  remarquer  que  Téquation  (a)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(3)  a?j(rcosÔ4-x)(3rcosd-|-^) j —  {jr+hx^i^y-^kx^^-o^ 
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en  po$aDt 

c«  =  «*  4-  6*  —  2fl*  b^  cos  2  9  y 


2fl'cos9 


&  el  A*  50Dt  des  quantités  positives,  si  6  <[  90  degrés;  elles 
sont  négatives  si  9  ]>9o  degrés. 

Si,  par  exemple^  nous  supposons  0<[9O  degrés,  il  est 
facile  de  vérifier  qu'on  a  toujours 

A<cosO<  — r<C*- 
cosô 

Si  Ton  suppose  6^  go  degrés,  on  peut  poser 
d=i8o®  — 0„    où    9i<9o*»; 

réqttatioD  de  la  courbe  devient 

«y(a:— jrcoSÔ,){/  — JCCOse.) j (/— ^x)  (7— Xx)=0, 

et  l'on  a  encore  les  inégalités 

^  ^  cos  0, 

On  voit  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  relatives  de 
a,  b  et  0,  la  forme  essentielle  de  la  courbe  reste  la  même. 

Note  du  rédacteur.  —  La  première  des  d^ux  questions 
proposées  pour  l'admission  à  FÉcole  Normale,  ou,  si  Ton 
veut,  la  première  partie  de  la  question  proposée,  se  ré- 
sout, comme  on  vient  de  le  voir,  au  moyen  d'un  calcul 
qui  est  simple.  Pour  en  trouver  la  solution  sans  aucun 
calcul,  il  sufBt  de  se  rappeler  que  le  lieu  géométrique  du 
centre  d'une  conique  circonscrite  à  un  quadrilatère  donné 
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est  une  courbe  du  second  degré  qui  passe  par  les  milieuic 
des  côtés  et  des  diagonales  de  ce  quadrilatère^  et  par  les 
points  d'intersection  des  côtés  opposés  ;  car  il  résulte 
immédiatement  de  cette  proposition,  que  le  lieu  du 
point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  à  AÂ^  (p.  358), 
menée  à  une  conique  passant  par  les  points  B,  C,  et  tan- 
gente à  A  A'  au  point  A,  est  une  autre  conique  circon- 
scrite au  parallélogramme  ABCD,  et  dont  un  cinquième 
point  E  s'obtient  en  prenant  sur  la  droite  donnée  AA' 
une  distance  AE  double  de  la  distance  de  A  au  point  de 
rencontre  G  des  droites  A  A',  BC.  Les  tangentes  menées 
k  cette  dernière  conique,  aux  extrémités  B,  C  de  son  dia- 
mètre BC«  sont  parallèles  à  la  corde  AE  qui  est  divisée 
en  deux  parties  égales  par  ce  diamètre^  il  est  facile 
d'en  conclure  que  la  tangente  au  point  A  est  conjuguée 
harmonique  de  AA',  par  rapport  aux  droites  AB,  AC. 

La  seconde  partie  de  la  question  proposée,  relative  au 
lieu  des  foyers  des  coniques  circonscrites  à  un  parallélo- 
gramme donné,  ne  se  résout  pas  avec  la  même  facilité, 
elle  exige  quelques  calculs. 

Le  savant  professeur  à  qui  l'on  doit  la  solution  donnée 
(p.  36o  et  suîv.)  a  trouvé  l'équation  du  lieu  géométrique 
des  foyers,  par  des  calculs  au  sujet  desquels  il  a  rappelle 
que  le  foyer  d'une  conique  peut  être  défini  analytique- 
ment  :  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  nul'  doublement 
tangent  à  la  conique  {*).  »  Comme  cette  définition  ne  se 
trouve  encore  dans  aucun  ouvrage  élémentaire  écrit  en 
français,  il  se  peut  qu'elle  ne  soit  pas  connue  de  tous  les 
candidats  aux  Écoles  Normale  et  Polytechnique.  C'est  ce 
qui  me  détermine  à  indiquer  un  autre  moyen  d'obtenir 
l'équation  du  lieu  cherché,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 


(*)  En  des  points  imaginaires  situés  sur  la  directrice  correspondante  au 
foyer. 
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savoir  qu'un  foyer  est  le  centre  d'une  circonférence  nulle, 
doublement  tangente,  etc. 

Pour  plus  de  précision,  je  suppose  que  la  conique  cir- 
conscrite au  parallélogramme  ÂBCD  (p.  358)  soit  une 
ellipse  ;  je  désigne  par  a  a  son  grand  axe,  et  par  F,  F^  ses 
foyers.  De  sorte. que  ^ 

AF-|-AF'  =  2fl 
ou,  parce  que  AW  =  DF, 

AF4-DF=.2a. 
De  même, 

BF-hCF=2fl; 
donc 

AF  — BF  =  CF  — DF. 

Cette  dernière  égalité  montre  que  le  point  F  appartient 
à  la  fois  à  deux  hyperboles  ayant  respectiTement  leurs 
foyers  aux  points  Â,  B  et  C,  D,  et  dont  les  axes  trans- 
verses ont  la  même  valeur.  En  outre,  les  droites  ÂB,  CD 
sont  égales  et  parallèles  ;  donc  ces  hyperboles  sont  égales 
et  semblablement  placées. 

Actuellement,  je  prends  pour  axe  des  x  une  parallèle 
aux  droites  AB,  CD,  menée  par  le  centre  M  de  la  conique 
circonscrite  au  parallélogramme  ABCD  \  et  pour  axe 
desy  une  perpendiculaire  élevée  à  Taxe  des  x  au  point  M. 
Pais,  je  nomme  a,  /3  les  coordonnées  du  milieu  de  CD; 
aa,  a  6,  les  axes  d'une  hyperbole  ayant  ses  foyers  en  C 
et  D  ;  et  2  c  la  droite  CD»  Les  équations  des  deux  hyper- 
boles égales  seront 

(i)  a^^-^py—  6»(x  — a)»=  — a^^» 

(2)  fl2(^+Pji-.^i(x-Ha)»=— rt»6», 

et,  de  plus,  on  aura 

(3)  «»4-A'  =  c». 
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Pour  dëlermîner  Téquation  du  Heu  des  foyers  F,  il  faut 
éliminer  a',  fe',  entre  les  relations  (i),  (a),  (3).  Or,  c*csl 
là  une  élimination  bien  facile  à  eflectuer,  car  la  soustrac- 
tion des  équations  (i),  (a),  donne  immédiatement 

(4)  tf»P/  — *'ax  =  o; 

et,  des  équations  (3)  et  (4)^  on  tire,  par  un  calcul  des 
plus  simples, 


c^ax 

CLX-hpjr 

oLX-^^jr' 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  a*,  £*,  par  ces  valeurs 
dans  l'équation  (i) ,  il  en  résulte  successivement 

ajr-hPj  ~         (flta?-Hpr)'' 

(5)         (xj  — ap)(ar— p.r)(aJt-hP7)  =  -r»apjprf 

ce  qui  est  Tcquation  cherchée. 

Quand  Tangle  BAC  est  droit,  a  =  o,  et  Téquatiou  (5) 
se  réduit  à  (jt^)'  =  o. 

Elle  représente  alors  le  système  de  deux  droites  menées 
du  point  M,  parallèlement  aux  droites  AB,  AC.  Cela  doit 
être  en  eflet,  pnisque  les  axes  de  toute  conique  circon- 
scrite à  un  rectangle  sont  parallèles  à  ses  cèles,  et  que 
les  foyers  d'une  conique  appartiennent  nécessairement  à 
l'un  de  ses  axes. 

Dans  le  cas  général  ou  l'angle  A  n'est  pas  droit,  on 
rendra  plus  facile  la  construction  de  la  courbe  que  l'éqoa- 
tion  (5)  représente,  en  la  rapportant  à  des  coordonnées 
polaires,  au  moyen  des  formules 


(  367  ) 
Afin  d^obtenîr  sous  sa  forme  la  plus  simple  rëquation 
résultant  de  ce  changement  de  coordonnées,  nous  remar- 
querons qu'en  désignant  par  a  &  le  côté  ÂC  du  parallé- 
logramme ABCD,  les  coordonnées  rectiltgnes  a^  6,  du 
milieu  de  CD,  ont  pour  valeurs 

b  cos  Ay     b  siD  A. 

En  remplaçant,  dans  Féquation  (5),  Xyy  a,Q  par 
p  cos  oiy     p  sin  &>,     b  cos  A,     b  sin  A, 
et  ayant  égard  aux  formules 

siocACOSw  =-  sint2  6>,     sin  A  cosA=r  -sin  a  A, 

(sin «1  cos  A  —  sin  A  cos  &>]  (cos»  cos  A  +  sin  A  cos  o») 

=  -sin2(a)  —  A), 
on  trouve 

(p'sînaw  —  ^' sin  2  A),  sin  a  (oA — A)=: — c'sinaA.sîna»; 
d^où 


(6)  p«  =  sinaA(.T-^^ -. ^-r^) 

'  *  \sm2oj        sm2(&>  —  A)/ 


G. 


SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PBOPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  663  [seconde  solution) 

(TOir  1"  série,  t.  II,  p.  8S6); 

Par  m.  a.  S.,  Abonné. 

Les  points  milieux  des  *vingt^huit  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  centres  des  huit  sphères  inscrites  dans 
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un  tétraèdre  quelconque  sont  sur  une  même  surface  du 
troisième  ordre  qui  contient  les  arêtes  du  tétraèdre, 

(E.  Beltravi.) 
Je  prends  le  tétraèdre  pour  tétraèdre  de  référence  et  je 
suppose  les  paramètres  de  référence  égaux  à  Tunité.  Je 
désigne  par  A,  B,  C,  D,  Y  les  aires  des  faces  du  tétraèdre 
et  son  volume,  et  je  rappelle  que  les  coordonnées  jt, /, 
Zy  t  d'un  point  vériGent  la  relation 

Ax  -H  B/  4-  C«  +  D/=  3  V. 

Cela  posé,  la  surface  dont  l'équation  est 

A       B       G        D 

— I 1 1 s=o 

.r       y        z  t 

satisfait  à  toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 

Il  est  évident  d'abord  qu'elle  passe  par  les  arêtes  da 
tétraèdre;  de  plus,  les  sommets  du  tétraèdre  sont  des 
points  doubles  de  la  surface.  En  effet,  je  cherche  Tinter- 
section  avec  une  droite  passant  par  le  sommet  A  [jz=:^t^ 
z  =  7/);  je  trouve 

Apyr*-f- B7x/*-f-Cpxr»-hDpyxr»=  o; 

le  premier  membre  est  divisible  par  t*,  donc  le  point  est 
un  point  double.  Cette  droite  sera  tangente  si  l'on  pose 

B7-hCp-hDpy  =  o. 

Donc  le  cône  des  tangentes  au  sommet  A  a  pour  équa- 
tion 

B      G       D 

—  H 1-  —  =s  o. 

y     «      ^ 

Il  en  est  de  même  pour  les  autres  sommets. 

Je  dis  de  plus  que  les  points  milieux  des  vingt-huit 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres  des  sphères 
inscrites  sont  sur  cette  surface.  Ces  centres  sont  à  Tinter- 


(369  ) 
seclioli  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  du  tétraèdre.  Les 
coordonnées  du  centre  vérifient  donc  les  relations 

Xi  =  JTi  =  2|  ^  ^,  ,  '    ^2  ^=  Xi  ^=  ^  =  "—  fi 

oTj  =^3  =  ~  ^3  =  fa,  0:4  =:^4  =  —  «4  =— .  r4  j 

«4  =  — r»  =«4  =  ^,  JCe  =  —  r«  =  «6  =  —  ^«, 

*î  =  —  J^7  =  —  «1  =  '7 ,      j:,  :^  —  r  «  =  —  2»  =  —  ^  > 

et  la  relation  générale 

Les  coordonnées  du  point  milieu  de  la  droite  1,3  par 
exemple  sont 

«i+a:i        Ji-H^a        2i-4-«a        '1  —  ^j 
,      ,      ,       . 

2  2  2  2 

Or, 

A«,  -h  B/t  H-  C».  4-  D/,  =  3  V , 

Axa  -f-  B^j  +  C«i  —  D/j  =  3V; 

les  coordonnées  du  point  milieu  sont  donc  de  la  forme 

x'  =  y  =;8'=:X(A4-B-|-C),     /'  =  — ^D. 

Ces  coordonnées  vérifient  évidemment  l'équation  de  la 
surface,  car  on  a  identiquement 

A  B  C  D_ 


A  +  B  +  C       A-+-BH-C       A4-B4-C       D 

Les  coordonnées  des.  points  milieux  auront  d'autres 
formes  que  celles  que  nous  venons  de  voir,  mais  elles  se 
ramènent  aux  formes  dont  les  types  sont  par  exemple  : 

[*=r=*(A  +  B),     «  =  /  =  — ^(Ç-hD)], 

[a?  =  r=/-(A-+-B),     z==— /=r— ^(C  — D)], 

[j  =  z  =  — /  =  +  A(B-#-C— D),  x=—kA]i 

[x  =  -.r=*(A-D),     — z  =  j  =  -*(B  — C)], 

Ann.  de  Uathémat.,  2«  série,  t.  III.  (Août  186/4.  )  ^4 
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OÙ  Xj  y^  z^  t  sont  les  coordonnées  d'un  point  milienet  1* 
une  constante  arbitraire.  Il  est  facile  de  voir  que  ces 
coordonnées  vérifient  Téquation  de  la  surface  indiquée 

A       B       C       D 

-H i h  — =  o. 

Je  remarque  que  cette  équation  est  tout  à  fait  semblable 
à  celle  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle.  La  surface 
qu'elle  représente  jouit  d*une  propriété  analogue  .1  celle 
du  cercle,  qui  est  la  suivante  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  iVun  point 
de  la  surface  sur  les  faces  du  tétraèdre  sont  dans  un 
même  plan. 

En  effet,  on  a  la  relation 

A»  B» 


(0 


1 


1 

cos  zy 

cosrj^ 

1       cosxz  cosxt 

coszy 

I 

coszr 

cosxz       I       cosz/ 

COStf 

COSZT 

I 

cosxt   COSZt        1 

C» 

D> 

I 

/s 
cos  XX 

cosxt 

• 

I      cosjp/-  cosxz 

cos^x 

I 

cosjrt 

cos  xjr      I       co5jr« 

costx 

cos  ty 

I 

cos  SX    coszx       I 

L'équation  de  la  surface  est 

Ayzt 4-  Bxzt 4-  Cxyt -H  Dxyz  =  o. 

Je  remplace  A,  B,  C,  D  par  les  quantités  proportion* 
nelles  indiquées  par  la  relation  (i).  Or 


yzt 


I       cos/»  cosyt 

/\  •  /\ 

cosz/       I       cosz/ 

cosf/   COS/Z        I 
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égale  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  formé  avec  les  per- 
pendiculaires aux  faces j'  =  o,  2  =  0,  £==o.  Les  autres 
termes  ont  une  signification  analogue.  Donc  : 

La  somme  algébrique  des  volumes  des  tétraèdres  ob- 
tenus en  prenant  trois  à  trois  les  perpendiculaires  aux 
faces  du  tétraèdre  menées  d  *un  point  de  la  surface  est 
nidle^  donc  enfin  les  pieds  de  ces  quatre  perpendicu- 
laires sont  dans  un  même  plan. 


Question  681 

(toIt  page  7t); 

Par  m.  de  SAINT-PMX. 

La  seconde  égalité  de  la  question  681  n'est  démontrée 
par  M.  de  Yirieu  que  dans  le  cas  particulier  où  les  angles 
a^bjC  sont  liés  entre  eux  par  la  relation 

û-f-  ^-h^  =  {2 A-  -f-  l)7r. 

Je  me  propose,  dans  ce  qui  va  suivre,  de  traiter  la  ques- 
tion d^une  manière  générale. 

Dans  la  démonstration  que  j*avais  voulu  en  donner,  et 
qu  une  erreur  de  calcul  rendait  illusoire,  j'étais  arrivé  a 
la  relation 

fosa  ces  a  cosb  cosh 


sine  ces  6       sin^cosc      sinâ  cosc      sinccosa 

cosr  cosc 

■+-  ^—l = À  =  ^• 

sin  o  CCS  a       sm  a  ces  o 

On  peut  l'écrire 

cosct  sinsasin  (b  —  c)-4-  cos^  sin 2 6  sin(c  —  a) 

■     +coscsm2csin(âr  —  b)=:o. 

A  l'aide  des  formules  qui  changent  un  produit  de  sinus 
en  une  différence  de  cosinus,  cette  égalité  peut  s'écrire, 

24. 


après  avoir  chasse  le  dénominateur  qui  est  numérique^ 

cos<i[cos(2a  —  b  -h  c)  -\-co%(^a  H-  b  — c)] 
-hcos^[cos(a^  —  c  4-  fl)  4-  cos(26-+-c  —  a)]  J  =  o. 
H- cosc[cos(2c  — «4- ^}-|-cos(2r -f-a  —  b)] 

En  développant)  faisant  les  rédactions  et  recomposant  les 
termes  deux  à  deux,  l'égalité  devient 

CCS  (a  —  6-|-3c)  —  cos(a — b  —  3c)  \ 
-Hcos(^  —  c-|-3a) — cos(^  —  c  —  3a)  /  =  o, 
-h  cos  (c  —  a  -^  3b)  —  cos (c  —  a  —  3 ^)  ) 

ou,  en  transformant  les  différences  de  cosinus  en  produits 
de  sinus, 

sin  (fl  -H  6  H-  c)  sin  (a  —  b)  sin  (a  —  c)  sin  (c  —  b)  =  o  (*). 

Pour  qu'un  produit  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  queFun 

des  facteurs  du  produit  le  soit. 

La  condition 

sin(/ï  -h  ^-H«')  =  o 

donne  la  relation 

entre  les  angles  a,  &,  c  [k  étant  un  nombre  entier  quel* 

conque). 

La  condition 

sin  (a  —  ^)  =  o 
donne  la  relation  * 

a  —  b  =  kitty 

a  —  ^  =  G.    . 

*  . 

On  retrouve  ainsi  que  si  deux  arcs  sont  égaux,  le  troi- 
sième quelconque^  la  relation  (2)  est  vérifiée. 

Les  deux  autres  facteurs  donneraient  lieu  aux  mêmes 
remarques. 

(")  Cette  transformation  nooB  a  aussi  été  indiquée  par  M.  J.  B.,  abonné. 
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QuesUon  696  (Michael  Roberts)  ^ 

Par  m.  BOUTMY, 

Elève  au  lycée  Suint-Louis  (classe  de  M.  Vacquant). 

M.  Mîchaël  Roberts  propose  de  démontrer  le  lableau 
suivant  relatif  à  la  réalité  des  racines  de  l'équation 

(l)  .r^-i- Spx^-hSp^sc-^  q  =  0: 

m 

(^)  P^  ^9  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires, 

(3)      <  a'  \    cinq  racines  réelles. 


P<o 


(4)      \  q^  }     une  racine  réelle,  quatre  imaginaires. 


Je  remarque  d'abord  que  le  tableau  peut  se-réduire  aux 
deux  conditions  suivantes  : 


7' 


(5)     /^^  -H  y  >  o,  une  racine  réelle,  quatre  imaginaires, 


9' 


(6)     A>*  +  y  <C  <>>  cinq  racines  réelles. 

En  effet,  si  l'on  a  p  positif,  on  aura  nécessairement 
;>^  H-  Y  positif,  donc  la  condition  (5)  tient  lieu  des  deux 

conditions  (a)  et  (4)  ;  de  même,  si  Ton  ^  Z^'  "+"  -j  négatif 

on  aura  nécessairement  p  négatif^  donc  la  condition  (6) 
suffit  pour  remplacer  la  condition  (3). 

Je  vais  résoudre'  l'équation  proposée  par  une  méthode 
analogue  à  celle  que  Ton  suit  pour  résoudre  algébrique- 
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ment  Téquation  du  troisième  degré 

j:^  -h  ^x  -h  y  =  o. 
Posons 


Féquation  (i)  deviendra 

(r  •+■  2)' +  5/?(r -f- 2)'4- 5/>'(/ -4- 3)  4- 9  =  o, 

ou,  en  groupant  les  termes, 

Si  l'on  établit  entre  ^  et  z  la  relation 

(  7  )  {on  aura 

y*  4-  z'  =  —  g. 

Je  remarque  que  les  racines  de  ce  système  sont  les  ra- 
cines du  système 

(S)  \ 

qui  rendent  le  produit  j^x?  réel. 
Le  système  (8)  donne 


Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

1°  j^'  et  z*  sont  imaginaires,  ce  qui  entraîne  la  condi- 
tion 

a**  j^  et  ;:*  sont  réels,  ce  qui  entraine  la  condition 


q' 


j-\-p'>o. 
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1®  Y  -+-p*  <;o  et  par  suite  p<io,  —  Dans  ce  cas, 

je  dis  que  F  équation  proposée  a  ses  cinq  racines  réelles,  et 
je  vais  indiquer  la  marche  à  suivre  pour  les  calculer  : 

Puisque  p'  H-  y  est  négatif,  les  valeurs  de  jr^  et  de  z* 

sont  imaginaires  et  peuvent  s'écrire 

j^  =  R(cosa  -h  /sina),       z*  =  R(cosa  —  /sinx), 

en  posant 

R  =^  V — P^     cosa= •  ■  >     sina=V  -^ — - — ; 

par  suite  nous  aurons,  k  et  k'  prenant  les  valeurs  o,  i, 
a,  3,  4, 


/  =  R*  (  ces -p h  isin -p j 


5        "^   '•"        5 


z 


'[        a  +  aX-V        .  .     a-H2X'7r\ 
=  RM  ces -z i sm ■= J 


d'où 


^1/  a-f-aX';:  .  a  4- aXV 

=  R*  l  cos ~ h  /  sm = I  > 


j3  =  R*   ces  -^ — = — 1-  I  sm  — ^ — -z — —  I  • 


k  et  k'  étant  plus  petits  que  5,  leur  différence  ne 
pourra  être  un  multiple  de  5;  donc  yz  ne  sera  réel 
que  si  k  est  égal  à  k'. 

Ainsi;  pour  former  la  somme  jr-j-  js,  c'est-à-dire  jr, 
nous  choisirons  des  valeurs  de  j*  et  de  z  ayant  même  ar- 
gument :  cela  nous  donnera 

^1        a-+-2X« 

X=:  2R*C0S = • 


it  aussi 
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a'*  p*  -h  -7-  ]>  o.  —  Alors  les  valeurs  de  j*  et  de  z* 
sont  réelles;  soient  A  et  B  les  racines  cinquièmes  réelles 

a  une  racine  cinquième  imaginaire  de  l'nnitc. 
j  aura  les  valeurs 

A,  A(Xf     A  et.'',     Âa%     Aa^, 
et  z  aura  les  valeurs 

B,  Ba,     Ba%     Ba»,     Ba^ 

Le  tableau  suivant  montre  les  cinq  couples  de  valeurs 
dejr  et  de  z  qui  donnent  pour ^2  une  valeur  réelle  et  par 
suite  une  valeur  convenable  pour  x  : 

jr,  =  A,  s,  =i:B,  ^,z,  =  AB,  X,  =  A-hB, 

/a  =  Aa,  «,  r=:Ba*,  ja8,  =  AB,  X,  =  Aa-hB«S 

jj  =  Aa',  «,  =  Ba%  7,53  =  AB,  x,  =  Aa* -h-Ba*, 

j4  =.  Aa=*,  Z|  =r  Ba',  J4Z4  =  AB,  X4  =r  Aa**  4-  B«*, 

/•j  =  A  a*,  3»  =  Ba,  jr^z^  =:  AB,  x»  =  Aa*  -h  Ba. 

On  voit  qu'il  y  a  pour  x  une  seule  valeur  réelle  X|  et 
quatre  valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux. 

On  calculera  A  et  B  au  moyen  d  une  tangente,  ou  d'un 
sinus  auxiliaire  suivant  que  p  sera  positif  ou  négatif, 
comme  on  le  fait  pour  Féquation  du  troisième  degré. 

3**  y  H-  p'  =  o.  —  Dans  ce  cas  B  est  égal  à  A  ;  si  on 

remplace  B  par  A  dans  les  valeurs  précédemment  trou- 
vées pour  jc,  on  voit  qu'il  vient  : 

X|  —  2  A, 

x,=  A(a  -4-a')=:  x^, 

.r,  r=  A  (a-  -+-  «"*)=  X,, 
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Ces  cinq  racines  soiU  réelles,  car  a  et  a*,  a*  et  a'  sont 
des  quantités  imaginaires  conjuguées. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  "t  H"  /^'  *^st  nul,  Téquatioii  a  cinq 

racines  réelles,  savoir  : 

Une  racine  simple        x,  =  2  i/  —  - 9 


Une  racine  double       x,  =  Xs 


2 
Une  racine  double       x,  =  jr»  =  — ' ^^  •  i  /  —  - 


—  iH-\^ 

2 


\/-f- 


Note,  —  La  question  a  été  traitée  à  peu  prés  de  la  même  manière  par 
MM.  Cousin,  Jaurroid  et  Béalis.  Ce  dernier  remarque  que  réquation  de 
M.  Roberts  est  un  cas  particulier  de  certaines  équations  résolues  par  Moivre, 
et  nous  envoie  sur  ce  sujet  un  Mémoire  que  nous  insérerons  bientôt. 


Même  question  \ 

Par   m.   ROUSSEAU, 

Êiève  du  lycée  Charlemagnc  (classe  de  M.  Hauscr). 

Appliquons  à  cette  équation  le  théorème  de  Rolle  \  la 
dérivée  du  premier  membre  égalée  à  zéro  sera 

dont  les  quatre  racines  rangées  par  ordre  de  grandeur 
dans  le  cas  àe  p  <^o  sont 


i/  3  ■-  y  5  -/  3-f-v5 

Pour  que  les  cinq  racines  de  l'équation  proposée  soient 
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réelles,  il  faut  que  les  résultats  des  substitutions  de  +  oo  ) 
des  quatre  quantités  ci-dessus,  et  de  —  oo  à  x  dans  cette 
équation,  donnent  des  résultats  alternativement  positifs 

et  négatifs.    Or,  la   substitution  de  di  y  — p ^ 

dans  la  fonction 

donne 

et,  comme  Téquation  proposée  peut  s'écrire 

X  (  «•  4-  Spx^  -I-  Sp^  )  -f-  y, 

les  résultats  de  toutes  les  substitutions  sont  compris  dans 
la  formule 

±  ip^  sj—p  +  q- 
Par  suite  toutes  les  conditions  de  réalité  seront  remplies  si 


9' 


Si  p*  -4-  ^^  ^  o,  les  racines  de  la  dérivée  ne  sépareront 

pas  celles  de  la  proposée,  et  il  y  aura  quatre  racines  ima- 
ginaires. 

EnGn,  si  ;;  ]>  o,  la  dérivée  a  toutes  ses  racines  imagi- 
naires, et  par  suite  la  proposée  n'a  qu'une  racine  réelle. 

î^ote.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Bailly,  Leclère^Grassat  et  Vialay, 
élèves  du  lycée  de  Lyon;  A.  T. 'et  B.  G.«  élèves  du  collège  ChapUl;  do 
Mesnil;  Massing,  élève  de  M.  Moutard;  Miraa-Nizam. 
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CORRESPONDANCE. 


Un  professeur  nous  communique  une  solution  de  la 
question  proposée,  cette  année,  au  concours  des  Lycées 
de  Paris,  pour  les  classes  de  mathématiques  spéciales. 

Cette  solution  offre  une  application  remarquable  de  la 
méthode  qui  consiste  à  exprimer  chacune  des  deux  coor- 
données variables  d'un  point  en  fonction  d*une  nouvelle 
variable  indépendante.  Pour  mettre  en  évidence  l'utilité 
de  cette  méthode,  la  question  proposée  a  été  on  ne  peut 
mieux  choisie. 

En  voici  d'abord  l'énoncé  : 

Une  parabole  étant  donnée,  on  mène  par  le  pied  de  sa 
directrice  une  sécante  rectiligne  quelconque,  et  par  les 
deux  points  d'intersection  ou  fait  passer  une  parabole 
égale  à  la  première  et  dont  Taxe  soit  perpendiculaire  à 
celui  de  la  parabole  donnée  :  trouver  le  lieu  géométrique 
du  sommet  de  la  parabole  mobile. 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  la  directrice  et 
l'axe  de  la  parabole  fixe,  et  nommant  ^p  \e  paramètre; 
a,  S  les  coordonnées  du  sommet  de  la  parabole  mobile  ; 
m  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  :  les  coordonnées 
X,  y  des  points  communs  à  ces  trois  lignes  seront  liées 
entre  elles  par  les  relations 


(>) 


y'—ttp(x—^\=o, 


(a)  {x-a)»-2/>(6— J')  =  0(*), 

(3)  y=zmx. 

(*)  Par  les  deux  points  d'intersection  de  la  sécante  et  de  la  parabole 
donnée,  on  penl  faire  passer  deux  paraboles  satisfaisant  aux  conditions  dn 


(38o  ) 
Eliminant  > ,  il  vient  : 

(4)  Wx'  -^^plx  —  -|  =o, 

(5)  (x—olY  —  2/>(6  —  /iîx)  =  o. 

Les  équations  (4)  et  (5)  devant  admettre  les  mêmes 
racines  ont  nécessairement  leurs  coefficients  proportion- 
nels,  donc 

I  a  —  /?/ii         a* — ip^ 

C'est  au  moyen  de  ces  dernières  relations,  qui  donnent 
facilement  les  valeurs  des  coordonnées  a,  6,  en  fonction 
de  la  variable  indépendante  m,  que  notre  correspondant 
détermine  la  forme  du  lieu  cherché,  par  la  séparation  de 
ses  différentes  branches  qui  ont  pour  asymptotes  les  pa- 
raboles 

et  en  faisant  connaître  toutes  les  particularités  que  pré- 
sente chacune  de  ces  branches. 

La  même  solution  est  aussi  déduite  de  Téquation  du 
lieu,  qu'on  obtient  en  éliminant  Tindéterrainée  m  entre 
les  relations  (4)  et  (5).  Cette  équation  est 

(6)  (a»— 2y7€)(a'  —  2/?6  — /7  a)»  =/;•. 

On  y  satisfait  en  posant 

(7)  a»—  2y>6=Ày.S 

(8)  x^^9.p^^pa=-^, 

quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  1, 


renoncé.  L*équation 

A<>  rapporte  à  Viinc  de  ces  deux  conrbes;  pour  l'autre,  il  fa udraît  écrire 

(x  —  k)»  4-  a  /'  (€  —J)  =  o. 


(38.  ) 
D'où 

Les  équations  (y)  et  (8)  montrent  que  les  paraboles 

a' — 2/76  =  0,      a?  —  2/?6 — /7a  =  o, 

sont  asymptotes  a  la  courbe,  et  les  valeurs  (9),  (10)  de  a,  6, 
déterminent  ses  différents  points. 


RÉPONSE  A  UN  ABONNÉ, 

AU    SUJET    DE    CETTE    PROPOSITION    QUE  ! 

Si,  dans  le  premier  membre  de  F  équation  f  [x,  y)  =  o 
d'une  conique  y  on  remplace  les  coordonnées  cou- 
rantes x^j^  par  les  coordonnées  a,  6  d'un  point  non 
situé  sur  la  courbe,  le  résultat  f  (a ^  ë)  de  la  substitution 
et  le  discriminant  A  de  Véquation  proposée  auront  le 
même  signe^  ou  des  signes  contraires,  suivant  que  le 
point  (a^  6)  sera  intérieur  ou  extérieur  à  la  courbe. 

Eu  représentant  la  conique  par  Féquation 

(i)         aj:» -+- fl' j' H-  ih'*xr  -I-  ^b'x-^^by  -hû'  =  o, 

le  discriminant  est 

-    aa'a"  4-  a  bb'b''  —  ah^  —  a'b'^—  a^b^K 

Dans  le  cas  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  les  coor- 
données a,  S  du  centre  ont  les  valeurs  finies 

a'b'  —  bb''       ab  —  b'b" 
b"^  —  aa'  '      b"^  —  aa'  ' 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  le  premier  membre 


(38a) 

del' 

équation  (i) 

donne 

(fl'6'- 

•bb'')b''^[ab-^b'h'') 

—  -1—  n** 

b"^  —  aa' 

■"  T^«     > 

ou 

ah^  -h  a'b'*  4-  a^'b"'  —  aa'a''  - 

a^^'r 

b"^  —  aa! 

Ona 

idonc 

(2) 

/(«>^)=.^/         u^\' 

Quand  la  conique  est  une  ellipse,  le  centre  est  un  point 
intérieur,  et,  de  plus,  la  différence  aal —  V*^  est  positive. 
La  relation  (a)  montre  quey'(a,  S)  et  A  ont,  alors,  le  même 
signe,  ce  qui  aura  lieu,  aussi,  pour  tout  autre  point  inté- 
rieur, puisque/ (a,  6)  ne  changera  pas  de  signe. 

Si  l'équation  (>)  représente  une  hyperbole,  on  aura 

et  par  suite 

mais,  dans  ce  cas,  le  centre  est  un  point  extérieur  ;  donc, 

la  proposition  est  démontrée  pour  Tellipse  et  l'hyperbole. 

Lorsque  F  équation  (i)  appartient  à  une  parabole,  on  a 

aa'  — ^">  =  o, 

et  les  coefficients  a,  a!  ont  nécessairement  le  même  signe; 
on  peut  les  supposer  tous  deux  positifs. 
Le  discriminant  se  réduit  à 


ajyr  — a*»— a'6'>. 

Et,  parce  que 

i''  =  ±v'««S 

on  a 

(3) 

4=-(«V^±*'v'^. 

(  383  ) 
D'autre  part^  Féquation  (i)  prend  la  forme 

(4)  (xv^dzr  y/'â'y  -f-  2  b'x^-ihy  +  a''  =  o. 

La  droite  représentée  par 

2  b'x  -h  2  6' j  4-  a"  =  G 

touche  la  parabole  au  point  de  rencontre  de  cette  courbe 
et  du  diamètre 

X  ^,zhx  sfa*  =  o. 

Tout  autre  point  de  la  tangente  est  extérieur  à  la  courbe  *, 
la  substitution  de  ses  coordonnées,  a,  6,  à  J?,/,  donne 

(5)  /(a,6)  =  (av/^±ev^S 

doncy  (a,  6)  et  A  ont  des  signes  contraires.  Et,  par  con- 
séquent, la  proposition  énoncée  convient  aussi  à  la  pa- 
rabole. G. 


BULLETIN. 

(ToQft  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  Gauthier-Yillars,  quai  des  Augustins,  55.) 


xxxni. 

CoDAZZA.  (Giovanni),  professeur.  —  U  principe...  Le 
prince  Boncompagni  et  V Histoire  des  sciences  ma-- 
thématUfues  en  Italie,  In-8  de  28  pages.  Milan  ^  1864* 
(Extrait  du  Potytecnico,  revue  scientifique  de  Milan.  ) 

M.  Terquem  a  reconnu  plusieurs  fois,  dans  les  Nouvelles  An-- 
naleSf  le  mérite  et  le  haut  intérêt  des  publications  du  prince 
Boncompagni.  Nous  empruntons  à  rarlicle  de  M.  Codazza  la 
liste  des  travaux  du  -savant  prince  : 
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Sur  quelques  progrès  de  la  Physique  en  Italie  au  xvi*  siècle  et 
au  XVII*  siècle.  Rome;  1846. 

Sur  la  vie  et  les  œuvres  de  Gherard  de  Crémoney  traducteur 
du  XII"  siècle,  et  de  Gherard  de  Sabionoetta,  astronome  du 
xiii"  siècle.  Rome;  i85i. 

Sur  la  vie  et  les  œuvres  de  Léonard  de  Pise,  mathcmaticien 
du  XIII*  siècle.  i852. 

Sur  quelques  ouvrages  de  Léonard  de  Pise.  Rome;  i854- 

Sur  la  résolution  des  équations  simultanées  .r>-{-^=rj% 
x'  —  A  =  z*.  Rome  ;  i855. 

Sur  une  propriété  des  nombres.  Rome;  i855. 

Opuscules  de  Léonard  de  Pise.  Florence;  i856. 

Écrits  inédits  de  Cossali.  Rome;  1867. 

Écrits  inédits  de  Léonard  de  Pise.  2  volumes  in -4*  Rome; 
1857  et  1862. 

Traités  d'Arithmétique  du  moyen  Âge.  Rome;  1857. 

M.  le  prince  Boncompagni  a  encore  fait  les  frais  de  la  Compo- 
sition du  Mondcy  par  Ristori  d*Arezzo,  publié  par  Narducci; 
1859. 

XXXIV. 

Le  Besgue  (V.-A.),  professeur  honoraire  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Bordeaux,  membre  correspondant  de 
rinstitut.  —  Théorème  sur  les  ellipsoïdes  associés, 
analogue  à  celui  de  Fagnano  sur  les  arcs  d^elUpse. 
In-8  de  8  pages.  (Extrait  des  Mémoires  de  la  Société 
des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux.) 

Ce  théorème  a  déjà  été  donné  par  M.  Le  Besgue  dans  le  Jour- 
nal de  M,  Uouviiie,  t.  XI»  p.  33 1 .  Il  est  présenté  dans  ce  nou* 
veau  travail  d*une  manière  plus  géométrique,  et  Ton  y  donne 
l'expression  des  zones  dont  la  différence  est  planifiable. 


(  385  ) 


SOLUTION  DE  QiiKSTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  614-, 

Par  m.  LioN  DTRION, 
Elère  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales  du  lycée  de  Strasbourg. 

Je  vois  dans  le  tome  I,  2®  série,  p.  126,  question  614, 
cet  énoncé  de  M.  Mannheim  : 

Désignons  par  F  le  foyer  *d'une  ellipse  donnée^  en 
un  point  M  de  cette  courbe  menons  la  tangente  MT  gui 
coupe  le  petit  axe  en  T  et  projetons  le  point  T  sur  le 
rayon  ^vecteur,  en  Q.  On  demande  le  lieu  du  point  Q 
quand  le  point  M  décrit  V ellipse. 

Ce  lieu  est  un  cercle,  non-seulement  quand  on  con- 
sidère le  point  T  dMnterseclion  de  la  tangente  avec  le 
petit  axe,  mais  encore  pour  une  droite  quelconque  per- 
pendiculaire au  grand  axe* 

Car,  soit  T  un  point  quelconque  ;  menons  par  T  une 
droite  THN  tangente  à  Tellipse  au  point  H  et  rencon- 
trant en  N  la  directrice  DD'  correspondante  au  foyer  F, 
D'après  une  proposition  connue,  l'angle  ISFH  est  droit, 
et  si  TP  représente  la  perpendiculaire  abaissée  du  pointT 
sur  la  direction  du  rayon  vecteur  FH,  la  simili ludc  des 
triangles  rectangles  NFH,  TPH  donne 


d'où 


FH 
HP 

HN 

ht' 

FP 
FH~ 

iNT 
ISH 

Ann.  de  Mathémat,,  1^  série,  t.  III.  (Septembre  1864.)  "^^ 
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Abaissons  maintenant  sur  la  directrice  DD'  les  per- 
pendiculaires IT',  HH^  Les  triangles  rectangles  NHH', 
NTT'  étant  semblables,  nous  aurons 


D'où 


NT 
NH 

""HH' 

FP 
FH 

TT' 
""HH' 

'>• 

FH 

et  par  conséquent 

FH  c 

FP  =  TT'  X  ==r  =  Tr  X  — 
Utl  o 

Si  donc  TT'  est  constant,  la  distance  FP  sera  invariable; 
c'est-à-dire  que  si  le  point  T  décrit  une  perpendiculaire 
au  grand  axe  de  Tellipse,  la  projection  de  T  sur  le  rayon 
vecteur  FH  décrira  une  circonférence  ayant  pour  cenlre 
le  foyer  F. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  décrite   par   le 
point  T  esi  le  petit  axe  de  Tellipse,  on  a 

TT'  =  ~ 

c 


et 


FP  =  ~X-  =  fl. 

c        a 


Question  690; 

Pae  m.  Michel  LHOPITAL, 
Eléye  du  lycée  de  Lyon. 

EivoNGÉ.  —  Soient  a,  6,  7  /e5  angles  qu'une  droite  L 
fait  auec  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires; 
A  la  distance  de  l'origine  à  la  droite;  a,  i,  c  les  dis- 
tances de   cette  même  origine  aux  projections  de  la 
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droite  L  sur  les  trois  plans  coordonnés  ^  on  aura 

A'  =  a'  cos'a  -*-  b*  cos'ê  4-  à'  cos'7. 

(LOBÀTTO.) 

Solution,  — Soient 

les  équations  de  la  droite  L;  on  aura,  d'après  une  for- 
mule connue, 

'  Les  projections  de  la  droite  sur  les  trois  plans  coordon- 
nés ayant  respectivement  pour  équations 

X  =  ws  -4-  />,     j  =  /!«  -4-  y,     my  —  nx  ^  np  —  mq  =s=  o, 
on  a 

/I*  =r »        0'  =  — y        c'= • 

ni^  -f-  I  /î*  -f-  I  trr-\-  n* 

D^ailleurs, 

n 


sina  = 


^m*-f-  «*-f-i 


sm6  = 


slm^-^  /ï^-f-i 


1 
sin7  = 


d'où 


y'//I*  -H  /l*  -h  1 


//l^  -h  I 

ces' a  =  — 9 

m'  -+-  /i^  -h  I 

«'-h  I 
w*  -H  «=  -h  I  ' 


ces' 6  = 


172'  -|-  «' 
ces' 7  =  — ; ; 


25. 


(  388  ) 

Faisant  la  somme  a'cos*a-f- i*  cos'6  ^-c'cos'y,  il 
vient  • 

'  /w*  H-  «»  -h  I 

C.    Q.    F.    D    (*). 

Note,  —  La  môme  question  «  été  résolue,  an  moyen  de  calculs  à  pen 
près  semblables,  par  MM.  Antony  Lucotte,  élève  de  l'institution  Sainte- 
Bari>e  à  Lyon;  Léon  Dyrton,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lyeéa 
de  Strasbourg;  Smet-Jamar,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand ;  Travelet, 
élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Besançon  ;  A.  Leclère  et 
Ch.  Daguenet;  deVirieu,  et  par  un  Abonné! 


Question  702; 

Par  m.  de  MEYER, 

Élève  du  lycée  Charlemagne. 

EjfONcÉ.  —  Soient  O  un  cercle  fixe,  O'  un  cercle  mo^ 
bile  dont  le  centre  se  meut  sur  un  autre  cercle  fixe  O*  ; 
raxe  radical  des  deux  premiers  a  pour  enveloppe  une 
conique.  (Durkàude  ) . 

Solution.  —  Je  prends  pour  origine  le  centre  du 
cercle  O'^,  pour  axe  des  x  la  droite  passant  par  les  cen- 
tres des  cercles  O,  O^^,  et  pour  axe  des  y  une  perpendi- 
culaire à  cette  droite. 

En  nommant  R,  r,  p  les  rayons  des  cercles  O'^,  O,  O'; 
d  la  distance  des  centres  O^'^,  O;  a,  6  les  coordonnées  du 


(")  La  proposition  énoncée  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  prin- 
cipe connu  :  Le  carré  d'une  aire  plane  est  égal  à  la  tomme  des  carrés  de  ses 
projections  sur  trois  plans  rectangulaires.  Car,  projetez  sur  les  plans  coor- 
donnés un  trian(rle  ayant  un  sommet  à  l'origine  et  pour  base  une  partie 
quelconque,  a./,  de  la  droite  L.  L'aire  du  triangle  projeté  sera  /.  A«  et  ses 
projections  auront  pour  valeurs  /.acosa,  /.6cos6,  /.ecosy;  donc 

A*  =  a*  cos'  a  -+-  i*  cos'  6  -t-  c*  co8*y.  G. 
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centre  O';  les  équations  des  cercles  O'^  O,  O'  seront 

(  1  )  X*  -f-  x*  —  I^'  =  o> 

(3)  (x-a)'-f.(.r  — 6;'  — p»  =  o; 

et  de  plus  on  aura 

(4)  a'-^6»  =  R^ 

L'axe  radical  des  cercles  (2)  et  (3)  a  pour  équation,  en 
remplaçant  «*  -f-  6*  par  R*, 

(5)  2  (a  —  ^)  X  +  26j  4-  rf^  -h  p»  —  r'  —  R»  =  O. 

La  dérivée  de  cette  dernière  équation^  prise  par  rapport 
à  a,  en  considérant  6  comme  une  fonction  de  a  définie 
par  la  relation  (4),  est 

ar— 2-j  =  o, 
ou 

(6)  6j:  —  ajr.=  o. 

L'équation  de  Tenveloppe  cherchée  s'obtiendra  en  éli- 
minant a,  S  entre  les  équations  (4)9  (5),  (6). 

Pour  faire  cette  élimination,  remplaçons  dans  (4)  et 
(5)6  par  sa  valeur  tirée  de  (6),  et  aiin  de  simplifier  l'é- 
criture, posons 

l'équation  (5)  donne 

a(x-f--j  —  dx  -\-  A^  =  o, 

et  Inéquation  (4) 

«'  (.  +  5)  =  R'. 
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D'où  les  deux  équations 

OL  {a:' -i- y')  ^  X  {dx -^  A% 

éliminant  entre  elles  la  variable  a,  il  rient 

(7)  R»(x>-h7')  =  (û/'xH-Ar»)*. 

L'enveloppe  cherchée  est  donc  une  conique  (*), 

L'équation  (y)  représente  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole suivant  que  le  centre  de  la  circonférence  O  est  inlé- 
rieur  ou  extérieur  au  cercle  O'^;  et  elle  appartient  à  une 
parabole,  quand  le  point  O  est  situé  sur  la  circonfé- 
rence O". 

Note,  —  Une  solutioD  à  pea  près  semblable  nous  a  été  adressée  par 
MM.  Tromparent,  élève  du  lycée  Loui»-le-Grand  (classe  de  M.  Bouquet); 
Lacauchie,  élève  du  lycée  de  Strasbourg;  Marcille,  élève  de  la  pension 
Marlié;  Mirza-Nizam  (lycée  Saint-Louis);  P.-G.  de  Saint-Michel,  éldvede 
M.  Beynac;  Marmier,  élève  de  Tinstitution  Sainte-Geneviève  (classe  du  1 

R.  P.  billot);  Debaune,  élève  de  l'institution 5ainte-Barbe ;  Moulin  (la 
Flèche);  C  Massing  (institution  Sainte-Barbe);  Léon  Bailly,  répétiteur  au 
lycée  d'Orléans. 

M.  Laisant  détermine  d*abord  le  lieu  des  projections  du  centre  O'  sur 
les  axes  radicaux  des  cercles  O,  O'.  Un  calcul  assez  simple  montre  que  ce 
lieu  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  un  point  sitné  sur  la  droite 
CD.  Et  de  là  M.  Laisant  conclut  que  l'axe  radical  des  cercles  O,  O'  en- 
veloppe une  conique  dont  O"  est  an  foyer  et  dont  l'axe  focal  est  CO. 

M.  Doucet  (ait  observer  que,  quelle  que  soit  la  courbe  décrite  par  le 
centre  du  cercle  G',  la  normale  à  cette  courbe  en  chaque  position  du 
centre  mobile  rencontre  l'axe  radical  correspondant,  au  point  où  celui-ci 
touche  Tenveloppe.  Au  moyen  de  cette  remarque,  M.  Doucet  résout  la 
question  proposée,  sans  recourir  à  la  théorie  des  enveloppes. 

La  même  remarque  se  trouve  dans  une  solution  géométrique  donnée 
par  M.  Chabord,  élève  de  l'institution  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Mou- 
tsrd  ;. 

C)  Cette  conique  a  un  foyer  au  point  0"  ;  la  directrice  correspondante 

A*  d 

vst  représentée  par  x== r-»  et  l'cxceutricitc  a  pour  valeur  -• 

M  F. 
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Question  689 

(  Toir  p.  61  )  ; 

Pab  mm,  GODART  kt  COURTIN, 
Élèves  de  Sainte-Barbe  (classe  de  M.  Montard). 

Etant  donnés  deux  cercles  concentriques  et  deux 
rayons  quelconques,  on  propose  de  mener  ai^  cercle  in- 
teneur  une  tangente  dont  la  portion  comprise  entre  les 
deux  rayons  soit  dii*isée  en  deux  parties  égales  par  le 
cercle  extérieur» 

Ce  problème  revient  au  suivant,  qui  est  bien  connu  : 

Construire  un  triangle,  connaissant  un  angle,  la  mé- 
diane et  la  hauteur  comprise  dans  cet  angle  [*), 

Nous  en  rappellerons  la  solution. 

Soit  OAA'  le  triangle  cherché,  OM  la  médiane,  OH  la 
hauteur.  Dans  le  parallélogramme  Okh! \"  construit  sur 
OA  et  OA',  nous  connaissons  les  angles,  une  diagonale 
et  l'inclinaison  des  diagonales  tirée  du  triangle  HOM.  Le 
parallélogramme,  et  par  suite  le  triangle,  est  donc  facile  à 
construire. 

Note,'-  Autres  solutions  de  MM.Blanchin  et  Barrère, élèves  du  lycée  de 
Lyon;  Barrandon  et  Picquet,  de  Sainte-Barbe;  Périer,  de  Lons-le-Saul- 
nier;  G.  Elie,  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquant). 


Qtwstion  704 

(roir  p.  176); 

Par    m.    a.    SMET-JAMAR, 
Élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 

Soient  C  et  C^  deux  coniques  homofocales,  M  un 
point  pris  sur  la  première,  MN  la  normale  menée  au 


(*)  Prublème  proposé  aui  élè\cs  de  logique  (sciences)  nu  concours  gé« 
lierai  en  1 855.  (Mirza-Mizam.) 


(  39»  ) 
point  M  et  terminée  à  Vaxe  focal.  La  grandeur  de  la 
projection  de  MN  sur  la  tangente  à  G  menée  par  M  est 
indépendante  de  la  position  du  point  M  sur  la  conique, 

(Gros.) 

Il  faut  démontrer  que  MP,  c'estrà-dire  MN  cos  PMN, 


est  indépendant  de  la  position  du  point  M  sur  la  conique. 
Soient  F  et  P  les  foyers  communs  aux  deux  coniques, 
a  et  &  les  axes  de  la  conique  G  ;  a',  b'  ceux  de  G'.  Désignons 
par  p  et  p'  les  deux  rayons  MF,  MF'  et  par  6  l'angle  PMP', 
nous  aurons  (Salhon's  Conte «Secfio/t^,  4* édition,  p«  198): 

cos  0  =  • ; • 


1 


PP 


Pour  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x',  7^,  on  aura 


ex 

ûz=a > 

*^  a 


û'=aH 

^  a 


D'ailleurs,  d'après  un  théorème  connu,  l'angle  NMP  =  — 
Donc 

MP*=  Mn'cos'  ^; 


or 


cos 


» i  —  '  "^  <"s Q  _  ^Pj+- p')'  —  4«'*  «.  [Hfliz^") ^'. 


2 


4  f  r^ 


<7*  —  c'jr'' 
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mais  on  a 

facilement 

MN 

donc 

■» 

MP 

fl* 

—  fl"        *'*"+«'/' 

a»       '         rt«  _  c'a/* 

Remplaçons  a*j^*  par  sa  valeur  J*  (a* — a:'*)  et  il  viendra 

— i       b^ 

MP  =— (fl>  — fl'»), 


quantité  indépendante  de  la  position  du  point  M  sur  la 
conique.  c.  q.  f.  d. 

Note.  —  Antres  BolntioDt  de  MM.  A.  L.,  élève  de  Técole  Sainto-Gene- 
▼iève,  Lacauchie,  de  Saint-Prix. 


Question  562  [seconde  solution) 

(Tolr  tome  XX,  pa(e  89); 

Par  m.  a.  S. 

Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle^  la 
somme  des  carrés  de  ses  demi^axes  principaux  est  égale 
au  carré  de  la  tangente  menée  de  son  centre  au  cercle 
qui  a  les  sommets  du  triangle  pour  points  conjugués, 

(Faure.) 

Je  prends  Fellipse,  par  exemple  :  pour  Thyperbole  le 
calcul  est  identique.  L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes, 
les  équations  de  trois  tangentes  sont 

X  cos  a  4-  /  sin  a  —  /?==  o, 
xcosa, -h^vsina,  — /^,  =:  o, 
jrcosa,  -h  jsinaa  ^  pi  =  o. 


(394) 

On  sait  que 

p*  =  fl'  cos^a  4-  ^'sin'a, 

p\  =  a'cos^ai  -f-  ^'sin'ai, 

p\z=za^  cos'a^  -h  /i'sin'a,. 

L'équation  du  cercle  conjugué  au  triangle  est 

J  ).(j:co8a -H  jsina — /?)'-|->i(xcos«, -|-j^sinai — p\^ 
\  -f-l,(arcos«,  -f-  J  sin  a, — /?»)'=o, 

avec  la  condition 

(i)    >cos'aH-X,cos'a,-HXaC0S*aa=lsin*a-h5^iSin*a, -f-^sm'Oî. 

Je  ne  me  servirai  qu^implicitement  de  la  seconde  rela* 
tion  (*). 

La  longueur  de  la  tangente  menée  du  centre  de  Tel- 
lipse  est  donnée  par  la  relation 

\  cos^  a  4-  >,  ces'  a,  -+-  >a  cos'  «i 

Or 

\p^^\p\-^\p\ 

=  X(fl'ci>s^a-4-  ^^sin*a)-h>,(a*cos'a, -h  6'sin'ai) 

-f-  \  (fl*  cos^ût,  -♦-  ^'àin*a,) 

=:û*{>cos^a  -f-  >iCOS'ai  -|-X,cos^a,) 

-H  ^'(Xsin^a  -H  \  sin'ai  -♦-  Xasin'a,), 

et  à  cause  de  la  relation  (i), 

\p^Jr\p\  H-Xjy9Î=  {a^  -h  hi^)  (Xcos'a  -4-X,cos*a,  -f-XaCOS'  a,). 

(*)  En  y  ayant  égard,  Véquation  (i)  prend  la  forme 

(a)  J:*-+-/'-t-/*:e-4-vr-+-(a*-l-fc')  =  0, 

et  la  proposition  est  démontrée.  Uéquation  (3),  où  /u  et  y  représentent 
des  paramétres  arbitraires,  est  l'équation  générale  des  cercles  qui  cou- 
pent sous  un  nnpic  droit  le  cercle  x'  4-/'  ~  /i'  -H  6',  C. 


Donc  enfin 
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r  =  a'-^b\ 


C'est  ce  que  je  me  proposais  de  démontrer. 


Enoncé 
pose 


Question  694 

(Toir  pa^e  140); 

Par   m.   a.    SMËT-JAMAR, 

Élève  du  lycée  Louis-le -Grand. 

—  Soient  n  quantités  «i,  «»,.••?  ^n]  si  Von 


^  a,  =  «1  -f-  «2  -H .  .  n-^  ctny      ^^  «,  a,  =  a,  a,  :♦-  a,  tta  -|- . .  .  , 


et  ainsi  de  suite,  soient 


f(x)  =  a:»  -h  X»-'  2  *'  "^  ^"^  2  a,  a,  -h . .  •  , 

etf*[x)  la  dérivée  de  f{x)\  démontrer  que  la  valeur 
algébrique  du  déterminant 


a,  —  I  — i 
T-  I  aa  —  I 
—  I      —  I       a» 


I. . .  —  1 
I .  . .  —  1 
I . .  .      —  I 


—  I 


I  —   I  I  .   .  .  ttu 


CStf[l)  /'(l).  (MiCHAEL  ROBEHTS.) 

Solution. —  Formons  d'abord  la  quantîlé/(i)  — ^ (0* 
E]Ie  sera  évidemment  égale  à 
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Cela  posé,  désignons  par  P  le  déterminant  propose; 
nous  pourrons  le  décomposer  en  une  somme  de  détermi* 
nants  dans  lesquels  les  éléments  principaux  seront  nuls, 
chacun  de  ces  déterminants  successifs  étant  du  /i'^"^,  du 
(n  —  i)**"*'  ordre,  et  ainsi  de  suite  {voir  Baioschi,  TTiéo- 
rie  des  déterminants ,  traduction  Combescure,  p.  66). 

Nous  aurons  ainsi 


P  = 


o      —  I      —  I. 

—  1      o         — I. 

—  I    —  1         o     . 


— •  I   —  I     —  I. 


—  I 


1- 


o        — I...     — I 


—  I       o 


— I 


I      — I...       o 


1- 


«t 


o  —  I  .  .  .        —  J 

—  I         o     .  .  .       1 

—  I      —  I  . . .         o 


^^  «1  tta .  . 


.  a„_. 


o      — 1 
—  I       O 


-f-  ot|  a).  •  .  a, 


Maintenant  il  est  évident  que  ces  déterminants  succes- 
sifs ont  pour  valeurs 

—  («  — 0>      —  ('»  — 2)>      —  («  — 3),.  ..— i; 

de  sorte  que  Tégaliié  précédente  devient 

P = — (/i — i) — 2  «'  ('^ — 2) — 2  *•  *'  ^"  "~  ^^'  •  • 

—  ^^  ai  ai.  .  .  a._j  -f-  ai  a».  .  .  a«, 


1 


c'est-à-dire  précisément /(i)  — /' (i). 


C.    Q.    F.    0< 
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Même  question } 

Par  mm.  Max  CORNU  et  H.  PICQUET, 

Élèves  en  Mathématiquefl  spéciales  à  rinstitution  Sainte-Barbe 

(classe  de  M.  Moutard). 

y(j:)  ==  o  est  l'équation  qui  a  pour   racines  — «i, 
—  «1,...,  — a„,  et  on  peut  l'écrire 

(r-ha,)(x-|-a,)..  .(^c-ha^)  =  o; 

d^ailleurs 


«a 


f{x)         j:  -t-  a,    '    -c  4-  a. 


x-f-  a, 


Il  faut  faire  voir  que  le  déterminant  a  pour  valeur  algé- 
brique 


ou 


(i-+-a,)(i-f-a,)  .  .  .(i-f-a») 

xF. — 5^^ ^ — ... — ^1 


Écrivons  le  déterminant 


a,        —  I      —  1      —  I  . . .      —  I 

—  I        a,       —  1      —  I..,      —  I 

—  I      —  I       «3        —  I...      —  I 

—  I      — I      —  I      —  1...        a^ 

et  retranchons  la  dernière  colonne  de  toutes  les  autres;  il 
vient 

a, -h  I  o  o  o. . .  —  I 

O  I  -h  «1  o  o .  .  .  —  I 

o  o  l-+-a3  o...  —  I 

—  (i-ha,)     — {i-4-a»)     — (i-Ha,)...       o. 
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qu'on  peut  écrire 


X 


(i-hai)(H-a,).  .  .  (i-l-a^,) 
I       O       O      O.  .  .       —  I 

o      1      o     o. .  .      —  I 
o      o      I      o. .  .       —  I 


1-1- «^ 

1  -ha^ 


1  -H  «H 


a.  H-  I  —  I 


OU,  en  divisant  la  dernière  rangée  par  i  +  a„, 


X 


(i-|-a,)(n-a,).  •  .(l-ha,) 


I      o     o     o. .  .      —  I 


o      I      o     o. .  .      —  I 


o     o      I      o. . . 


iH-a, 


l-ha» 


l-hou 


X 


Ajoutons  successivement  chacune  des  colonnes  à  la 
dernière,  nous  aurons 

(i-hai)(H-aj).  .  .(i-|-a„) 

I  o  o  o. . .  o 
o  I  o  o. . .  o 
o     o     I     o. . .      o 


1-4- a, 


I-h  «a  l-h  «s 


...     I  — 


1-ha, 


a. 


i4-«iî 


Enfin,  si  Ton  développe  en  ordonnant  par  rapport  aux 
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termes  de  la  dernière  colonne,  on  a  tout  de  suite 

(l-hai)(i4-ai)^  .  .(l4-a„) 

X    I : j ... ^ —  • 

L  I  -f-  a,        I  -f-  a,  l-H  a«  J 

C.    Q..F.    D. 

Note,  ^—  Des  solutions  pea  différentes  ont  été  dojinées  par  MM.  J. 
Courtin  et  C.  Godart,  élèves  de  l'institution  Sainte-Barbe  (classe  de 
M.  Moutard),  et  par  M.  A.  Rezzonico. 


Question  695 

(TOirp.  140); 

Par  m.  JAUFROID, 

Professeur  de  Mathématiques  an  lycée  de  Vendôme. 

Êhoivgé.  —  Si  on  a 

(i)  aj— a»^j<o, 

(a)         a^  atat-hiata^ai  —  a«  «J  —•  a]  «4  —  «5  >  o, 

les  racines  de  l* équation 

sont  toutes  imaginaires,  et,  sous  les  mêmes  conditions , 
Véquation 

(4)  ««x^H-Sa,  j:*  h-  io<iaX*-h  ioa^x^'\-Sa^œ-\-a^=:  o 
71 'a  qiiune  racine  réelle. 

Solution.  —  Comme  on  peut  supposer  ao  ^  o,  la  con- 
dition (i)  donne 

^a  >  o. 

Le  premier  membre  de  (2)  étant  ordonné  par  rapport 
à  n»,  il  faut  que  les  racines  du  trinôme  ainsi  obtenu  et 


(4oo) 
«galé  à  zéro  soient  réelles,  ce  qui  conduit  à 

donc 

(5)  ûj— tf,«4<o. 

Cela  posé,  multipliant  tous  les  termes  de  l'équation  (3) 
par  00,  on  peut  regarder  a^x^  +  4^o^i^'  comme  les 
deux  premiers  termes  du  carré  de  Aq  x'  +  aâ^  x  +  ^t- 

Ajoutant  et  retranchant  les  termes  qui  manquent  pour 
avoir  ce  carré,  Téquation  se  met  sous  la  forme 

(«0  «'  -H  2«i  J?  -H  «0*  -H  4(  ^a  ^'^  —  ^1  )  -^  -i-  4  (  ^»  «s «I  û,)  X 

-i-a^a^  — a\  =o. 

En  vertu  de  (i)  le  premier  carré  ne  peut  devenir  nul 
pour  aucune  valeur  réelle  de  x  ]  pour  le  trinAme  du  se- 
cond degré  qui  le  suit,  son  premier  terme  et  son  dernier 
terme  sont  positifs,  et  de  plus  on  a 

■ 

car  cette  inégalité  développée  se  réduit  à  Tinégalité  (2}  (*). 
Ce  trinôme  restera  donc  continuellement  positif  pour 
toute  valeur  réelle  de  a;  ;  il  suit  de  U  que  le  premier 
membre  de  Féquation  proposée  reste  aussi  toujours  po- 
sitif pour  les  mêmes  valeurs  de  or,  et,  par  suite,  que  les 
racines  de  cette  équation  sont  imaginaires. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (3)  étant,  au  facteur 
positif  5  près,  la  dérivée  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (4)>  îl  résulte  de  ce  qui  précède  que  ce  dernier  va  en 
augmentant  quand  x  varie  dex  =  — 00  àj?=+oo,et 

{*)  Cette  réduction  de  l'inégalité  (6)  à  l'inégalité  (3}  montre  qu'il  n*é-  j 

tait  pas  nécessaire  d*établir  d'abord  l'inégalité  (  5  );  en  supprimant  ce  qui 
en  a  été  dit,  on  simplifie  d'aatant  la  démonstration  de  la  proposition 
énoncée.  G. 


(4oi) 

comme  alors  il  passe  du  négatif  an  positif,  il  ne  s'annule 
qu'une  seule  fois,  c*est-à-dire  que  Téquation  (4)  n'a 
qu'une  racine  réelle. 


Question  387 

(Tolr  tome  XYl,  pafe  183); 

Pâk  I.E  DocTBua  Jos&PH  MâRTELLI. 

D'après  la  méthode  de  Lagrange,  on  résout  Téquation 
générale  du  quatrième  degré  en  prenant  une  résolvante 
dont  la  racine  soit  une  fonction  linéaire  des  racines  de 
l'équation  proposée  ayant  six  valeurs  égales  deux  à  deux 
et  de  signes  contraires. 

Soit 

cette  fonction,  qui  a  six  valeurs,  dépendra  d'une  équa- 
tion du  sixième  degré  ^  mais  puisque  ces  valeurs  de  y 
sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  l'équa- 
tion en  jr  s'abaissera  au  troisième  degré  en  posant 

Étant  connue  la  composition  des  racines  de  l'équation 
en^,  on  peut  la  former  directement,  et  on  obtient 

Ô3  —  1-  (  6»  —  ûc  )  e»  H-  -4  ( 1 2  ^«  —  24^^»  c  +  Q «» c> 

—  -î^  (2*»  —  3flÔC -f.û«^)»=  o. 

En  éliminant  de  cette  équation  le  second  terme  d'après 
la  méthode  ordinaire,  c'est-à-dire  en  posant 

i6  (b^-^ac) 


a* 


Ann.  de  Maihémat,,  a*  série,  t.  IH.  (Septembre  t8S4.)       ^6 


(4oa) 
on  a 

i        1024.  ,    .      ,. 

f  H ^  (ace-i-ibcd — b^e  —  ad^  —  c*)  =  o; 

et  puisque 

ace  -f-  2  ^crf  —  b^e  —  ad'  —  c*  =  o, 

la  précédente  équation  (i)  se  réduit  à  la  suivante 

■ 

fi/ 
61* Y  {ae  —  ^bd-{-  3c*)  «»  =  6, 

dont  les  racines  sont 

6>i  =  0, 

8   ; .-.-.-^r-.  8 


«j 


=  -  ^ae  —  4^^ "+"3^%     «j-= ^atf  —  4 ^^  +  ^ ^- 


On  obtient  donc,  en  indiquant  par  dj,  O^»  ^1  les  racines 
de  Téquation  (a), 


fl» 


8    —  ,6(^'  — 12c) 

•e,  =       -  Jae  —  4 ^^  "+-  3c*  H ^^ -^, 

8      I — — ;r--  16  (A* ac) 

a  ^  a' 

et  aussi 

*,  -t-  Xj — X3  —  0:4  =  v^e,, 

*i  +  *j  —  *a  —  jr^  =  V  0»» 

J^i  H-  ^4  —  JPï  —  -a^j  =  ^^ij 

Ab 

^1  -+-  Xj  -f-  0:3  -h  X4  =r  —  -l-  . 

a 

Ces  dernières  équa lions  donnent  les  valeurs  suivantes 


(  4o3  ) 
des  racines  de  rëquation  proposée: 

4a 


X,  = 


^1= 7 


4a 

lesquelles,  par  les  précédentes  valeurs  de  Oj,  6*,  639  évi- 
demment ne  contiennent  pas  de  radical  cubique. 

Note.  —  Il  est  très-facile  'de  remarquer  la  coïncidence 
des  valeurs  trouvées  avec  les  valeurs  données  sans  dé- 
monstration par  M.  Eisenstein  dans  le  tome  XXVII  du 
Journal  de  Crelle. 


EXERCICES  SDR  U  RECTIFICATION  DES  COIIRRES  PLANES-, 

Par  m.  £.  PROUHET. 


FORMULE  POUR  LA  RBCTinCATION  DBS  ARCS  DB  COURBE  PLANE. 

1.  Soient  AB  une  courbe  plane,  0  un  point  pris  dans  son  plan, 
OP  une  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à  la  courbe  Âfi  par  un 
de  ses  points  M  :  La  normale  à  la  courbe,  lieu  des  poinU  P,  s^ob- 
tient  enjoignant  le  point  P  au  milieu  de  la  droite  OM. 

2.  Si  Von  désigne  par  p  la  perpendiculaire  OP  et  par  «>  V angle 
que  cette  droite  fait  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

Cela  résulte  de  ce  que  PM  est  égale  à  la  sous-normale  de  la  po- 

26. 


(4o4) 

daire  (c*est  ainsi  qu*on  nomme  le  lieu  des  pointe  P),  quand  on  con- 
sidère />  et  tt  comme  des  coordonnées  polaires. 

3.  Si  du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  OQ  sur  la  nor- 
male CM  à  la  courbe  AB,  C  étant  le  centre  de  courbure^  on  aura 

car  le  point  Q  appartient  à  la  podaire  de  la  développée  de  la 
courbe  ÂB. 

4.  Si  Ton  désigne  Parc  ABpars,  et  para  et  p  les  angles  que  les 
normales  aux  points  A  et  Bfont  avec  un  axe  fixe,  on  aura 

En  effet,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  on  a 

b.  Quand  le  point  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes 
et  plus  généralement  qiuind  les  extrémités  de  Parc  AB  sont  égale- 
ment distantes  des  points  correspondants  de  la  podaire,  on  a 

(II)  5=1      pdm. 

Jet. 

Conséquence  de  (S)  et  de  (4). 
^  La  formule  (I)  ne  change  pas  quand  on  change  p  en 

/?  +  «  cosw  4- 6sin«. 
Analytiquement  cela  résulte  de  ce  que 

JB  = /ï  cos  w  4- ^  sin» 
est  rîntégrale  générale  de  Téquation 

géométriquement  cette  transformation  revient  à  déplacer  le  point  0 
d'où  Ton  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe. 
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APPROXIMATION  DES  ARCS  DE  COURBE. 

7.  Soient  ABun  arc  convexe,  0  un  point  pris  dans  la  concavité 
de  cette  courbe,  tj  P angle  des  normales  extrêmes  j  en  désignant 
P^^  Pi  >  Pi  »  Pj  >  •  •  •>  Pi»  ^^^  rayons  de  courbure  qui  font  avec  la  nor- 

maie  au  point  X  les  angles  o,  — >  — >  — »  •  •  •  »  on  aura 


n 

«■  iTaiUeurs  -j-Ç  tf^<  négatif  pour  les  valeurs  de  &>  comprises  entre 
o  et  vt. 

Ces  deux  inégalités  résultent  de  ce  que  /  p</ft>  peut  être  consi- 
dérée comme  Taire  d'une  courbe  convexe  dont  p  et  u  seraient  les 
coordonnées  rectangulaires. 

8.  «Si  0  est  le  point  de  concours  des  normales  extrêmes,  et  p^ , 
P\y  Pit***>  PiM  ^^  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  d'un  po' 
fygone  équiungle  circonscrit  à  la  courbe  AB,  on  aura 


AB  =  limo  -^P*±B±P^+-+\Pv> 


n 


pour  /i  =  oo, 


AB  =  limc  P^-^P^-^-'-^Pv^x         pour  /i  =  « . 

9.  Soit  CD  une  droite  partagée  au  point  E  en  deux  segments, 
CE  =  a,  CD  =  6.  Si  Von  partage  en  ^n  parties  égales  la  demi- 
circonférence  décrite  sur  CD  comme  diamètre  et  que  Pon  désigne 
par  p^^  p^y..,^p^^les  droites  menées  du  point  E  aux  divers  points 
de  division,  le  périmètre  de  P ellipse  ayant  la  et  ^b  pour  axes  sera 
compris  entre  deux  circonférences  ayant  pour  rayons  la  première 

n 
et  la  seconde 

n 

Le  théorème  aurait  encore  lieu  si  le  point  E  était  pris  sur  le 
prolongement  de  CD  et  que  l'on  eût  encore  EC  =  «,  ED  =  b. 
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10.  La  moyenne  des  distances  (Tim  point  pris  dans  !e  plan  dm 
cercle,  aux  sommets  (Pun  polygone  régulier  (Tune  infinité  de  côtés 
inscrits  dans  le  cercle,  est  égale  au  périmètre  (tune  ellipse  ayant 
pour  demi-axes  la  plus  grande  et,  la  plus  courte  distance  du  point 
à  la  circonférence,  divisé  par  lit,  —  Cas  ou  le  point  est  pris  sur  la 
circonférence. 

Conséquence  de  (9). 

a.  Le  périmètre  cPune  ellipse  ayant  pour  axes  %a  etnàfa^h, 
étant  désigné  par  E,  on  a 

E>a7r^,                              E<2tra  • 

E>air« — ' — j  E<2ir.ï j 

é 

K>27r» 1  IS<,aTt»-  — ■ ' 


Conséquence  de  (9). 

TRANSFOBHATION  DBS  ABCS  DE  GOUEBB. 

12.  Si  ÂB  et  Â'B'  sont  deux  droites  parallèles,  et  a,  b^  des  points 
pris  sur  les  droites  AÀ',  BB',  de  telle  sorte  que 

Art  _  Bè  _  m 

À'â""B^'~"5'' 

on  aura 

/ïABiwA'B' 


ù 


th  = 


m-^-n 


On  prendra  le  signe  +  si  les  droites  AB,  A'B'  sont  dirigées  dans 
le  même  sens,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

13.  Si  plusieurs  polygones  ÂBCD..,,  A'B'C'D'...,  A'B'C'D'..., 
ont  leurs  côtés  respectivement  parallèles,  si  a  est  le  centre  de  gravité 
des  sommets  homologues  A,  A',  A*, ...  ;  b  celui  des  sommets  B,  B*, 
B", . . .,  e/  ainsi  de  suite,  le  polygone  abcd. . .  aura  ses  côtés  parai-  • 
lèles  à  ceux  des  premiers  polygones,  et  son  périmètre  sera  égal  à 
la  moyenne  arithmétique  des  périmètres  des  polygones  proposés. 

Se  démontrera  d'abord  pour  deux  polygones,  puis  pour  trois,  et 
ainsi  de  suite,  au  moyen  du  théorème  12. 

14.  Soient  C,  C,  C*,...  plusieurs  courbes,  A,  A',  A",...  des  points 
«ppartennnl  respectivement  à  ces  courbes  et  tels,  que  les  tangentes 
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en  ces  points  soient  parallèles.  Soit  a  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  Â',  A",...  considérés  comme  des  points  matériels  de  poids 
égaux.  Si  les  points  A,  A', . . .  se  meuvent  sur  leurs  courbes  respec- 
tives en  remplissant  toujours  les  conditions  précédentes,  Farc  de 
courbe  décrit  par  le  point  a  sera  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  arcs  décrits  par  les  points  A,  A', . . . ,  en  prenant  avec  le  même 
signe  les  arcs  décrits  dans  le  même  sens. 

i5.  Étant  donné  un  arc  AB,  le  transformer  en  un  arc  <f  espèce 
différente  et  de  même  longueur. 

Soient  OA  et  OB  les  normales  menées  aux  extrémités  de  Tare  AB. 
Soit  A'B'  ce  que  devient  AB  quand  on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  la  bissectrice  OC  de  l'angle  AOB.  En  appliquant  le  théorème  14, 
on  aura  une  courbe  ab  égale  à  la  demi-somme  des  arcs  AB  et  A'B', 
et  par  conséquent  égale  à  chacun  de  ces  arcs. 

La  courbe  ab  est  symétrique  par  rapport  à  OC.  En  doublant  les 
dimensions  d'une  de  ses  moitiés  sans  changer  sa  forme,  on  aura 
une  courbe  a'c'  de  même  longueur  que  AB,  mais  dont  les  normales 
extrêmes  feront  un  angle  égal  à  la  moitié  de  Tangle  AOB. 

En  opérant  sur  a'c'  comme  sur  AB  et  répétant  indéfiniment  cette 
suite  d'opérations,  on  transformera  l'arc  primitif  en  arcs  de  mémo 
longueur  dont  les  normales  extrêmes  feront  un  angle  de  plus  en 
plus  petit  et  qui,  par  conséquent,  différeront  de  moins  en  moins 
d'une  ligne  droite. 

16.  Dans  la  transformation  précédente,  on  a  changé  un  arc  AB 
en  un  autre  arc  de  même  ouverture  ou  d'une  ouverture  moitié 
moindre,  c'est-à-dire  dans  lequel  les  normales  extrêmes  faisaient  le 
même  angle  ou  un  angle  moitié  moindre.  Soit  cr  l'ouverture  d'un 
certain  arc  AB,  posons /?=/(&))  :  on  a 


s 


=fJ[fH-hr{^)]do.^ 


On  aurait  encore 


CI 
S 


Soit  /?,  =y]  (w)  l'équation  de  la  podaire  d'une  certaine  courbe  dont 
l'arc  serait  représenté  par  la  formule  précédente  :  on  doit  avoir 
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La  fonction  /,  est  donc  donnée  par  una  équation  différentielle  li- 
néaire du  second  ordre,  en  général  difficile  à  intégrer. 

COURBES  REGTIFIABLES. 

il.  Trouver  une  courbe,  connaissant  sa  podaire. 

Si  p  =/(w)  est  l'équation  de  la  podaire,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
courbe  cherchée  et  0  Tangle  de  ce*  rayon  vecteur  avec  Taxe  fixe 
auquel  la  podaire  est  rapportée,  il  faudra  éliminer  u  entre  les  deux 
équations 

4B.  Si  ton  prend  f((^)  égal  à  la  dérivée  d'une  certaine  fonction 
F(w)^  PéUmination  précédente  donnera  une  équation 

f{r,  e)  =  o, 

qui  représentera  une  courbe  rectifiable. 

d9.  On  obtiendra  encore  une  courbe  rectifiable  si  Pon  troupe  une 
fonction  M.  de  x  telle,  que  Pon  puisse  trouver  en  termes  finis  les 
intégrales 

furLc,     fLdr. 

Il  suffira  de  poser 

En  prenant  M  de  la  forme  M  =  aaf*^  on  aura  une  courbe  algé- 
brique. Si  M  est  une  fraction  algébrique  rationnelle,  la  rectification 
de  la  courbe  dépendra  généralement  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes. 


PRIX  PROPOSES  PAR  L'iGADÉNIE  DBS  SCIENCES  BB  BERLIN. 


I. 

Prix  Steiner  de  Géométrie  synthétique* 

Dans  un  Mémoire  publié  dans  le  cahier  de  janvier  i856 
des  Comptes  rendus  mensuels  de  V Académie  et  dans 
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le  53®  volume  du  Journal  de  Mathématiques  y  Steiner  a 
fait  connaitre  plusieurs  propriétés  fondamentales  des  sur- 
faces de  troisième  ordre,  qui  forment  la  base  d'une  théorie 
géométrique  de  ces  surfaces.  L'Académie,  désirant  voir  ce 
beau  travail  du  grand  géomètre  continué  d'après  sa  propre 
méthode,  propose  pour  sujet  de  prix  la  question  suivante  : 

Compléterez  perfectionner  dans  quelques  points  essen' 
tiels  la  théorie  des  surfaces  de  troisième  ordre^  en  faisant 
usage  de  la  méthode  synthétique» 

U  faudra  pour  cela  : 

1®  Démontrer  les  théorèmes  qui,  dans  le  Mémoire  cité, 
ne  se  trouvent  souvent  qu'énoncés. 

a^  Etendre  la  recherche  aux  cas»  non  traités  par 
Steiner,  dans  lesquels  quelques-uns  des  éléments  né- 
cessaires pour  la  construction  des  surfaces  en  question 
cessent  d'être  réels. 

Il  serait,  en  outre,  à  souhaiter  qu'on  s'appliquât  a  dé- 
terminer les  courbes  formées  par  l'intersection  de  deux 
de  ces  surfaces,  et  à  en  discuter  les  dilTérentes  espèces,  pour 
ajouter  ainsi  un  chapitre  important  au  travail  de  Steiner. 

Les  Mémoires,  qui,  au  gré  de  l'auteur,  pourront  être 
rédigés  en  allemand,  en  latin  ou  en  français,  devront  être 
remis  au  secrétariat  de  l'Académie  avant  le  i*'^  mars  1866. 
Les  noms  des  auteurs  seront  contenus  dans  des  billets  ca- 
chetés, munis  d^une  épigraphe  correspondante  à  celle  des 
Mémoires.  Le  prix  de  600  thaiers  (saSo  francs)  sera  dé- 
cerné dans  la  séance  publique  consacrée  à  la  mémoire  de 
Leibnitz  en  juillet  1866. 

IL 
Prix  do  Mathématiques. 

Déjà  dans  presque  toutes  les  branches  des  Mathémati- 
ques la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  abéliennes  a 
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fourni  la  solution  définitive  de  problèmes  qui,  dans  Téui 
antérieur  de  l'analyse,  n'en  étaient  gas  susceptibles. 
Comme  on  est  en  droit  de  penser  que  cette  théorie  se  prê- 
tera encore  à  beaucoup  d'applications  nouvelles,  l'Aca- 
démie propose  la  question  suivante  : 

Résoudre^  au  moyen  des  transcendantes  elliptiques  ou 
abéliennes^  un  problème  important  quelconque  dont  le 
sujet  pourra  être  choisi  dans  F  Algèbre,  la  théorie  des 
nombres,  le  calcul  intégral,  la  Géométrie,  la  Mécanique 
ou  la  Physique  mathématique. 

Les  Mémoiresi  qui,  au  gré  de  Tauteur,  pourront  être 
rédigés  en  allemand,  en  latin  ou  en  français,  devront  être 
remis  au  secrétariat  de  l'Académie  avant  le  i*''  mars  1867. 
Les  noms  des  auteurs  seront  contenus  dans  des  billets 
cachetés,  munis  d'une  épigraphe  correspondante  à  celle 
des  Mémoires.  Le  prix  de  100  ducats  (1187  francs) 
sera  décerné  dans  la  séance  publique  consacrée  à  la  mé- 
moire de  Leibnitz  en  juillet  1867. 

{Communiqué par  l* Académie  des  Sciences  de  Berlin.) 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1864). 


Composition  matliématique. 
On  donne  le  cercle  représenté  par  l'équation 

et  la  parabole  représentée  par  l'équation 

a* 

où  a,  6  sont  des  paramètres  positifs  quelconques. 
On  propose  de  déterminer  : 
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I®  Le  nombre  des  points  réeb  communs  aux  deux 
courbes  pour  les  différentes  valeurs  de  a  et  de  6  ; 

a**  Les  coordonnées  des  quatre  points  communs ,  lors- 
que   a*  -I-  6*  =  1  ;  lorsque   a  =  i  avec  6^05    lorsque 

6=V(««-i)(4«'-i). 

Composition  de  Trigonométiie, 

m 

'    Etant  donnés  dans  un  triangle  rectiligne  deux  côtés  et 
Fangle  qu'ils  comprennent,  savoir  : 

a  =  !i3824"*,52, 

6=  i5642™,34, 
C  =  84«32'i8^4, 

calculer  les  deux  autres  angles  A  et  B,  et  le  troisième 
côté  c. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Le  problème  consiste  à  représenter  la  surface  engen- 
drée par  la  révolution  d'une  ellipse  autour  d'une  droite 
située  hors  du  plan  de  cette  courbe. 

L'axe  de  révolution  est  la  droite  verticale  (O,  O'  Z)  (^). 
L'ellipse  génératrice  est  donnée  dans  sa  position  initiale 
par  ses  projections  (ABCD,  M'N')  et  par  les  traces  LG, 
GH  de  son  plan  ;  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan 
vertical. 

Le  grand  axe  de  l'ellipse  ABCD  passe  par  la  trace 
horizontale  O  de  Taxe  de  révolution. 

On  tracera  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  cha- 
cun des  plans  de  projection.  Les  deux  courbes  méridiennes 
situées  dans  le  plan  vertical  OL  seront  entièrement  con- 


(*)  On  est  prié  de  faire  la  n^urc. 


(4") 

struites,  et  on  distinguera  par  la  ponctuation  celles  de 
leurs  parties  qui  sont  vues  de  celles  qui  sont  cachées. 

(  grand  axe  AC  =  oo"" 

Ellipse  ABCD         .  «^       Tr 

'  (  petit  axe  BD  =:  44 

00'  =  7  2"»,    OL  =  68»»,    01  (  *  )  =  1 5"»"», 
AOL  =  45s     TGH  =  5o^ 

La  droite  OL  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  f  ÉCOLE  NORIALB  (18S4). 


Composition  mathématique. 

Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  une  droite  AD  passant 
par  le  point  A,  il  y  a  une  infinité  de  courbes  du  second 
degré  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C,  et  tangentes  à  la 
droite  AD.  A  chacune  de  ces  courbes  on  mène  des  tan- 
gentes parallèles  à  AD.  Trouver  le  lieu  géométrique  des 
points  de  contact.  On  reconnaîtra  que  ce  lieu  est  lui- 
même  une  courbe  du  second  degré,  et  on  cherchera  le 
lieu  des  positions  successives  qu'occuperont  ses  foyers, 
lorsque  les  points  A,  B^  C  restant  fixes,  la  droite  AD  vient 
à  tourner  autour  du  point  A. 

.   (*)  Le  point  1  est  le  centre  de  Tellipse  ABCD. 
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FAGIILTS  DES  SCIENCES  DE  PARIS. 

UCENCE  ES  SQENCES  MATHÉMATIQUES. 

(Session  de  juillet  1864.) 


COMPOSITION   DES    I^'   ET    2    JUILLET    l864* 

Problème  d^ Analyse^ 
Intégrer  Fëquation  aux  dérivées  partielles 

dz 

^-[{;yr -»—/(«)] —  4- I  =  O. 

(  jt  est  UDO  constante  donnée,y*(^)  une  fonction  continue 
de  z  \  f  (z)  représente  la  dérivée    "^    ■  ■  j 

Problème  de  Mécanique, 

Un  plan  mobile  Â06  tourne  uniformément  autour  de 
Taxe  fixe  OA  :  trbuver  le  mouvement  d'un  point  maté- 
riel M  assujetti  à  rester  dans  ce  plan^  et  attiré  par  le 
point  O  de  Taxe  proportionnellement  à  la  distance  OM. 

On  fera  abstraction  de  la  pesanteur. 

On  construira  la  trajectoire  (sur  le  plan  mobile)  dans  le 
cas  particulier  ou  la  vitesse  angulaire  a>  de  la  rotation  du 
plan,  et  Tattraction  jeji  du  centre  fixe  sur  Tunité  de  masse  à 
Tunité  de  distance,  vérifieraient  Téquation 

,   3 

et  où  de  plus,  à  Torigine  du  temps,  le  point  mobile  se- 
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raît  situé  sur  la  droite  OB  perpendiculaire  à  l'axe  OA,  et 
anime,  dans  le  plan  AOB,  d*une  vitesse  parallèle  à 
cet  axe. 


GORRESPONDANCB. 


Lettre  de  M,  Peaucellier,  capitaine  du  Génie 

{à  Nice). 

n  J'ai  Thonnear  de  soumettre  à  vos  lecteurs  les  ques- 
tions suivantes  qui  me  semblent  présenter  de  l'intérêt  â 
divers  égards. 

)>  J'appelle  compas  composé  un  asschiblage  de  leviers 
articulés,  susceptibles  d'un  mouvement  défini.  Tel  est, 
.par  exemple,  un  quadrilatère  articulé  à  ses  sonmiets, 
Tun  des  côtés  étant  fixe. 

»  Le  parallélogramme  articulé  de  Watt,  certains  in- 
struments de  précision,  comme  le  pantographe,  le  plani- 
mètre  polaire,  etc.,  sont  dans  le  même  cas. 

))  Le  compas  à  verge,  se  réduisant  à  un  levier  mo- 
bile autour  d'une  de  ses  extrémités,  sera  le  cas  le  plus 
simple  du  compas  composé. 

»  Cela  étant,  on  propose  de  trouver  des  compas  com- 
posés propres  à  décrire  d'une  manière  continue  : 

»  i^  La  ligne  droite; 

))  2°  Le  cercle,  quelque  grand  que  soit  son  rayon; 

»  3°  Les  coniques. 

»  Le  mode  de  construction  de  ce  genre  de  compas  suppri- 
mant tout  mouvement  de  glissement,  le  tracé  des  courbes 
précitées  est  susceptible  d'une  extrême  précision.  Le  cas 
de  la   ligne  droite  est  curieux  en  ce  qu'il   offre  une 
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solution  rigoureuse  du  problème  résolu  d'une  manière 
approchée  par  le  parallélogramme  de  Watt.  » 


Un  abonné  nous  écrit  qu'il  serait  utile  de  donner  des 
définitions,  claires   et  précises,   de  tous  les   nouveaux 
termes  employés  dans  les  nouvelles  méthodes.  Nous  n  en 
contestons  pas  l'opportunité  \  seulement,  nous  ferons 
observer  à  notre  abonné  que  le  vocabulaire  qu'il  demande 
serait   trop  volumineux  pour    trouver   place   dans    les 
Annales.  Le  nombre  des  mots  nouveaux  est  déjà  consi- 
dérable, il  surpasse  de  beaucoup  celui  des  idées  nou- 
velles, et  notez  qu'il  va  toujours  en  augmentant.  A  peine 
a-t-on  fait  connaissance  avec  les  hyperdéterminants,  les 
éjectants  de  discriminants,  les  cox^ariants^  les  contra^ 
variants,  etc.,  que  voici  venir  Aesfact^invariants.  (Foi'r 
les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  n°  du 
i3  juin  i864-)  Lesfact-invariants  forment  une  nouvelle 
classe  ^invariants  appartenant  à    Tordre  des  combi- 
nants; pour  en  avoir  une  notion  plus  claire,  il  suffira  de 
lire  les  quelques  lignes  suivantes  qui  sont  extraites  des 
Comptes  rendus. 

Deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe  qui,  en 
général,  ne  présente  aucune  singularité. 

«  Mais  il  peut  arriver  que  cette  courbe  possède  un 
D  point  double,  dans  lequel  cas  les  deux  surfaces  seront 
))  touchées  par  le  même  plan.  Pour  que  cela  arrive,  une 
»  certaine  fonction  des  coefficients  doit  s'évanouir,  i  la- 
»  quelle,  comme  exprimant  la  condition  de  tangence, 
»  notre  grand  géomètre  M.  Cayley  a  proposé  de  donner 
»  le  nom  de  fact-invariant,  »  G. 


Un  lecteur  anonyme  des  Nouvelles  Annales  nous  a 
récemment  adressé  une  démonstration  relative  à  la  ques- 
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tton  664*  La  solution  qu'on  a  donnée  de  cette  question 
(p.  175,  numéro  d'avril  dernier)  est  incomplète.  Les  dé- 
monstrations mentionnées  (p.  175)  s'appuient,  comme 
celle  du  lecteur  anonyme,  sur  des  méthodes  de  calculs 
exposées  dans  le  Traité  des  Sections  coniques  de  M.  G.  Sal- 
mon.  Les  applications  les  plus  simples  qu'on  puisse  faire 
de  ces  méthodes  à  la  question  dont  il  s'agit,  ont  été  faites 
par  l'auteur  même  du  Traité  des  Sections  coniques,  {f^oir 
4^  édition,  p.  244  et  335.)  G. 


NOTICE  SDR  LES  FONCTIONS  HYPERBOLIQIIES 
ET  SUR  QUELftDES  TABLES  DE  CES  FONCTIONS; 

Par  m.  HOÛEL, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Scieaces  de  Bordeaux. 


1.  D'après  leur  définition  géométrique,  le.  cosinus  et 
le  sinus  d'un  angle  sont  les  coordonnées  rectangles  du 
point  correspondant  d'une  circonférence  décrite  du  som- 
met de  l'angle  comme  centre,  avec  l'unité  pour  rayon. 
L'équation  de  ce  oercle  peut  être  remplacée  par  les  deux 
équations 

(f)  j7  =  cosf,     ^  =  sînf, 

les  fonctions  cosf,  sinf  satisfaisant  à  la  relation  fonda- 
mentale 

(2)  cos'/-f-sin*r  =  I. 

On  peut  remarquer  que  le  nombre  t^  qui  mesure  l'angle 
évalué  en  parties  du  rayon,  mesure  en  même  temps  le 
double  de  l'aire  du  secteur  circulaire  correspondant,  de 
sorte  que  l'on  peut  considérer,  au  lieu  de  l'angle,  le 
double  du  secteur  compris  entre  ses  côtés. 


(  417) 
On  a  très-aiicieiineiiiciil  aperçu  raiialogîe  qui  existe 
entre  le  cercle  et  Thyperbole  équilatère,  et  la  considéra- 
tion des  secteurs  hyperboliques  est  devenue  importante 
depuis  que  Mercator  a  découvert  leur  expression  au 
moyen  des  logarithmes  [Logarithmotechnia^  1668).  En 
traitant  la  multiplication  des  aires  hyperboliques, 
Moivre  (*)  a  trouvé,  entre  les  ordonnées j^  et  r„  des  points 
d^une  hyperbole  de  demi-axe  =  i  correspondants  à  des 
secteurs  dont  le  second  est  égal  à  n  fois  le  premier,  la 
relation 


(3)  v/i-f-/î-+-r-  =  (\/i-t-r='-^rr» 

qui  se  déduit  immédiatement  de  Texpressioii  logarith* 
mique  du  double  secteur  hyperbolique, 

ou,  si  Ton  veut,  en  ayant  égard  à  Téquation  de  Thyper- 
bole, 

(5)  ^     jc'— r*  =  '1 

(6)  «  =  log(ar-|-r)=log-- — -. 

L' équation  du  cercle  se  déduisant  de  celle  de  Thyper- 

bole  (**)  par  le  changement  dey  en  àiy  ^ — i,  Moivre 
en  conclut  que  la  relation  qui  existe  entre  les  ordonnées 
des  points  du  cercle  qui  correspondent  à  des  secteurs 
dont  Tun  est  égal  i  n  fois  Tautre,  est  de  la  forme 

^i—yl±jrn  >r^  =  (  v'  i  —  r'±r  v/--^)"» 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cosntziz^ — 1  sin/i/ =  (cosnt  y—i  siiu)", 

(*)  Miscel lança  analytica  de  serichus  cl  quadraturis,  \']So, 

("*)  Il  est  entendu  qu'il  Réagira  toujours  ici  de  l'hyperbole  équilatère, 

Ann.  de  Mathrmat.,  a«  série,  t.  111.  (Septembre  1864.)        '^-'J 
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C'est  ainsi  qu'il  est  parvenu  au  théorème   fondamental 
qui  porte  son  nom. 

En  comparant  les  développements  en  série  des  fonc- 
tions exponentielles  et  circulaires,  on  arrive  à  U  formule 

r*='*^  =  cosr±  ^ — I  sinf, 
d'où  Ton  tire 


X  =  CO%t  =r  -^— ^— — —  , 

y  z=  sin/  = -== • 

2  y  —  I 

Ces  formules  expriment  les  coordonnées  du  cercle  en 
fonction  d* exponentielles  imaginaires  ayant  pour  expo- 
sant le  double  secteur  circulaire. 

Or,  des  équations  (4)  ou  (6)  on  tire,  pour  les  coor- 
données de  Thyperbole,  exprimées  en  fonction  du  double 
secteur  hyperbolique,  les  valeurs 

/?"  -hr-" 

X  = > 

2 

(»)  .      ^     . 

tf« —  er 

qui  ne  diffirent  des  formules  (7)  que  par  le  changement 

de  2  en  a  ^ — 1,  et  Ae  y  enj  ^ — i.  On  peut  donc  repré- 
senter les  coordonnées  de  l'hyperbole  parles  formules 

,    X  (     I ^  sin(ay^) 

De  même  que  toutes  les  formules  de  la  Trigonométrie 
relatives  à  F  addition,  à  la  multiplication  et  à  la  division 
des  arcs  ou  des  secteurs  circulaires  peuvent  se  déduire  en 
traitant  par  l'Algèbre  les  formules  (7),  de  même  toutes 
les  formules  analogues  relatives  aux  secteurs  hyperbo- 
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lîques  pourront  se  déduire,  soil  directement^  des  for- 
mules (8),  soit  immédiatement,  des  formules  relatives  aux 
arcs  ou  aux  secteurs  circulaires,  en  remplaçant  partout 

/,     jî  =  ces/,    j^  =  sinr 
respectivement  par 

u^ — 1,     x  =  cos(a^--i  ),    j  v/ — i  =  sin(«  v^— I  j. 

2.  Il  était  naturel  de  sobger  à  désigner  les  coordonnées 
de  l'hyperbole  par  une  notation  qui  rappelât  l'analogie 
de  leurs  propriétés  avec  les  coordonnées  cosf,  ûnt  du 
cercle.  Cette  idée  a  été  réalisée  pour  la  première  fois  par 
Friedr.  Mayer,  de  TAcadémie  de  Pétersbourg,  un  des 
contemporains  de  M oivre.  Dans  le  courant  du  siècle  der- 
nier, Vincent  Riccati,  Saladini,  Foncenex  et  surtout  Lam- 
bert se  sont  occupés  de  ces  fonctions,  et  ce  dernier  en  a 
donné  une  petite  Table  dans  le  recueil  qu'il  a  publié 
en  1770  C^).  Les  propriétés  de  ces  fonctions  se  trouvent 
aussi  exposées  dans  le  Cours  de  Matliématiques  de  Sauvi 
(1776),  t.  IV,  p.  aaa  et  suîv.,  et  dans  le  Dictionnaire 
mathématique^  art.. Géométrie,  t.  II, p.  Sg^  (i8o5). 

Dans  ces  dernières  années,  Gudermann  a  fait  paraître 
dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  VI  et  suiv.)  un  long  travail 
surles Jonctions  hyperboliques^  suivi  de  tables  étendues, 
et  qui  a  'été  réuni  en  un  volume  sous  le  titre  de  :  Théorie 
der potenzial-  oder  cyclisch-hj-perbolisclien  Functionen 
(Berlin,  i833,  i  vol.  in-4»  i58  pages  de  texte,  196  de 
Tables). 

Enfin  deux  nouveaux  recueils  de  Tables  de  fonctions 
hyperboliques  viennent  d'être  publiés,  en  i863,  l'un  i 
Dantzig  par  M.  Gronau,  l'autre  à  Pise  par  M.  Angelo 
Font. 

(')  YcyeB  te  Bulletin  de  bibliographie  da  Nouvelles  Annales,  année  i855, 
I».  38. 
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Avant  de  décrire  ces  diverses  Tables,  disons  quelques 
mots  sur  les  notations  adoptées  pour  représenter  les  fonc- 
tions hyperboliques. 

3.  On  a  désigné  depuis  longtemps  les  coordonnées  de 
Thyperbole,  données  par  les  formules  (8),  sous  le  nom  de 
cosinus  hyperbolique  el  de  sinus  hyperbolique ,  et  on  les 
a  représentées,  en  abrégeant  plus  ou  moins  la  notation, 
par  les  initiales  des  mots  cosinus  et  sinus,  suivies  de  la 
lettre  A.  Nous  écrirons  de  cette  manière 


x  =  Cntt=  » 

2 

e^  —  e^" 
r=Sha= , 

a 

en  y  joignant,  par  analogie  avec  la  tangente  circulaire,]^ 
tangente  hyperbolique 

Cha       <?«-he— 
D'après  cette  notation,  les  formules  (9)  deviennent 

Cha  =  cos(a  v^ — i)j      \/ — iSh«  =  sin(Mv' — i), 

d'où  . 

^— I  Thtt=  tang(M^— i). 

On  en  tire,  réciproqiiement, 

cosf  =  Ch(r\/^),      v^~sinr  =  Sh(rv^— i), 

^^  tangf  =  Th  (r  yCiT). 

Telles  sont  les  relations  qui  lient  entre  elles  les  fonctions 
hyperboliques  et  circulaires. 

En  les  comparant  aux  formules  d'Abel  et  de  Jacobi 
pour  le  passage  des  arguments  réels  aux  arguments  ima- 
ginaires dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  on  voit 
qu'elles  sont  un  cas  particulier  des  formules  qui  servent 
à  exprimer  les  fonctions  elliptiques  d'un  argument  ima- 
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ginaire  au  moyen  des  fonctions  d'un  argument  réel  rela- 
tives au  module  complémentaire,  les  fonctions  circulaires 
et  hyperboliques  correspondant  aux  modules  complé- 
mentaires o  eti. 

De  cette  remarque  résulte  immédiatement  la  représen- 
tation des  fonctions  hyperboliques  au  moyen  des  fonctions 
circulaires  d'un  arc  lié  à  l'argument  u  comme  Test  plus 
généralement  l'amplitude  à  l'argument  d'une  fonction 
elliptique.  Nous  désignerons  cette  amplitude,  relative  au 
module  i,  sous  le  nom  à^  amplitude  hyperbolique  àeV  slT'- 
gument  u,  et  nous  la  représenterons  par  le  signe  Amhu. 

Soit  que  l'on  particularise  les  formules  relatives  aux 
fonctions  elliptiques,  soit  que  l'on  compare  la  relation 

Ch'a  — Sh^«=i, 

qui  a  lieu  entre  les  fonctions  hyperboliques,  à  la  relation 

séc'r  —  tang^T  =  i, 

qui  a  lieu  entre  les  fondions  circulaires,  on  est  conduit 
à  identifier  les  fonctions  hyperboliques  de  u  avec  les  fonc- 
tions circulaires  d'un  certain  angle  r,  lié  à  u  par  les  rela- 
tions 

Cha=:sécT,     Sha  =  tangT,     Tha=:sinT, 

dont  chacune  entraine  les  deux  autres.  C'est  cet  angle  t 
que  nous  appellerons  V amplitude  hyperbolique  de  u, 

Gudermann  désigne  cet  angle  sous  le  nom  de  longitude 
[longitudoy  Longitudinal zahl)^  et  le  représente  par  la 
notation 

(*)  Lambert  et,  d'après  lui,  MM.  Mossotti  et  Forti  ont  nommé  cet 
angle  r  Vangle  transcendant  correspondant  au  double  secteur  hyperbo- 
lique m.  11  est  très^facile  d'avoir  la  représentation  géométrique  de  cet  angle 
dans  rhyperbole. 
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Réciproquement,    il   désigne   Tai^ument  u,   considéré 
comme  fonction  de  r,  sous  le  nom  de  longuew  (LdngCj 
Ldngczahl)^  et  le  représente  par  la  caractéristique  f^ 


En  résolvant  l'une  des  équations 


secT:=; ■  ?     tangr= 9     $mT=r  — 


par  rapport  à  u,  ou  trouve  là  relation  qui  existe  entre  les 
deux  variables  u  et  t, 

«  =  /.tang(î  +  l), 
d^où,  réciproquement, 

r  =  Anib«=^  aarc  tang^ • 

On  obtient  toutes  les  valeurs  réelles  de  Targument  m, 
de  —  00  à  +  00  ,  en  faisant  varier  Tamplitude  r  depuis 

—  -^jusqua  -h-  — 

4.  Donnons  maintenant  une  idée  des  Tables  de  Guder- 
mann  et  de  celles  de  M.  Gronau  qui  ne  difllèrentdes  pre- 
mières que  par  d'heureuses  modifications  de  détail. 

Si  Ton  peut  trouver,  pour  chaque  valeur  de  li,  la  va- 
leur correspondante  de  Pamplitude  r,  et  vice  "versà,  on 
obtiendra,  d'après  ces  formules,  les  fonctions  hyper- 
boliques de  tt  en  cherchant  dans  les  Tables  trigonomé- 
triques  ordinaires  les  fonctions  circulaires  de  t;  et  réci- 
proquement, CQ  cherchant  la  valeur  de  t  correspondante 
à  l'une  des  fonctions  hyperboliques  de  u^  en  vertu  des 
mêmes  formules,  on  aura  la  valeur  de  u  qui  répond 
à  Tamplilude  t. 

r/cst  d'après  celle  méthode  que  (ludermann  a  con- 
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struil  sa  première  Table,  laquelle  donne,  pour  les  diverses 
valeurs  de  r  ss  Âmhii,  de  dÎT-millième  en  dix-millième 
du  quadrant,  oude3a^^4  ^^  ^^"^4^  1^^  valeurs  correspon* 
dantes  de  a  =  ft^  avec  sept  décimales.  L'emploi  de  cette 
Table  exige  qu'on  y  joigne  une  Table  trigonométrique 
ordinaire,  et  de  préférence  une  Table  construite  suivant 
la  division  décimale  du  quadrant^  telle  que  celles  de 
Boi*da,  de  Callet  ou  de  Plauzoles. 

Lorsque  l'argument u est très-considérable,  ou  l'angle  t 

très-^voisin  de  -»  l'interpolation  par  parties  proportion- 
nelles devient  impraticable.  Pour  remédier  à  cet  incon- 
vénient, Gudermann  a  construit  une  seconde  Table  don- 
nant directement,  pour  les  valeurs  de  u  plus  grandes 
que  a,  les  logarithmes  des  trois  fonctions  hyperboliques 
Chu,  Shu,  Thu.  Pour  les  valeurs  de  u  qui  dépassent  12, 
limite  de  cette  seconde  Table,  ou  a  sensiblement 

Th«=i,     Ch«=rSh«  =  -<?". 

En  désignant  donc  par  la  caractéristique  L  les  loga- 
rithmes vulgaires  ou  décimaux,  et  par  M  le  module  du 
système  décimal,  on  pourra  prendre 

L.Tha  =  o, 
L.Chu=:L.Sha  =  Mii  —  L*2. 

On  obtient  facilement  M  u  à  l'aide  de  la  Table  de  conver- 
sion des  logarithmes  naturels  en  logarithmes  vulgaires. 

5.  Les  Tables  de  Gudermann  présentent  quelques  in- 
convénients dans  la  pratique.  L'emploi  de  la  première 
Table  exige  deux  lectures  dans  deux  volumes  différents. 
D'autre  part,  la  seconde  Table  est  incomplète,  puisqu'elle 
ne  donne  pas  les  fondions  hyperboliques  dos  arguments 
moindres  que  2. 
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M*  Gronau  a  évilé  ces  inconvénients,  en  réunissant  la 
Table  des  fonctions  u=  fz  k  une  Table  trigonométrique 
donnant  les  logarithmes  des  fonctions  circulaires  de  t,  de 
sorte  que  Ton  trouve  directement,  à  côté  de  chaque  va- 
leur de  u,  ou  plutôt  de  M li,  les  logarithmes  des  fonctions 
hyperboliques  de  u. 

U  y  a  divers  avantages  à  iniroduire  dans  la  Table,  au 
lieu  de  Targument  u  lui-même,  son  produit  par  le  mo- 
dule M.  D^abord,  lorsque  u  est  très-considérable  et  t  très- 
voisin  de  -9  Taccroissement  des  logarithmes  vulgaires  de 

Chu  et  de  Shu  est  sensiblement  égal  à  Taccroissement 
de  M  Ci,  ce  qui  simplifie  beaucoup  Tinterpolation  de  la 
Table.  Cette  substitution  olTre  encore  certaines  facilités 
dans  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Dans  le  cas  oùu 
est  donné  directement,  la  multiplication  que  cette  dispo- 
sition exige  se  fait  presque  à  simple  vue  au  moyen  de  la 
Table  de  conversion  dont  nous  avons  parlé. 

La  Table  de  M.  Gronau  est  munie,  comme  les  Tables 
trigonomélriques  ordinaires,  d'un  double  argument,  tant 
pour  les  valeurs  de  r  que  pour  les  valeurs  correspondantes 
de  u.  Elle  donne,  pour  Targument  de  gauche,  variant  de 
o  à  90  degrés,  les  valeurs  logarithmiques  de 

Thtt  =  sinT,     Chtt  =  sécT,     Shii  =  tangr, 

et  pour  l'argument  dedroite,  variant  de  90  degrés  à  o,  les 
valeurs  de 


=  cosT,      =T~"  ==  cosecT,      ~—  =  cet  T. 


Chu  '      Thu  '     Shtt 

Il  eût  été<»  selon  nous,  préférable,  au  lieu  de  disposer 
toutes  ces  valeurs  à  la  suite  les  unes  des  autres,  de  les 
disposer  de  manière  que  les  six  fonctions  circulaires  d'un 
même  angle  se  trouvassent  sur  deux  pages  on  regard,  do 
manière,  par  exemple,  que  Ton  eni  ticuné  vis-à-vis  Yim 
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de  Tautre  les  logarithmes  du  sinus  et  du  cosinus  d'un 
même  angle.  La  disposition  eut  été  celle  de  la  Trigono^ 
metria  Britannica  de  Briggs,  et  de  plusieurs  autres  re- 
cueils, et  Ton  aurait  augmenté  notablement  la  commodité 
de  la  Table,  sans  y  inscrire  un  seul  chiffre  de  plus. 

Nous  ne  pouvons  enfin  nous  empêcher  de  regretter  que 
M.  Gronau  ait  cru  devoir  abandonner  la  division  déci- 
male du  quadrant,  employée  par  Gudermann,  et  revenir 
i  la  division  sexagésimale,  dont  un  préjugé  traditionnel 
maintient)  sans  aucune  raison  solide,  Tusage  dans  les 
calculs  qui  ne  concernent  pas  directement  [^astronomie 
d'observation  ou  la  navigation.  Ce  sacrifice  à  la  coutume 
entraine,  dans  bien  des  cas,  des  réductions  embarras* 
santés,  que  l'on  aurait  évitées  complètement  en  adoptant 
la  division  rationnelle  du  cercle. 

En  résumé,  les  Tables  de  M.  Gronau  sont  d'un  emploi 
très-commode,  et,  en  attendant  que  la  France  en  possède 
de  semblables,  nous  ne  saurions  trop  en  recommander 
Tacquisition  aux  personnes  qui  pensent,  comme  nous, 
que  la  pratique  Intelligente  et  modérée  du  calcul  numé- 
rique est  un  utile  moyen  pour  éclaircir  la  théorie. 

6.  Il  nous  reste  à  parler  des  Tables  de  M.  Fortî.  Pour 
en  donner  une  idée,  concevons  que  sur  le  même  dia- 
mètre =  li  on  ait  décrit  un  cercle  et  une  hyperbole  équi- 
latère.  Menons  un  rayon  faisant  avec  le  diamètre  com- 
mun un  angle  <,  lequel  mesurera  le  double  dii  secteur 
circulaire,  et  soit  u  le  double  du  çecteur  hyperbolique 
correspondant.  Les  coordonnées  des  points  où  le  rayon 
rencontre  les  deux  courbes  seront  cosf,  sinf  pour  le 
cercle,  et  Ch«,  S  h  m  pour  l'hyperbole,  et  la  proportion- 
nalité de  ces  coordonnées  donnera  évidemment 

sinr       Shtt  ^, 

=  77Ï —      f>"     laniçr  =:.  Tn//. 

ces/        Ch//  ^ 


(  4a6  ) 
De  cette  relation  on  tire 


d'où 


1  — tangf  **\4        / 

«  =  ^  log  ung  ( 7  H-  n  =  ^  f  (^^). 


et 


/=  -  Amh(2ii). 

Quant  aux  fonctions  hyperboliques  de  i/,  autre  que 
Thu,  elles  sont  liées  aux  fonctions  circulaires  de  t  par 
des  relations  assez  compliquées.  On  se  rend  donc  difficile- 
ment compte  des  raisons  qui  ont  pu  déterminer  M.  Forti 
à  subordonner  sa  Table  des  fonctions  hyperboliques  de  u 
à  la  Table  des  fonctions  circulaires  de  t,  les  deux  Tables 
n'ayant  entre  elles  aucune  liaison  naturelle,  et  leur  juxta- 
position n'étant  d'aucune  utilité  dans  la  pratique. 

Le  volume  publié  par  M.  Forti  comprend  deux  Tables, 
dont  la  première  contient  huit  colonnes  disposées  sur 
deux  pages  en  regard.  Les  pages  de  gauche  contiennent 
une  reproduction  exacte  des  Tables  trigonométriques  à 
cinq  décimales  de  Lalande,  et  donnent  ainsi  les  fondions 
circulaires  de  Tangle  r,  de  minute  eu  minute.  Les  pages 
de  droite  contiennent,  pour  les  mêmes  valeurs  de  Tangle 

£  =  -  Amh  (si  14)  les  valeurs  correspondantes  des  quatre 

quantités 

T  =  Amhii,     L.Chie,     L.Shic,     L./i. 

La  seule  colonne  de  la  page  à  gauche  qui  ait  quelque 
^apport  avec  les  fonctions  hyperboliques  est  celle  qui 
donne 

L.lang/=  L.Thn. 
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Eu  outre,  la  Table  de  fonctions  hyperboliques  offre  le 
double  inconvénient  d'avoir  pour  argument  Lu  au  lieu 
du  nombre  u  lui-même  ou  de  son  produit  par  M,  et  de 
devenir  par  cela  même  d'un  usage  impraticable  pour  les 
valeurs  de  u  très-considérables,  ou  pour  les  valeurs  de  r 
voisines  de  90  degrés. 

La  seconde  Table  donne,  pour  les  diverses  valeurs  de 

-  r,  croissant  de  minute  en  minute,  les  valeurs  corres- 
pondantes  de  u  et  de 

L.tangr  =  L.tioT  =  L.Tha. 

Cette  Table,  qui  exige  concurremment  Temploi  de  la 
première,  nous  semble  d'un  usage  peu  commode. 

Nous  ne  pouvons  donc  énoncer  sur  l'ouvrage  de 
M.  Forti  une  appréciation  aussi  favorable  que  sur  celui 
de  M.  Gronau,  et  nous  sommes  même  loin  de  partager 
l'avis  de  Tauteur  de  la  préface,  lorsqu'il  déclare  ne  trouver 
d'autre  mérite  au  Traité  de  Gudermann  que  les  exemples 
pratiques  qu'il  renferme  (*).  Malgré  leurs  imperfections, 
les  Tables  de  Gudermann  noua  semblent  de  beaucoup 
supérieures  dans  la  pratique  à  celles  de  M.  Forti,  surtout 
quand  il  f'agit  des  applications  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  auxquelles  rien  ne  fait  allusion  dans  le  recueil 
italien,  et  qui  constituent  cependant  l'emploi  le  plus  im- 
portant des  fonctions  hyperboliques. 

7.  Indiquons,  en  terminant  cette  Note,  quelques  appli- 
cations des  fonctions  hyperboliques,  pour  montrer  l'usage 
des  nouvelles  Tables. 

1°  Soit  proposé  de  résoudre  Téquation  du  troisième 

(*)  t  Le  sae  Uvole  perO  sono  incomode  ;  e  il  solo  merito  ehe  noi  revvi- 
•  ftiamo  oel  siio  lavoro  siille  ftiiixioDi  iperboliche  consiste  noW  a^ciuiita 
9  rh'  cgliha  fatto  di  varie  e  niiovo  applicazioni.  » 
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degré)  dans  le  cas  où  une  seule  des  racines  est  réelle.  En 
procédant  d'une  manière  analogue  à  celle  qui  conduit  à 
la  résolution  par  les  fonctions  circulaires  dans  le  cas  où 
les  trois  racines  sont  réelles,  on  identifiera  l'équation 
privée  de  second  terme 

(  p  étant  positif  et  g  de  signe  quelconque)  avec  Tune  des 
équations 

4Ch»|-.3Ch|  — Cha==o, 
4Sh>^-+-3Sh5  — Sh«  =  o, 

qui  donnent  la  trisection  de  Targument  u.  Dans  le  cas  où 
le  second  terme  a  le  signe  — ^  par  exemple^  on  détermi- 
nera l'argument  u  par  la  formule 


Ch 


le  radical  étant  pris  avec  un  signe  tel,  que  le  second 
membre  soit  positif,  et  les  trois  racines  de  l'équation 
seront  (le  radical  étant  pris  avec  le  même  signe) 


'•='\Â 


Chj, 


Ces  formules  sont,  comme  on  le  voit,  beaucoup  plus 
simples  que  celles  qui  résultent  de  l'emploi  des  fonctions 
rircuiaires  dans  le  môme  cas. 
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Soit,   par  exemple,  comme  dans   le  ras    trailé  par 
M.  Forli, 

—  />  =  —  901,49^9     ^  =  — i35o2,84- 

Yoici  le  tableau  du  calcul,  exécuté  au  moyen  de  la 
Table  de  M.  Gronau  : 

^  =  3oo,499  Ch^ 0,01162 

1  = -6526,42  24/^ 1,53995 


3 


u 


3  _  Sh^ 1)36999 

-  3,522i56 

/3  -^      ^  Va 1,23892 

i/- 2,761078  ^ 

^  ^  \fl o, 23856 

3,814675  ~   ~             ~~~" 

V^.Sh^B...     0,84747 

Chu 0,097909  


Mtt  =  0,30269  M  =  — (i,25o54) 

A  Mu  =  o,  10090  =p  (0|84747 )  \/—  »  » 

les  nombres  entre  parenthèses  étant  des  valeurs  logarith^ 
miques. 

2^  Soient  a  le  demi-axe  équatorial,  b  le  demi-axe  po- 
laire d'un  sphéroïde  aplati,  e  Texcentricité  de  Tellipse 
méridienne,  p  le  demi-paramètre  =  a (i — e*).  La  surface 
de  la  zone  comprise  entre  Téquateur  et  le  parallèle  situé 
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a  la  distance  y  a  pour  expression 


Pour  calculer  cette  expression,  posons 


^  =  Sh«; 


il  viendra 


S  =  —  ( -Sh2a-haJ 


S^il  s'agit  de  la  surface  totale  du  sphéroïde,  on  fera 

et  Ton  doublera  l'expression  précédente. 

Si  Ton  demande,  par  exemple,  la  surface  du  sphéroïde 

terrestre,  dont  l'aplatissement  s=— — — 7— >  on  a 

^  299,153 

L.tf 2,91221      .    o,o35 0,080590.5 

L./r=P 7,99855  ^ '^^-^ 

— —  =       ~  .       tt  =  0,081880 

L.Shu 2,9i3oo 

„„^^,„355g^  -Sh2«  =  o.o8aa47 

2MII  =0,071120 

L.Sh2tt. . .' 1 ,2i6i5 


a-h  -Sh2az=  0,164127 


Log 1 ,2i5i8 

i ^'78676 


0,00194 


I— I?' I 


»997'o 


«>999o4 
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Donc 

s.=  4ir*».(o, 00194)  =  47rû^  (7,99904). 

On  a  ainsi  les  rapports  de  la  surface  du  sphéroïde  aux 
surfaces  des  deux  sphères  ayant  pour  diamètres  le  dia- 
mètre polaire  et  le  diamètre  équalorial. 

3^  Dans  le  Mémoire  de  Jacobi  sur  la  rotation  des  corps 
[Journal  de  Crelle,  t.  XXXIX),  on  trouve,  p.  329,  la 
formule 

I  étant  mis  pour  V— i.  Si  Ton  pose,  en  adoptant  les  no- 
tations classiques  des  Fundamenta  noua, 

itu  ira 

2K  2R 

et  que  Ton  remplace  la  fonction  0  par  son  développement 
coana,  la  formule  en  question  devient,  après  la  dispari- 
tion des  imaginaires, 

,        '2^Sh2asiD2x — 27*Sh4Asin4^ +•  • . 

tans  w  "^  '  *  '  ■  • 

^^  I  —  2^Ch2acos2J?-4-  29*Gh4acos4<>?  — •  . . 

Soit  donné  Tangle  du  module 

G  =  29®  20' 2'^ 

avec  La  =  1, 89499-  On  en  conclut  L  (Ma)  =  1,53277, 

Ma  =  0,34102^ 
2Ma  =  0^68204, 
4M  a  =  1 ,35408. 

On  a  ensuite,  au  moyen  de  la  petite  Table  calculée,  par 
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Jacobi,  ou  mieux,  au  moyen  des  Tables  plus  étendues, 
publiées  par  M.  Meîssel  (Iserlohn,  1860), 

It.q  =  2y234l5. 

La  Table  de  Gronau  donne 

L.Shaa  =  OySSiSi,     L.Sh4a  =  i  yo62« 
L.Ch2a  =  o,39939y     L.Ch4a  =  i^o64- 

On  eu  conclut 

. , _ ^      (2,89699)sin2j:  — (6,3oo)sm4x-f-   ..     ^ 
I  —  (2,93457) ces 2 X -H  6,302) cos4<r  — ... 

formule  qui  fait  connaître  très*simplement  la  valeur  de 
Tangle  ^  qui  correspond  à  chaque  valeur  de  la  variable  x. 
Nous  nous  bornerons  à  ce  petit  nombre  d'exemples, 
ne  pouvant  môme  indiquer  les  nombreuses  applications 
des  fonctions  hyperboliques  dans  le  calcul  intégral  et  dans 
la  Mécanique,  où  elles  jouent  un  rôle  presque  aussi  im- 
portant que  les  fonctions  circulaires. 
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REIARQllBS  SUR  LA  TRANSFORMATION  ET  L'ABAISSEMENT 

DBS  ÉOliATIONS 

(rolr  page  lil)  ; 

Par  m.  £.  PROUHET. 


8.  Peoblèub.  —  Sachant  que  le  produit  de  deux  ra-^ 
cines  d* une  équation  est  Funitéy  trout^er  ces  deux  racines. 

Les  deux  racines  seront  communes  à  Fëquation  pro- 
posée 

(1)  /(*)  =  o, 

el  à  sa  transformée 


(a)  *-/ 


a)=»- 


Mais  au  lieu  d'appliquer  à  ces  deux  équations  Topera, 
tion  du  plus  grand  commun  diviseur,  il  y  aura  avantage 
à  les  remplacer  par  les  suivantes  : 


(3)  /(x)4.a-/ 


(4)'  /(.r)-*-/(i)=0. 

qui  sont  évidemment  réciproques,  et  par  conséquent  sus- 
ceptibles d^  abaissement. 
Exemple  : 

A«  -h  Al j:  -h  AjJ:'  +•  Ajx'  -f-  A,^*  =  o. 

L'cquaiion  aux  inverses  des  racines  sera 

A,  -h  AzX  4-  Ajo:'  4-  A  x^  -h  A»ar*  =  o. 
Ann.  de  lîathémai.,  i*  Bôrie,  t.  Hl.  (Octobre  1864.)  2S 
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Ou  aura  donc  les  équations  réciproques 

A. -h  A4-h(A,  +  As)  j: -f-2  Aî:r» -|-(A3  4- A,)  x» -*- (  A4-4- A,)jr<=o, 
A,  — A4H-(A,— Ajjo-— (A,  —  Ajyx^  — (A,  — A4)«*  =  o, 

ou  bien 

(A.H-A4)U»4-^J  H-(A, -hA,)^xH-M  +îA,=ro, 

(A.  — A0f*,-~W(A.  — A,)^:r-i^=o. 

Cette  dernière  seVéduit  à 

(A«  —  A«)  fx  +  -j  +  Ai  — A3  =  o, 

d'où 

ï        A,  —  A3 
x-f-  -  = —, 

X  £i^  ~~"*  Af 

* 

équation  qui  fait  connaître  les  deux  racines  cherchées  \ 
mais  il  y  a  une  équation  de  condition.  Si  Ton  pose 

I 

z.-=zx  H j 

X 

on  aura 

(  A . -{- A  4  )  3' -f- (  A , -H  A 3  )  2 -h  2  (  A ,  —  A .  —  Al  )  =  0 , 

.       A. -A3 

z  ^^ • 

A4 — A« 
Éliminant  z,  il  vient 

(A.-4-A4)(A,  — A3)»-t-(A;  — AÎ)(A4  — A.) 

-H2(A3  — A,  — A4){A4  — A.)»  =  o. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  Féqua- 
tion  du  quatrième  degré  ait  deux  racines  réciproques. 

9.  Il  est  clair  qu'on  ramènerait  au  problème  précé- 
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dent  celui  qui  couslslerail  à  chercher  deux  raciues  clout 
le  produit  serait  égal  à  a^.  Il  suffirait  de  diviser  toutes  les 
racines  de  Féquation  proposée  par  a. 

On  trouvera  sans  peine  les  conditions  qui  devront  être 
remplies  pour  que  les  racines  d'une  équation  se  parta- 
gent en  couples  donnant  le  même  produit  ^  mais  cette 
propriété  n'appartiendra  en  même  temps  à  la  dérivée 
que  dans  un  cas  très-particulier. 

iO.  Problème.  —  Trou\fer  une  équation  qui  ait  pour 
racines  les  carrés  des  racines  d'une  autre  équation. 
Si 

(1)  /(^)  =  o 

est  Féquation  proposée,  il  suffit  de  poser 

(a)  X  =  '' 

et  d'éliminer  x  entre  les  équations  (i)  et  (2)^  mais  on 
arrivera  plus  tôt  au  résultat  en  remarquant  que  Féqua- 
tion 

(3)  /(^)/(_a:)=:0, 

qui  ne  change  pas  quand  on  change  x  en  —  a:,  est  de  la 

forme 

(x»  —  û^)  (or»  —  b")  .,.(*»  —  /»)  =  o, 

a,  b^  c^  ...  y  /étant  les  racines  de  Féquation  (i);  donc,  si 
Fon  faita:'  =  j^  dans  Féquation  (3),  on  aura  Féquation 
demandée. 

Si  Fon  désigne  par  P  Fensemble  des  termes  dey*  (a:) 
qui  contiennent  x  à  des  puissances  paires,  et  par  Qx 
Fensemble  des  antres  termes  (Q  étant  une  fonction  de  x*), 
on  aura 

« 

/{x)/(-x)=(P  +  Q*)(P-Qx)  =  P'~Q'*'  =  o. 

Par  exemple,  l'équation  aux  carrés  des  racines  de 

28. 


(436  ) 
réquatioii 

A*  -h  px*  -h  iyx  -I-  r  =  o 

sera,  en  posant  x*  =  y^ 

(py  4-  r)»  —  (y^qYy  =  o. 

\  1 .  Problème.  —  Trouver  T équation  aux  cubes  tivs 
racines  (Tune  équation  proposée. 

On  peut  toujours  écrire 

P,  Q,  R  désignant  des  fonctions  de  x',  car  il  suffit  pour 
cela  de  partager  les  termes  en  trois  groupes,  suivant  que 
Texposant  de  x  divisé  par  3  ne  laisse  aucun  reste,  on 
donne  pour  reste  i  ou  a.  Soient  a  et  a*  les  racines  cubi- 
ques imaginaires  de  Tunité,  nous  aurons 

/(aj:)  =  P-f-Qax-h  Ra*JC% 
/(a»x)  =  P  -h  Qa»x  +  Rax% 

et 

/( a:  )/(  ax  )/(  a^  JT  )  =  P' -f- Q»  X»  H- R»  a»  —  3  PQRx». 

Si   a  est   une    racine   de    Téquation   f(x)  :=  o,  a, 
-9  -9  ou  a,  aA*f  aa  seront  des  racines  de  l'équation 


a    a 

->  - 

a    a 


dont  le  premier  membre  sera  divisible  par 

(x  —  a)(x  —  OLa)[x  —  (i^a\     ou     «•  —  «'. 

Donc»  si  dans  la  dernière  équation,  c*est-à-dire  dans 

P* -4- Q»«» -f- R*  A«  —  3PQR jH»  =  0, 

on  fait  x'  =  J^^  on  aura  Téquation  aux  cubes  des  racines 
de  l'équation /(x)  =  o. 


sera 
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Par  exemple,  Téquation  aux  cubes  des  racines  de 

jt*  -f-  pj^  -f-  ^jp  -I-  r  =  o 

(r  +  ^Y  -^T^y^  -H  <ûy  —  ^PH{r  -*-  ^)y  =  o. 

12.  Plus  généralement,  si  Ton  voulait  former  une 
équation  ayant  pour  racines  les  racines  de  Téquation 
y(x)  =  o  élevées  à  la  /i'**^  puissance,  il  suffirait  de  faire 
j^  =  x"  dans  l'équation 

/(jr)/(ax)/(a>ar).../(a'^«x)  =  o, 

a  désignant  une  racine  primitive  de  Téqua lion  x"  —  i  =  o. 
Waring  a  indiqué  cette  méthode  dans  ses  Miscellanea 
anafyticay  1772,  p.  it2.  Depuis,  M.  Kummer  ayant  eu  à 
considérer  un  produit  de  la  forme  précédente,  dans  une 
question  très-difléreate  de  celle  que  nous  traitons,  a  re- 
marqué que  cette  fonction  était  un  déterminant  [*)^  Dès 
lors  la  solution  de  Waring  prend  une  autre  forme  que  nous 
allons  faire  connaître,  et  qui,  quoique  un  peu  compli- 
quée, ne  laissera  pas  de  plaire  à  ceux  qui  aiment  les  dé- 
terminants. 
Posons 

f(x)=V  -+-  Q«  H-  Rx'  4- . . .  -h Ux"-»  -f-  Vx»-'  H-  Z X»-', 

P,  Q,  R, . . . ,  U,  Z  étant  des  fonctions  de  x".  Pour  avoir 
Téquation  aux  nî*'"*'  puissances  des  racines  de  l'équation 
f[x)  =  o,  il  suffira  de  faire  x"  =  j^  dans  l'équation 


P 

Q.r 

Rx»      . 

..      Zx^' 

Zaf^ 

P 

Qx 

. .      Vx— « 

Vcc»-» 

Zx— ' 

P       .. 

. .     Ux*-3 

=  0. 

Qx 

Rx' 

Sx=»      ., 

P 

(*)  De  Numéris  comphxis,  qui  radicihus  unilatis,  etc,  {Journal de  M.Liou- 
ville,  t.  XI!,  p.  187-188). 
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Ou  voit  que  les  ligues  successives  ne  sont  que  des  per- 
mutations circulaires  des  termes  de  la  première. 

(Sera  con  tinué.  )  P. 


SUR  LA  DfiGOMPOSITION  SES  FRACTIONS  RATIONNELLES; 

Par  m.  s.  REALIS. 


Toute  fonction  rationnelle  et  fractionnaire  d'une  va- 
rîablexpeut  être  considérée  comme  résultant  de  l'addition 
d'un  polynôme  entier  par  rapport  à  la  variable  (qui  peut 
êtrâ  nul  )  et  d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  de  de- 
gré moindre  que  le  dénominateur.  Le  but  de  cette  Note 
est  de  simplifier  en  quelques  points  la  théorie  ordinaire 
de  la  décomposition  de  cette  fraction  en  fractions  simples. 

Je  me  rapporte  aux  notations  et  aux  résultats  des  le- 
çons VP  et  Vn*  de  V Algèbre  supérieure  dé  M.  Scrrei 

Ff.r) 

(a®  édition),  et  je  considère  la  fraction  rationnelle  -îrr-T» 

que  je  suppose  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  et 
dont  le  dénominateur  (de  degré  plus  élevé  que  le  numéra- 
teur) est  le  produit  des  facteurs  (x  —  a)",  (.r  — i)^,-  •  •* 
{x —  cy  correspondants  aux  racines  distinctes  de  Té- 
quationy(x)  =  o. 

La  décomposition  doit  donner,  par  identité  et  d'une 
seule  manière,  un  résultat  de  la  forme 

F(:c)_        A  A.  ^  A,  ^  A«^i 

{x-^àf      (x-5)'-«      (x-^)i5-^     '''     *--^ 


h  .  H-  '  -h ...  H ï 
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les  A,  B, . . .,  C  étant  des  quantités  finies,  indépendantes 
de  X. 

Cherchons  à  déterminer  les  numérateurs  A,  Ai,. .  •, 

Aa—i  delà  partie  de  la  valeur  de  7- — '-  qui  est  relative  à  la 

racine  a.  A  cet  eflet,  multiplions  1  égalité  ci-dessus 
par  (x  —  a)",  et  désignons,  pour  abréger,  par  6  (x)  l'en- 
semble des  parties  de  -rr — -  relatives  à  toutes  les  autres 

racines  de/(jr)  =  o,  et  par  (y  (x  )  la  traction  ft\        * 

On  aura,  par  identité, 

©(x)  =  A-i-A,(:r  — a)-f- A,(a:  —  ay-\-ki(x  —  af-^  ... 
-hA«_,  (x  — fl)«-' H-(x— a)«0(x). 

Il  suffit  de  l'inspection  de  cette  formule  pour  voir 
immédiatement  qu'en  y  faisant,  ainsi  que  dans  ses  déri- 
vées successives  jusqu'à  celle  de  l'ordre  a  —  1  inclusive- 
ment, X  =  a,  on  aura 

y(aj  =  A,       — - —  —  Al,      — — — — Aj,..., 

1 .2.3.  .  .(a — i) 

On  obtiendra  de  même  les  valeurs  des  autres  con- 
stantes B,  Bi,  •  •  • ,  C,  Cl, . . . ,  ci-dessus.  Cette  manière  de 
parvenir  à  l'expression  algébrique  des  numérateurs  des 
diverses  fractions  partielles  qui  composent  la  fraction 
rationnelle  proposée,  est,  ce  me  semble,  plus  expéditive 
et  plus  simple  que  celle  qu'on  trouve  exposée  dans  V  Al- 
gèbre supérieure  (p.  84  à  86)  et  dans  les  autres  ouvrages 
didactiques. 

Ces   expressions  des  numérateurs  des  fractions  par- 
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tielles  peuvent  s'appliquer  aux  racines  imaginaires  de 
f{x)  =  o  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles,  mais  la  com- 
plication des  réductions  entre  les  termes  homologues  re- 
latifs aux  racines  imaginaires  conjuguées  rend  préfé- 
rable en  général,  pour  ces  racines,  la  décomposition 
directe  en  fractions  partielles  ayant  pour  dénominateurs 
les  facteurs  réels  du  second  degré  def{x)y  et  pour  numé- 
rateurs des  fonctions  linéaires  de  la  variable. 
Soit 

nn  de  ces  facteurs,  n  son  degré  de  multiplicité  dansy*{x), 

et  désignons  maintenant  par  <f  (x)  la  fraction  ^      »  et 

par  d  (x)  Tensemble  des  fractions  partielles  qui  répondent 
à  tous  les  facteurs  dey  (x)  autres  que  (x  —  /i)*-H  A*.  On 
doit  parvenir  à  un  résultat  de  la  forme 

F(^)      Px-hQ  .  P.x-hQ.  .   P^.^-4-Q-.   .  ,,  . 

--f-...H =- I-ÔW, 


f{x)  X»  X»- 

les  P,  Q  étant  des  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
On  aura  donc 

tj»(a:)=:Px-|-Q-|-(P.^H-Q,)X-i-(P,X+.Q,)X«-h... 

-h  (  p«_.  x-hQ,-,  )  X— •  -h-X"  e  (x). 


Faisant,  dans  celte  équation  identique,  x  =  A  4-  A'  ^ — i, 

et  désignant  par  M-f-N  y — i  ce  que  devient  (f  (x)  dans 
cette  hypothèse,  on  obtient  Téquation 


M  +  N  ^f^  =  P  (A  -+-  ^  V^^)  4-  Q,  * 
qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

M=:P/j-hQ,     N  =  PX. 

On  lire  de  celles-ci,  pour  P  et  Q,  les  valeui's  réelles  et 


finies 
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N       ^       MX  —  NA 


Prenant  ensuite  les  dérivées  successives  de  Téquatiou 
identique  ci-dessus,  jusqu'à  Tordre  n  —  i  inclusivement, 

et  faisant  partout  x^^h-^-ky  —  i,  il  s'introduira,  à 
chaque  différentiation,  deux  nouveaux  coefficients  incon- 
nus, et  chacune  des  équations  ainsi  obtenues  se  partagera 
en  deux  autres  servant  à  déterminer  ces  coefficients. 

Ce  procédé,  quoique  plus  simple  que  ceux  qu^on  trouve 
indiqués  dans  les  Traités  d'Analyse,  ne  laisse  pas  toute- 
fois que  de  présenter  des  complications  de  calcul  dans  la 
réduction  des  imaginaires.  Je  crois  utile  de  remarquer 
que  l'on  évitera  entièrement  ces  complications,  quel  que 
soit  d'ailleurs  le  procédé  qu'on  emploie  pour  la  décompo- 
sition, en  réduisant  d'abord  le  facteur  X  à  la  forme  ^'*-t- A', 
c'est-à-dire  en  posant  a:  —  h^=z  y,  La  racine  imaginaire 

se  trouvera  par  là  exprimée  par   y  z=z  k^ — i,  et  Ton 
aura  à  opérer  sur  une  fraction  rationnelle  de  la  forme 

/ — : rrr — ; — ;»  Qtii  se  prête   facilement  au  calcul  des 

fractions  partielles 

Pr-i-Q        P.rH-Q.       P»-,r-i-Q„-, 


Ce  calcul  achevé,  on  remettra  partout  x  —  A  à  la  place 
de  j^,  et  l'on  obtiendra  les  fractions  partielles  relatives  au 
facteur  X. 

Lorsque  le  but  de  la  décomposition,  ainsi  que  cela 
arrive  souvent,  est  Tintégration  de  la  formule  diileren- 

lielle      ..,    ,    >  il  Y  a  d'autant  plus  avantage  à  se  servir  de 

la  simplification  indiquée,  que,  quand  même  on  aurait 
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déterminé  direclement  les  fraclions  parlîelles  en  x,  îl  v 
aurait  toujours  Heu  d'employer  ensuite  les  transformées 
enj  pour  obtenir  les  différentes  intégrales.  Autant  vaut-il, 
par  conséquent,  avoir  recours  tout  d'abord  à  cette  trans- 
formation, qui  facilite  à  la  fois  les  procédés  et  de  la  dé- 
composition et  de  Tintégration,  et  ne  l'evenir  aux  expres- 
sions en  X  qu'après  les  int^rations  effectuées. 


QUESTIONS. 


708.  On  sait  que  si  d'un  point  quelconque,  P,  de  la 
circonférence  circonscrite  à  un  triangle,  ÂBC,  on  mène 
des  perpendiculaires  aux  trois  côtés  du  triangle,  les  pieds 
de  ces  perpendiculaires  se  trouvent  sur  une  même  droite. 
Démontrer  que  cette  droite  est  également  distante  du 
point  P  et  du  point  de  rencontre  des  ti*ois  hauteurs  da 
triangle  ABC. 

On  demande  une  démonstration  géométrique  de  ce 
théorème. 

709.  Trouver  le  lieu  géométrique  d'un  point  tel,  que 
la  somme  des  carrés  des  trois  normales  menées  de  ce  point 
à  une  parabole  donnée  soit  égale  à  un  carré  donné  A'. 

710.  Soient  a,  &,  c  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle 
ABC; 

^11  ^1  )  Cl  I^-s  pieds  des  hauteurs; 
a.  S,  y,  «1,  6i,  7i  les  points  d'intersection  (ict,  cfc|), 
(ca,,  flc,),  (ai,,  ia,),  (ic,  ijCi),  (cyi,  Cja,),  (oA,  tf,6,); 
M  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC; 
H  le  point  d*intei^ection  des  hauteurs; 
O  le  centre  du  cercle  des  neuf  points. 
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Celte  notation  admise,  on  aura  les  pr(^)rîétcs  sui- 
vantes : 

1^  Les  points  a,  6,  y  sont  sur  la  droite  HM. 

a*^  Les  droites  A«|,  BSi,  Qyx  sont  parallèles  entre 
elles^  et  perpendiculaires  à  la  droite  HM. 

3^  Les  quatre  points  a,  ê| ,  yj ,  A  sont  en  ligne  droite. 
Il  en  est  de  même  des  quatre  points  S,  7t9  ^n  B9  <^t 
des  quatre  points  y,  «i ,  Si ,  G. 

4^  ai ,  61 ,  yi  sont  les  sommets  d*un  triangle  conjugué  au 
cercle  des  neuf  points  (O). 

5^  Les  droites  aa^^  &6,,  cy^  passent  par  dn  même 
point  P,  et  pareillement  les  droites  ^1^1,  &1S1,  c,yi 
passent  par  un  même  point  Pj. 

6**  Les  deux  points  P,  Pi  appartiennent  à  la  circonfé- 
rence des  neuf  points  (  O) . 

7**  Les  points  dMntersection  (AB,  ai6i),  (BC,  6171), 
(CA,  7,  ai  )  sont  sur  une  même  droite  qui  passe  par  P,  P, . 

La  démonstration  de  ces  différentes  propriétés  est  pro- 
posée par  M.  Schrœier,  professeur  à  l'Uni verai té  de 
Breslau. 

711.  Théorèmes  à  démontrer.  — I.  En  désignant  par 
Tr^yr^  ^r  ^^^  coordonnécs  d'un  point  a^,  on  a,  pour  un 
point  quelconque  O, 


Otf, 


J. 


Oot    *,    jr,    2, 


Ofl, 


J3 


==  constante. 


Lorsque  les  points  a^  sont  sur  une  sphère,  on  sait  que 
rc  déterminant  est  nul. 

IL  Les  sommets  d'un  polygone  étant  aux  points  a,  /;, 
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c,  J, .  . . ,  menons  par  un  point  arbitraire  o  des  parallèles 
aux  côtés  de  Tangle  a,  et  désignons  par  A  la  surface  du 
parallélogramme  ainsi  construit.  Soient  B,  C,  D». . .,  les 
surfaces  des  parallélogrammes  déterminés  de  la  même 
manière  aux  sommets  &,  c,   ^, . . . .  Démontrer  que  le 

point  o  est  le  centre  de  gravité  des  poids  -»  -»  t;»'-» 

ABC 

placés  aux  sommets  a,  &,  c, . .  • . 

11  y  a  un  théorème  correspondant  dans  l'espace. 

III.  Un  polygone  étant  inscrit  dans  un  cercle  et  cir- 
conscrit k  un  autre  cercle,  démontrer  que  :  i^  le  centre 
des  moyennes  distances  de  ses  sommets  est  situé  sur  la 
droite  qui  unit  les  centres  des  deux  cercles^  ^^  la  surface 
du  polygone  est  égale  à  la  somme  des  sinus  de  ses  angles 
multipliée  par  la  moitié  de  la  puissance  du  centre  du 
cercle  inscrit,  prise  par  rapport  au  cercle  circonscrit. 

IV.  Une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  y*  désigne  une  fonction  algébrique,  a  tou- 
jours des  racines  imaginaires.  (H.  Faure.) 

712.  Une  ellipse,  E,  étant  donnée,  décrire  une  autre 
ellipse,  £',  bomothélique  à  la  première,  et  telle,  que  si 
d'un  point  A  pris  arbitrairement  sur  E  on  conduit  à  E' 
deux  tangentes  AM,  AN,  rencontrant  E  en  des  points  B, 
C,  la  droite  BC  qui  unit  ces  deux  points  d'intersection 
soit  aussi  tangente  à  Tellipse  E'. 

Celte  condition  étant  supposée  remplie,  démontrer 
que  Taire  du  triangle  ABC  est  une  quantité  invariable,  et 
qu'il  en  est  de  même  de  la  somme  des  distances  des  trois 
sommets  A,  B,  C  de  ce  triangle  à  l'un  des  foyers  de  l'el- 
lipse E  donnée. 

713.  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  indéfinies  L, 
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L',  ncin  situées  dans  un  même  plan,  cl  un  poînl  O  :  dé- 
crire de  ce  poînl  comm'e  centre  une  sphère  qui  coupe  les 
droites  L,  L'  en  des  points  A,  B,  A',  B',  tels,  que  le  té- 
traèdre ABA'B',  qui  a  ces  points  d'intersection  pour  som- 
mets, soit  équivalent  à  un  cube  donné  c^. 

714.  Résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  Féqua- 
tion 

Nombre  des  solutions  entières  et  positives. 

715.  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  normales  à  une 
droite  donnée,  et  qui  la  coupent  en  deux  points  fixes^  est . 
une  cissoïde. 

716.  Quatre  cercles  OA'C'B',  OAB'C,  OBCA',  OACB 
passent  par  un  même  point  O.  Prouver  que  les  points  de 
concours  des  cordes  OA',  BC^  OB',  AC  ;  OC,  AB  sont  en 
ligne  droite 5  ou  encore  OA,B'C-,  OB.A'C^  OC,  A'B';  etc. 

717.  Construire  une  hyperbole  équilatère,  connaissant 
le  centre,  une  tangente  et  un  point. 

Ces  trois  dernières  questions  sont  proposées  par 
M.   Mention. 


NOTE  SDR  LES  HI4GINAIRES -, 

Pae  m.   Urbain  CHEYRÉZT, 

Elève  60  Mathématiques  spéciales,  à  Metz  (école  Saint-Clément). 


'    Dans  les  Nouuelles  Annales  de  i863,  p.  ao6,  on  dé- 
montre ce  théorème  : 

Arc  sin  ar,  arc  cos  x  sont  réductibles  à  la  forme  a-h  ft  \j —  i , 
pour  X  plus  grand  que  x . 


(446) 

Voici,  je  crois,  une  autre  démonstration,  fort  simple, 
de  cette  proposition 4 

Je  vais  prendre  arccosj:  :  les  mêmes  raisonnements 
s^appliqueraient  au  cas  de  arc  sinx. 

On  a,  d'après  un  théorème  connu, 

L(cosy-f-  ^ — isino)  H-  2^ir^ —  i  =  f^ —  i  • 
On  tire  de  là 


L(x-4-^-»'  —  O-f-aAir^ — i  =  ^ — 


I  arc  cosx. 


Celte  formule  étant  vraie  quel  que  soit  x^  supposons 
X  >  1 5  nous  avons 

L{x-h  v/j?» — i) 
arc cosx  =  — ^ 4-  2  a  ir 

=  —  v^— iL(a?+ v^j:'— i)  -i-nlit. 

Le  coefficient  de  v — t  est  réel  ;  le  théorème  est  dooc 
démontré.. 


SOLUTION  D'iim  «IIRSTIOII 

proposée  u  coicoin  d'adaissioi  i  TÉcole  Ptlytechiifie  (aiêe  I8fi4) 

[CoBposilioi  aadiéittifM]  ^ 

Par  m.  E.  STOULS, 

Elève  en  Mathématiques  spéciales,  &  Metz  (école  SaintClément). 


Éhongé.  —  On  donne  le  cercle  représenté  par  Féqua' 
U'on 
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et  la  parabole  représentée  par  r équation 

B^x* —  2a6*r  +  a'/*-h2aa?-4-  26  r  = y 

a* 

oàoL  et  ^  sont  des  paramètres  positifs  quelconques. 

On  propose  de  déterminer  :  1^  le  nombre  des  points 
réels  communs  aux  deux  courbes  pour  les  différentes 
valeurs  de  a  et  de  ^  ;  2^  les  coordonnées  des  quatre  points 
communs  lorsque  a*  H- 13*  =  i ,  lorsque  ce  =  i  avec  13  ]>  o, 

lorsque  ^  =  v/(a«  — i)(4a'  — i)  (*). 

Solution.  —  Cherchons  le  système  de  sécantes  com- 
munes aux  deux  courbes.  Leur  équaiion  est  de  la  forme 

%  étant  donné  par  Féquatîon 

^^^    I  4-(a»4-p')(4«'+P'— I)>-^-a»(a'-t-p7  =  o.. 

On  trouve  que  Tune  des  racines  de  Téquation  (2)  est 

L^un  des  systèmes  cherchés  est  donc 

^  ^  H 7 (a»-f-p')=:o. 


(*)  En  posant 

aX-6Y  aY-+-6X 

^=    ,  ■:>    ^  =  -7=-» 

les  équations  proposées  deviennent 

et  les  solutions  communes  s'obtiennent  fadlemenL  C 
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DISCUSSION. 

Première  partie  :  j3  ^  o. 
Dans  ce  cas,  Féquaiion  (3)  nous  donne 

ax —  I     ■     k 

en  posant,  pour  abréger, 


(4)  ^  =  v/(a'-^i)ia»H-p»-l)- 

Les  deux  droites  obtenues  sont  parallèles  entre  elles, 
et  même  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  parabole. 

Trois  cas  peuvent  maintenant  se  présenter:  oc*  —  i  =  o. 

Premier  cas  ;  a*  —  i  ^  o,  —  Dans  ce  cas,  a*  + 15*  —  i 
est  aussi  ]>  05  donc  A*  est  toujours  réel  et  différent  de  o,- 
donc  les  deux  sécantes  obtenues  sont  réelles  et  distinctes, 
A  cause  de  cette  réalité,  on  pourra  trouver  le  nombre 
des  points  de  rencontre,  en  cherchant  si  la  distance  de 
chacune  de  ces  droites  au  centre  du  cercle  est  plus  grande 
ou  plus  petite  que  le  rayon.  Pour  qu'il  y  ait  rencontre, 
il  faut  que  Ton  ait 


-r-<'» 


OU 


'^T' 


a' -h  f^'  ±  ^olK  <  a»(a»-+-  ?'), 


ou 

(5)  ±:2aA-<«»-hp*— ï. 

Comme  a  est  positif,  —  2  a/r  est  négatif.  L'inégalité  (5) 
est  toujours  vérifiée  pour  le  signe  — *  :  donc  la  sécante 
correspondant  au  signe  —  rencontre  toujours  les  courbes 
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eadeux  points  réels  et  distincts.  Donc,  dans  le  cas  actuel^ 
les  deux  tourbes  ont  au  moins  deux  intersections  réelles 
et  distinctes. 

Cherchons  ce  que  donne  la  deuxième  sécante. 

L'inégalité  2ai<[«*-h|3* —  i  ayant  ses  deux  termes 
positifs,  je  puis  la  remplacer  par 

et  comme  le  facteur  a*  + 13'  —  i  est  positif,  on  peut  le 
supprimer  des  deux  côtés.  Il  vient  alors 

(6)  ?«>(«»- l)(4a»-.l). 

i^  Si  cette  inégalité  est  vérifiée,  il  y  deux  nou\>eaux 
points  réels. 

a®  Si  on  a,  au  contraire.  p*<[(a*  — 1)(4«*  — 1)>  1* 
seconde  sécante  ne  donne  rien. 

3**  Si  on  a  (3*  =  (a*  — 1)(4«* — i)>  la  seconde  droite 
est  tangente. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  abscisses  d^ intersection  des 
deux  lignes  sont  données  par  l'équation 

[4a'(a»— i)-hl]«*— aa[l±2(a»— i)]ar 
^-(a'  — ^)(-.3±4)^-l  =  o. 

L'équation  obtenue  en  choisissant  le  signe  +  corres- 
pond à  la  droite  qui  est  tangente.  Ses  racines  sont  égales 
et  ont  pour  valeur 


aa' —  I 


« 
Second  cas  :  et}  —  i=o. —  On  voit  qu'alors  A  =05 

les  deux  sécantes  se  confondent  en  une  seule  qui  ren- 
contre les  deux  courbes.  En  effet,  l'inégalité  (  5  )  se  ré- 
duisant à  /3*  ]>  o  est  vérifiée  d*elle-même.  De  plus,  chacun 
des  points  dé  rencontre  étant  un  point  double,  la  para- 
An»,  de  Mathémat,,  a«  série,  t.  III.  (Octobre  1864.  )  29 
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bole  est  doublement  tangente  au  cercle.  La  sécante  trou- 
vée est  la  corde  des  contacts,  et  les  coordonnées  des  points 
de  contact  sont 


jr  =  I, 


r=o> 


i'= 


Troisième  cas  :  ce*  —  i<[o.  —  Ce  cas  se  partage  lui- 
même  en  trois  autres. 

i'»  a»-f-p2  — i>o. 

Alors  ilnjr  o.  pas  (t intersections  réelles. 
Car  on  ne  peut  faire  que  les  trois  hypothèses  sui- 
vantes :  t^  les  trois  racines  de  l'équation  eu  X  sont 
réelles  et  k  chacune  correspond  un  système  de  sécantes 
réelles  ^  a^  les  trois  racines  étant  réelles,  une  seule  d*entre 
elles  donne  des  sécantes  réelles;  3^  une  seule  racine  est 
réelle  [ici  cette  racine  serait  —  (a*  -f-  P*)].  Or,  la  pre- 
mière hypothèse  doit  être  rejetée  ;  car  pour 

«*— i<;o    et    «»-hp*  —  i]>o> 

k  est  imaginaire;  donc  Tun  au  moins  des  systèmes  de  sé- 
cantes n'est  pas  réel.  La  dernière  hypothèse  est  de  même 
inadmissible^  car  dans  ce  cas  la  racine  réelle  donnerait 
des  sécantes  imaginaires,  ce  qui  est  impossible  puisque 
les  trois  systèmes  seraient  alors  imaginaires.  Donc,  la  se- 
conde hypothèse  subsiste  seule.  Mais  on  sait  que  dans  ce 
cas  les  quatre  points  tT intersection  sont  imaginaires. 
Donc,  il  n'y  a  pas  d^intersections  réelles. 

2*  ft»-4-pï^i<;o. 
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k  est  toujours  réel  et  différent  de  o  ^  donc  les  deux  se* 
cautes  obtenues  sont  réelles  et  distinctes.  Ce  cas  doit  être 
traité  comme  l'un  des  précédents.  La  considération  de 
Tinégalité  (5)  montre  que  la  sécante  correspondant  au 
signe  +  ne  donne  aucun  point  réel.  Donc,  dans  ce  cas,  les 
deux  courbes  ont  au  moins  deux  intersections  imagi" 
naires* 

Cherchons  ce  que  donne  la  seconde  sécante. 

Les  deux  membres  de  Tin^alitë 

étant  négatifs,  je  pais  les  élever  au  carré  après  avoir 
changé  le  sens  de  l'inégalité.  Il  faut  donc  vérifier  la  con- 
dition 

et  comme  le  facteur  a*  +  ^*  —  i  est  négatif,  je  puis  le 
supprimer  des  deux  côtés  en  changeant  de  nouveau  le 
sens  de  rinégalité.  Cette  condition  devient  alors,  comme 
ci-dessus, 

.  La  considération  de  cette  Inégalité  montrerait  comme 
précédemment  qu'il  peut  y  avoir  deux  points  réels,  dis- 
tincts ou  non,  ou  deux  points  imaginaires. 

3<»  a*  -h  p«  —  I  r=  o. 

A  =  o;  les  deux  sécantes  se  confondent  en  vme  droite 

X  '    '  et 

unique  qui  est  tangente  aux  deux  courbes  au  point    ^   > 

Ce  point  de  rencontre  étant  un  point  quadruple,  le  con^ 
tact  des  deux  courbes  est  du  troisième  ordre. 

Deuxième  partie  :  |3  =  o. 
L'équation  (S),  qui  donne  un  des  systèmes  de  sécantes 


communes,  se  réduit  à 

a*«*  —  2a*x  —  «*  H-  3 a'  —  I  =r  o, 

a  étant  supposé  différent  de  o^  cette  équation  donne 


X 


a' 


Donc,  les  deux  sécantes  sont  réelles,  distinctes^  paral- 
lèles entre  elles  et  perpendiculaires  à  Taxe  de  la  para- 
bole. 

En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  pour  que 
les  intersections  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

«±(a'  — I)    ^_ 

c'est-à-dire 

a  —  ï  <C  o    ^^    ^  *'  —  «  —  I  >  o. 
La  dernière  inégalité  peut  s'écrire 


(a— i)L-hM  >0. 


Supposons  maintenant  a^i,  les  deux  inégalités  ne 
seront  jamais  vérifiées  simultanément.  Donc,  deux  points 
réels  seulement.  Si  a  =  i,  les  sécantes  se  confondent  en 
une  droite  unique  j:  =  i ,  tangente  aux  deux  courbes.  Ces 
deux  courbes  ont  un  contact  du  troisième  ordre  au  point 


XZ=.  ï, 


r  =  o. 


Remarque,  '• —  Dans  le  cas  de  /3  ^  o,  nous  avons  sup- 
posé a  différent  de  o.  On  pourrait  cependant  faire  a  ^=zo 
k  condition  de  supposer  auparavant  qvie  /3'  —  i  est  de  la 
forme  Ca',  C  étant  une  constante  quelconque.  Nous  n^é- 
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ludions  pas  ce  cas,  qui  est  assez  simple  mais  ne  donne 
aucun  résultat  intéressant. 

Dans  le  cas  de  |3  =  o,  on  ne  peut  (n  aucune  façon  sup- 
poser a  =  o. 

RÉSUlffÉ    DE    LA    DISCUSSION. 

Première  partie:  /3]>o. 

Premier  cas  :  a*  —  i  >  o. 

Ilj  a  AU  MOINS  deux  intersections  réelles  et  distinctes. 

Suivant  qu'on  a 

p'|(a»-l)(4a'-.l), 

les  deux  autres  points  de  rencontre  sont  réels  et  dis- 
tincts, ou  réels  et  confondus,  ou  imaginaires. 

Deuxième  cas  :  a* — 1  =  0. 

Iljr  a  quatre  points  réels  se  confondant  deux  à  deux» 

La  parabole  est  doublement  tangente  au  cercle. 

Troisième  cas  :  a} —  i  <^  o. 

I"  a'-hp'— i>o. 

Quatre  points  imaginaires. 

iP  a'-hp»— i<o.  . 

Au    MOINS  deux  intersections  imaginaires. 
Suivant  qu'on  a 

p'|(«'-i)(4«'-i), 

les  deux  autres  points  de  rencontre  sont  réels  ei  dis- 
tincts, ou  réels  et  confondus,  ou  imaginaires. 

3"  a»+p»— 1=0. 

Quatre  points  réels  se  confondant  en  un  seul, 
11  y  a  contact  du  troisième  ordre  entre  les  courbes. 
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Seconde  partie  :  ^  =  o. 

Premier  cas  :  a  ^  i . 

Deux  points  réels  et  distincts^  deux  imaginaires. 

Deuxième  cas  :  et  =  i . 

Contact  du  troisième  ordre. 


QUESTION  D'BXAIEN  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE)  ; 

Solution  dk  M.  Al.  M., 
Élève  en  Jfathémaliqaet  élémentaires. 


Des  sommets  d'un  quadrilatère  sphérique  comme 
pôles,  on  décrit  des  arcs  de  grand  cercle  terminés  aux 
côtés  du  quadrilatère,  prolongés  dans  le  même  sens.  On 
demande  Vaire  totale  de  la  figure  ainsi  obtenue  (p.  8a, 
quest.  2). 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  sphérique' dont  les  côtés  ÂB, 
6G,  CD,  DÂ  sont  prolongés  dans  le  même  sens.  Nom- 
mons A',  B',  C,  D'ies  angles  extérieurs  adjacents  aux 
angles  A,  B,  C,  D  iotérieurs;  S  la  surface  du  quadrila- 
tère, S'  la  somme  des  surfaces  des  triangles  extérieurs 
déterminés  par  la  construction  définie. 

En  prenant  pour  unité  de  surface  le  triangle  trirec- 
tangle,  et  Tangle  droit  pour  unité  d'angle,  on  a,  d'après 
une  proposition  bien  connue, 

• 

(i)  S  =  A-f-B4-C-hD  — 4. 

Eu  outre,  les  triangles  décrits  à  Textérieur  du  quadri- 
latère, étant  bîreclangles,  ont  respectivement  pour  me- 
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sures  A',  B',  C,  D' ^  donc 

(2)  S'r=A'-»-B''+C'-f-iy. 

Additionnant  les  relations  (i)  et  (2),  eu  ayant  égard  aux 
égalités  A-f-A'=2,  B-*-B'=2,  C  +  C'=2,  D-hD'=:2, 
il  vient 

(3)  -  S-l-S'  =  4. 

Cette  dernière  égalité  montre  que  Vaire  totale  de  la 
figure  est  égale  à  quatre  triangles  tri  rectangles,  c^est-à- 
dire  à  la  moitié  de  la  surface  de  la  sphère  à  laquelle  ap- 
partient le  quadrilatère  considéré  ('^). 


SOLUTION  DE  lA  OOESTWN 

pe^ate  a  caicoors  fadsissioi  à  l'ficale  Nwnale  sipirieiijre  (1864)^ 

Par  m.  DURANTON. 


MM.  Painvin  et  Gerono  ont  résolu,  dans  le  numéro 
d'août  1864  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques^ 
la  question  proposée  au  dernier  concours  d'admission  à 
l'École  Normale  supérieure.  Le  premier  s'appuie,  pour 
une  partie  du  moins  de  ses  calculs,  sur  une  définition 
qu^on  ne  trouve  point  dans  les  ouvrages  élémentaires,  le 
second  sur  d'ingénieuses  considérations  géométriques. 
Nous  indiquerons  modestement,  après  deux  hommes  très- 
connus,  la  marche  simple  qm  nous  a  conduit  au  résultat, 


C)  L'aire  totale  de  la  figure  est  indépendante  da  nombre  des  côtés  du 
polygone  sphérique  considéré.  Car  la  démoDStratioo  do  M.  A].  M.  s^ap- 
plique  à  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  et  le  résultat 
obtenu  reste  le  même,  quand  le  nombre  des  côtés  Tarie.  G. 
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et  nous  adopterons  les  notations  de  M.  Painvîn,  afin  d'évi- 
ter des  redites  en  renvoyant  à  sa  discussion. 

Enoncé.  —  On  donne  trois  points  fixes  K^  B,  C  et  une 
droite  fixe  A  A'  passant  par  le  point  A  :  trouver  le  lieu 
des  points  de  contact  des  droites  parallèles  à  A  A'  et  tan- 
gentes aux  coniques  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C 
et  touchant  la  droite  AA'. 

Ce  lieu  est  une  conique^  on  demande  le  lieu  des 
foyers  de  ces  coniques  lorsqiion  fait  varier  la  position 
de  la  droite  AA^ 

I. 

Nous  prendrons  pour  axes  les  droites  AB,  AC  et  nous 
désignerons  par  a  et  i  les  distances  AB,  AC.  Soient 

les  équations  de  la  droite  AA',  d'une  de  ses  parallèles  HH' 
et  de  la  droite  AM  qui  joint  les  points  de  contact  A  et  M. 
L'équation  d'une  conique  tangente  en  A  et  en  M  aux  deux 
droites  A  A',  HH' pourra  s'écrire 

{jr  '-^.mx)[y — mx  —  f*)  —  k{y  —  Xx)»=  o. 

Si  l'on  exprime  que  cette  équation  est  satisfaite  par  les 
coordonnées  des  points  B  et  C,  on  trouvera  deux  équa- 
tions dont  on  déduira  très-facilement  Ar  et  /x  en  fonction 
de  X.  La  valeur  de  jx  est 

La  droite  HH'  est  ainsi  représentée  par 

En  y  joignant  Téquation 

y  =:ax 
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de  AM,  on  a  deux  équations  dont  on  pourrait  tirer  les 
valeurs  des  coordonnées  x  et  j^  du  point  M  en  fonction  de 
Tindéterminée  X.  L'élimination  de  X  entre  ces  deux  équa- 
tions conduit,  par  la  suppression  du  facteur  y  —  mx,  à 
Téquation 

h  T "-J  —  mx=:o 

a  0 

du  lieu  du  point  M.  Si  l'on  .transporte  les  axes  parallèle- 
ment à  eux-mêmes  au  centre  de  la  courbe,  Téquation 
se  réduit  à 

.  .  mx^        r*        ma  -h  h 


n. 

En  second  lieu,  si  l'on  désigne  par  a  et  e  les  coordon- 
nées d'un  foyer  de  la  conique,  et  par  6  l'angle  xKy  des 
axes,  l'équation  de  cette  conique  pourra  s'écrire 

Si  Ton  identifie  avec  l'équation  (i),  on  obtient  entre  a, 
^9  /)  '^9  ^9  cÎ!^^  équations  d'où  l'on  élimine  sans  difficulté 
y,  A,  /  et  m^  il  en  résulte  pour  l'équation  du  lieu  cherché 
des  foyers 

a((5COsd  H-  a)(acosô-i-f) 

cos'ô  /  /l'-h^2  .        \ 

7-  (  a*f'  H ^î— -  af  -+-  i«a»  )  =  o. 

4     \  cosG  / 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M,   Transon  à  M.  Gerono. 

((  Il  me  semble  qu'on  ignore  ou  tout  au  moins  qu'on 
n'enseigne  pas  la  signification  géométrique  que  reçoit  la 
ibnctioQ  du  second  degré  à  deux  variables  lorsqu*oa  sub* 
sticue  à  celles-ci  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  plan.  Cette  signification  donne  cependani  lieu  à  un 
théorème  que  vous  jugerez  peut-être  assez  intéressant 
pour  être  proposé  aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annules. 
Voici  ce  qu'il  en  est. 

»  Soit 

Inéquation  d^ une  courbe  du  second  degré.  Si  d'un  point 
M,  dont  les  coordonnées  sont  a,  |3,  on  abaisse  laie  per- 
pendiculaire  MP  sur  la  polaire  de  ce  point  et  qu'on  la 
prolonge  juuquen  A  oii  elle  rencontre  Van  des  axes  de 
la  courbe  y  on  trouve  que  f{oLy  |3)  est  proportionnel  au 
produit  MP.MA. 

)>  Nota.  M.  Mannheim  me  fait  remarquer  que  si  Â  est 
au  petit  axe  de  la  courbe,  les  points  P,  A,  F  et  F'  sont 
sur  un  même  cercle  ;  de  sorte  que  f(ct^  |3,)  est  une  quan- 
tité proportionnelle  à  la  puissance  du  point  M  relative- 
ment à  ce  cercle»  » 


Lettre  de  M.  Vincent,  Membre  de  VInstitut. 

A  Messieurs  les  Rédacteurs  des  Nous^elles  Annales 

de  Mathématiques. 

((  Messieurs, 

»  La  Note  sur  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
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mètre,  par  M.  M.,  que  Ton  trouve  à  la  page3iodu  volume 
courant  (1864)9  est  certainemeat  fort  int^Sressante.  Mais 
votre  abonné  aurait  pu  en  lire  Téqui valent  a  la  page  i46 
du  Géomètre^  recueil  publié  en  i836  par  M«  Guillard. 
Ou  du  moins,  si  la  Note  du  Géomètre  n'est  point  Téqui- 
valent  de  celle  de  votre  abonné,  on  peut  dire  qu^elIe  eu 
est  l'analogue. 

c(  La  différence  des  méthodes,  dit  votre  abonné,  est 
»  plus  apparente  que  réelle  \  »  l'abonné  a  raison  s'il  veut 
simplement  parler  des  résultats;  mais  quant  à  la  simpli- 
cité des  calculs^  la  méthode  des  isopérimètres  me  semble 
toujours  d*une  supériorité  incontestable.  En  effet,  que 
peut-on  imaginer  de  plus  simple  que  cet  élégant  théorème 
de  Schwab,  auquel  on  ne  saurait  trop  rappeler  les  auteurs 
d'Eléments  ? 

«  Si  l'on  forme  une  suite  de  nombres  dont  les  deux 
»  premiers  soient  o  et  i  (zéro  et  un)  et  dont  les  autres 
»  soient  al ternativement  moyens  par  diflérence  et  mojens 
»  par  quotient  entre  les  deux  qui  précèdent  immédiate- 
w  ment,  cette  suite  convergera  sans  cesse  vers  le  rayon 
»  d'une  circonférence  égale  â  4-  » 

»  Ce  théorème  est  la  traduction  des  formules 

2 

dont  une  démonstration  géométrique  extrêmement  simple 
a  été  donnée  dans  une  Note  posthume  de  feu  Léger,  chef 
d'institution  à  Montmorency,  à  la  page  204  du  tome  V 
des  Nouvelles  jÉnnales. 

(5  août  1864.} 


*    Les  solutions  des  questions  684«  685,  688  nous  ont  été 
adressées   par  M.  L.  Cousin   (de  Catillon);  mais  elles 


(46o) 

nous  sont  parvenues  trop  tard  pour  qu'il  ait  été  possible 
d'en  faire  mention  dans  le  numéro  de  juillet  dernier,  où 
les  mêmes  questions  ont  été  résolues. 

La  proposition  684  est  une  conséquence  toute  simple 
d'un  théorème  qui  n'est  pas  nouveau,  car  il  est  démontré 
dans  V Analyse  des  infiniment  petits  du  marquis  de 
l'Hospital  (seconde  édition  publiée  en  171 5).  Voici  en 
quoi  consiste  ce  théorème  : 

Soient  AC  le  rayon  de  courbure  en  un  point  Â  d'une 
parabole,  et  AB  la  projection  de  AC  sur  le  rayon  vecteur 
FA  mené  du  foyer  F  au  point  A  :  la  projection  AB  est 
double  du  rayon  vecteur  FA . 

Il  est  clair,  d'après  cela,  que  les  milieux  des  rayons  de 
courbure  aux  extrémités  A,  A'  d'une  corde  focale  quel- 
conque  AFA'  appartiennent  à  la  perpendiculaire  menée 
par  le  foyer  à  celte  corde.  Et  on  sait,  d'ailleurs,  que  la 
perpendiculaire  dont  il  s'agit  rencontre  la  directrice  de 
la  parabole  au  pôle  de  la  corde  focale. 

La  relation 

se  déduit  très-simplement  aussi  de  la  proposition  due  â 
de  THospital.  En  effet,  le  triangle  rectangle  ABC,  précé- 
demment défini,  donne  d'abord 

■       ^  AB  „        2.AF 

AC=: — — -     ou      R  = , 

ces  BAC  .     I 

sm-6> 
2 

eu  nommant  «d  l'angle  que  le  rayon  vecteur  AF  forme 
avec  l'axe  de  la  parabole.  Mais 

—        P        ^       P        , 


AF  = 


I  —  COSû»  .    .  1 

2  sm^  -  » 
2 
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donc 

P 


R  = 


sin'  -  w 


Les  normales  aux  points  A,  Â'  étant  rectangulaires,  on  a 


et  de  là 


p/_      F      . 

cos'-o» 

2 


(-;)'-(^)=fâ 


Des  égalités 


on  tire 


sin"  -  M  ces'  -  » 

2  2 

relation  indépendante  du  paramètre  de  la  parabole  con- 
sidérée. G. 


DE  L1I0N0THÊTIE  DANS  LES  GONIODES^ 

Par  m.  h.  LEMONNIER, 

Professeur  au  lycée   Saint- Lonis. 


Soit 

f{xy)  =  ÉLx"  H-  Bxj  4-  C/»  4-  Dd?  -h  E^  +  F  =  o 
l'équation  d^une  première  conique,  et  soit 

f  [a/ y) = Mx*'  -h  B  v/  4-  c  y  '  -h  D  V  -h  E'y  +  f' = o 
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celle  d'une  seconde  conique  semblable  et  homothétiqne 
à  la  première. 

Désignons  par  a,  (3  les  coordonnées  du  point  qui  dans 
le  système  de  la  seconde  conique  est  homologue  k  Tori- 
gine. 

Nous  aurons 

k  étant  le  rapport  de  similitude  de  la  première  conique 
à  la  seconde.  Il  en  résulte 

^-D'(|^-aWE'(J^-pWF'=o, 

ou 

AV  -h  B'xj  +  C>»  4-  ^(a  A'a  -h  B'p  +  D')x 
-+-A-{B'a-+-2C'p-HE')j 
-H  ^»(AV  -h  B'ap  H-  C'p»-f-  D'a-h  E'p  +  F)  =  o. 

De  là  les  relations 

A^       B^  _  C^  _  A'jnêL'oL -f-  B^p  4- D')_k{h'a  4-  aCp  +ET 
A""B'^C""  D  ""  E 

__  if'(AV  4-  B^ap4"CP'  4-  D^a  4-  E^ p4-  F^) 
""  F 

On  a  ainsi  les  deux  conditioiis 

A""B  —  C' 

puis  trois  équations  pour  déterminer  a,  /3  et  k. 
L'élimination  de  k  donne 

2 A^ft  4>  B^p  +  D'  _  B^g  4-  2C^p  4-  E^ 
D  ~  E  ' 

A  (aA^g  4-  B^p  4-  D'Y  _  AV  4-  B^ap  4-  Cp'4-  D'«  4-  E^p  4-  f. 
A'  D»  "^^  F 
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Si  les  deux  courbes  ont  un  centre,  il  doit  résulter  de 
là  deux  systèmes  de  valeurs  pour  a  et  (3,  déterminant 
deux  points  symétriques  Tun  de  Tautre  à  Fégard  du 
centre  de  la  seconde  conique,  et  deux  valeurs  de  k  cor- 
respondantes, égales  et  de  signes  contraires.  Mais  pour 
des  paraboles,  il  n'en  doit  résulter  qu'un  seul  système  de 
valeurs  de  a,  |3  et  A. 

C'est  chose  aisée  à  établir  par  l'analyse  sui vante. 

Premier  cas, —  Soient  a  et  6  les  coordonnées  du  centre 
de  la  seconde  conique,  de  sorte  que 

2A'fl4-  B'^-h  D'  =  o, 

Posons 

a  =  a  H-' a'. 

Il  s'ensuit 

2A'aH-  B'p-|-D'=aAV-|-  B'P', 

B'a  -+■  2C'p  4-  E'  =  B'a'  -+■  2C'  p', 
et 

AV  -h  B'ap  +  C'p»-h  D'à  -H  E'p  +  F' 

=  AV»  -f.  B'a'B'  -+-  C'B'«  -h  ^^"^^'^  4-  F', 

ce  qui  transforme  les  deux  équations  précédentes  en 

2  Moi  -f-  B'  p'  _  BV  H-  a  cy 
D  ""  £  ' 

A  (.AV-HB'P')'  _  A'a"-HBVy4-Cyp"+  B:Î±£-^  4-F 
A'  D»  F 
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avec 


rot 


A  2AV-hB'p 

On  voit  que  ces  équations  déterminent  deux  couples  de 
valeurs,  pour  a'  et  /3',  égales  et  de  signes  contraires,  ainsi 
que  des  valeurs  de  k  égales  aussi  et  de  signes  contraires. 

Deuxième  cas,  —  Soit 

B'  —  4AC  =  o 
avec 

B'>— 4A'C'==o. 
L'équation 

A  (2kfa  -i-  B^p  -f-D?  _  A'a'-hB'aP'^  Cp»4-D^a  -4-  rp  +  F 
A'  D»  "^  F 

peut  se  changer  en 

A(2A^a4-B^p4-D7 

A' a»  -h  B'ap  4-  ^  p»  +  D'à  H-  E'p  +  F' 

= F ' 

d'où 

('2A^a  +  B'p-hD^)^ 
D» 

_  (2  A'a4-  B^p  4-  D')'—  a(B^D^  —  aA^EQp  —  {D'^  —  ^A'r) 

"~  4af 

a  (B'D'  —  2  A'EQp  -^>  D''  —  4  AT' 
""  D»  —  4  AF 

On  trouvera  d'une  façon  semblable 

(B'a4-2CP4-  E')'  _  2(B'r  -■  2CD')a-H  E^'  —  ^Cr 
E»  ~"  E»— 4CF 
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En  conséquence)  a  et  |3  sont  données  par  les  équation^ 

D  ""  E  ' 

a(B^D^  -■  aA^E^)  p  4-  IV^  —  4A^F 
D^  — 4AF 

_  2(B^E^  -^  aCD^)a  4-  E^^  —  4CF^ 
""  E»  — 4CF   .  ' 

toutes  deux  du  premier  degré. 

Il  s'ensuit  bien  pour  a,  |3,  k  un  seul  système  de  va*» 
leurs. 


ODISTION  D'miBN 

(roir  p.  U,  qiiMt.40); 

SoLunoir  db  M.  A.  D'ASTRE 

(Institution  Barbet). 


Décomposer  en  facteurs  réels  du  second  degré  Vex^ 
pression 

Considérons  l'expression 

comme  composée  de  deux  des  termes  du  carré  du  poly- 
nôme 

Nous  l'écrirons  alors 

Si  a?  +  px  +  7  était  un  carré  parfait,  la  décomposi- 
tion serait  facile. 

Aam,  et  MaOémat,,  i*  série,  t.  III.  (Octobre  1864.)  3o 


Oa  est  ainsi  amené  à  introduire  une  constante  X  qu^on 
déterminera  de  manière  â  former  une  différence  de 
carrés. 

Nous  écrirons  donc  Texpression  de  la  manière  sui- 
vante : 

(j:*  -+-/>Jr  4-  Ç  -H >)'  —  2>(j:> H-/>a:  +  ^ ) — V  -+- 1 , 
ou 

Pour  que  le  second  terme  soit  un  carré,  X  doit  satis- 
faire à  la  relation 

{«)  ^'-^(^)— o. 

et  il  est  alors  le  carré  de 


^('+f) 


On  prendra  pour  X  la  racine  positive  de  Téquation  (i), 
et  on  connaîtra  les  deux  facteurs  réels  du  second  degré 
que  Ton  cherchait. 


NOTE  SUR  DBS  «IISSTIOHS  D'EXAIBN 
(toOLB  POLYTEGHMaiIB); 

Paa  un  abonné. 

Question  41,  p.  85.  — -  Résoudre  V équation 

aa?  -H  sm  2x =  o. 

m 

et  montrer  qu'elle  a  deux  racines  réelles* 
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Il  est  d'abord  évident  que  cette  équation  n'admet  au- 
cune racine  réelle  négative.  La  dérivée  du  premier  mem- 
bre est  4cos*a:;  cette  dérlyée  étant  essentiellement  po« 

sitive,  la  fonction  ix  +  sinao? croit  constamment 

m 

avec  JT,  ce  qui  montre  que  Téquation  proposée  ne  peut 

avoir  deux  racines  réelles. 

Pour  j:  =:  o,  le  premier  membre  est  négatif;  il  devient 

positif  pour  x  =  i  H ;  donc  Téquation  a  une  racine 

positive  comprise  entre  o  et  i  H 

QvESTion  â3,  p.  84<  —  Division  d'un  polynôme  en- 
tier f{x)  par  x*-hpx-h  q.  Forme  du  reste. 

En  désignant  par  A  j;  -f-  B  le  reste  et  par  <^{x)  le  quo- 
tient,' on  a 

(i)  /(x)=(x»  +  />x-l-g)^>(x)4-Aj5-»-B. 

Soient  a,  6  les  racines  de  x*  •+■  px  +  7  =  o  j  les  sub- 
stitutions de  ce  et  6  à  X,  dans  l'égalité  (i),  donnent  : 

(3)  /(«)=Aa-hB, 

(3)  /(6)=A6+B, 

d'où 

(<)  ^=       g-«      ' 

Mais 

ou,  d'après  le  théorème  de  Taylor, 

/(€) -/{«)=/'(«). (6 -a) 

3o. 
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Donc 

(6)  A=/'(«)  +  -L/''(«).(e-«)+^/-(«).(e-.)'H-... 

L'^alité  (5) 

„._e/(a)-«/(6) 

®- — 6=:;: — 

revient  à 

d'où 

B=/(a)  — a.A, 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  A  par  sa  valeur  (égalité  6), 
(7)     B=/(.)-«[/'(a)  +  -I^/».(6-a)+...]. 
Par  conséquent,  le  reste  de  la  division  considérée  est 

+/(«)-«  [/'(«)+^./'(«).(e- «)-!-...], 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

/{«)  +  (*_«)[/'(a)+^/«'(«)  (6 -«)  +  ...]. 

Lorsque  les  Racines  a ,  6  de  Téqua tion  x* + px  4-9=0 
sont  égales  entre  elles,  on  a 

6  —  a  =  o, 
et  le  reste  de  la  division  se  réduit  k 

/(«)+(x-a)/'(a). 

Dans  ce  cas,  le  quotient  ^(x)  de  la  division  a  pour  va- 
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leur 

C'est  ce  qui  résulte  évidemment  de  la  formule  connue 

QuESTioif  121,  p.  1 83. —  Quand  deux  angles  irièdres 
trirectangles  ont  un  même  sommet,  leurs  six  arêtes 
sont  sur  un  même  cône  du  second  degré. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  arêtes  de 
Tun  des  trièdres  ;  Téquation  générale  des  cônes  du  second 
degré,  passant  par  ces  trois  arêtes»  est 

(i)  A*^4-Ba:«H-C/«  =  o, 

A,  B,  C  représentant  des  paramètres  arbitraires. 

Actuellement,  nommons  a,  6,  y  5  a',  6',  y' 5  a^,  S",  /', 
les  angles  que  les  trois  arêtes  du  second  trièdre  forment 
respectivement  avec  les  axes  des  coordonnées.  Ces  arêtes 
ont  pour  équations 

dosa,       CCS  6    COS7 

• 

cosa'   cos6'  "~  COS7' 


cosa*'   cos6^   C0S7'' 


et  pour  qu'elles  appartiennent,  toutes  trois,  à  Tun  des 
cônes  représentés  par  l'équation  (i),  il  faut  qu'il  existe 
pour  A,  6,  C  des  valeurs  satisfaisant  à  la  fois  aux  trois 
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équations 

(2)  Acosa  cosS  +Bcosa  CO87  +C0066  0067  =0, 

(3)  Acosa' cos6'  -f- Bcosa'cos7' -hCcosô'cosy'  =0, 

(4)  Acosa'^cosS"  -f-  Bcosa^'cosy'  -hCcos€''co87''  =  0. 

A    B 

Les  deux  premières  déterminent  les  rapports  r;i  -  et 

par  conséquent  le  cône.  II  s'agit  donc  de  faire  voir  que 
toute  solution  des  équations  (2)  et  (3)  vérifie  Téqua- 
tion  (4)  ',  autrement  dit,  il  faut  prouver  que  Tune  de  ces 
trois  équations  se  déduit  des  deux  autres. 

Or,  en  additionnant  membre  à  membre  les  trois  équa- 
tions (2),  (3),  (4)  il  vient: 

A(cosacos6  4-  cosa'cosS'  H-  cosa"cos6^) 

(5)  \  +  B(cosacosy-|-cosa'cos7'-hco8a''coS7")  J  =0. 
C ( cos6 COS7  -h  cos6' cof  7'  H- cosô" cos7^) 


Cette  dernière  est  vérifiée  quelles  que  soient  les  va- 
leurs de  A,  B,  C,  car  on  a  : 

cosacosS  -f-  eosa'cosS'  -f-  cosa'cos6*'=  o, 
cosaco87  +  cosa'co8y'-+-cosa*'cos7''  =  o, 
cos6cos7  +  ces €'0057'  -h  cos6*'cos7*  =  o, 

puisque  a,  a',  a'^,  S,  6',  6",  y,  y',  y  représentent  les 
angles  que  les  axes  ies  coordonnées  OX,  OY,  OZ  for- 
ment avec  les  trois  arêtes  rectangulaires  du  second 
trièdre. 

D'après  cela,  on  voit  que  toute  solution  commune  à 
deux  quelconques  des  équations  (2),  (3),  (4)  satisfait  à 
la  troisième  :  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

QuESTion  131,  p.  184. —  Étant  donnés  une  surface 
au  second  degré  et  un  point  fixe,  on  mène  par  ce  point 
toutes  les  cordes  dont  ce  point  est  le  milieu.  Lieu  de 
ces  droites. 
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Soit 

Ajc' -h  h! y""  +  AV  -H  2B7Z  +  aB.'x2  •+-  2B"ary 
4-aCj:4-2C'>--|-2(r2  4-D=o, 

Tëquation  de  la  surface  rapportée  à  un  système  d'axes 
quelconques  passant  par  }e  point  donné  pris  pour  origine. 
Les  équations  d^une  droite  menée  par  ce  point  sont 

(i)  ar  =  iwz,     y=znZf 

et,  pour  que  cette  droite  rencontre  la  surface  en  detrx 
points  également  distants  de  l'origine,  il  faut  que 

* 

(2)  Ciii4-C'/i-hC''  =  o. 

En  éliminant  m  et  n  entre  les  relations  (i)  et  (2),  il 
vient 

c'est  Téquation  du  lieu  cherché. 


RKMARQIIE  SUR  UNE  INTÉGRATION; 

Par  m.  J.  MENTION. 


Dans  la  solution  du  problème  proposé  au  concours  d'a- 
grégation en  18439  insérée  au  tome  lY  de  ce  recueil  ('*'), 
on  intègre  Téquation 


dx  zds 


as^-t-ax» 


au  moyen  d'une  équation  différentielle  linéaire.  EUe  peut 
s^ntégrer  k  moins  de  frais. 

(*)  Page  317. 
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Je  pose 


«==  rx, 


ce  qui  donne 

{tdX'hxdt)t 


CM.  — 

21»  H- a 

ou 

dx          tdt 

X  ~"r»-Ha 

Donc 

a£r  =  /(*»-|-a)-l-C 

ou 

C'i?«  =  s»-f-«J:*. 

Note  du  Rédacteur.  - 

—  L'équation 

dx          sds 

est  homogène  per  rapport  aux  yariables  x,  s  ;  elle  ett  comprise  dans  la 
forme  générale 

Mdx-^fi4r=o, 

où  M,  N  sont  des  fonctions  homogènes  de  x,  j  du  même  degré  ;  quel  que 
soit  ce  degré,  les  yariables  se  séparent  au  moyen  du  procédé  employé 
dans  Texemple  précédent.  (Voir  Court  d' Analyse  de  Sturm,  t.  U,  p.  4i» 
3*  édition,  revue  et  corrigée  par  M.  Prouhet.)  G. 


SOLUTION  CifiOltTRIOUB 
d'u  proUiae  proposé  ti  coicoies  d'idiissioi  à  Ttcile  Poljtcckiifie 

(Toir  p.  8S1)  ; 

Pae  m.  CHOQUET. 

La  question  peut  être  résolue  géométriquement  par 
les  propriétés  élémentaires  des  coniques. 

Soient  F  le  foyer  de  la  conique  (^},  LL'  sa  directrice, 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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FA,  FB  deux  rayons  vecteurs  faisant  entre  eux  Tangle 
donné  a  a,  et  AM,  BM  les  tangentes  aux  extrémités  A, 
6  de  ces  rayons  vecteurs. 

Prolongeons  AM  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  direc- 
trice LL'  en  un  point  R.  Menons  la  droite  FR  qui  sera 
perpendiculaire  à  FA,  et  abaissons  sur  LL'  et  FR  les  per- 
pendiculaires MQ,  AP  et  MH.  Nous  aurons 


MQ       MH 

AP  ■"  AF  ' 

et  en  outre 

MH  =  MF.cosa; 

donc 

• 

MQ       AP 

TTs  =  TS  COSa. 

MF       AF 

Il  suit  de  là  que  le  lieu  des  points  M  est  une  conique 
qui  a  même  foyer  et  même  directrice  que  la  conique 
donnée. 


QUESTION  DD  GeNGOIlR&  GKNtBAL 
DBS  LYCÉES  ET  DES  GOLLfiGES  (CLASSE  DE  PHILOSOPHIE); 

SoLimoN  DB  M.  J.  MOUCHEL, 

Conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Amiens. 


Éfioif  cÉ. — Etant  donné  un  triangle  ABC,  on  demande 
de  mener  par  le  point  C  une  droite  CD  telle,  que  la 
somme  des  projections  des  côtés  AC  et  BC  sur  cette 
droite  soit  égale  à  une  longueur  donnée.  Discuter  le 
problème. 

Résoudre  le  même  problème  par  la  Trigonométrie. 

1®  Solution  géométrique,  —  Supposons  pour  un  in- 
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stant  le  problème  résolu,  et  soient  A',  B'  les  projections 
de  A^  B  stir  CD,  on  aura 

A'B'  =  wi, 

longueur  donnée  (*),  Par  le  point  B,  menons  BM  paral- 
lèle à  CD  et  rencontrant  AA^  en  M.  On  a 

BM  =  A'B'  =  iw. 

De  plus  nous  remarquerons  que  Tangle  AMB  étant  droit, 
le  point  M  se  trouve  sur  la  circonférence  décrite  sur  AB 
comme  diamètre.  H  est  d'ailleurs  sur  la  circonférence 
décrite  du  point  B  comme  centre  avec  BM  comme  rayon. 
De  là  cette  construction  : 

Décrivez  une  circonférence  sur  AB  comme  diamètre. 
De  Fune  des  extrémités  B  du  diamètre  AB,  avec  un  rayon 
BM  égal  à  m,  décrivez  une  seconde  circonférence  qui 
coupe  la  première  en  deux  points  M  et  M';  tirez  les 
droites  BM,  BM',  et  par  le  point  C  menez  à  ces  droites 
les  parall^es  CD^CD'  qui  satisfont  évidcanmeni  à  la  ques- 
tion. 

Les  droites  BM  et  BM'  étant  symétriques  par  rapport 
à  AB,  CD  et  CD'  sont  symétriques  par  rapport  à  la  pa- 
rallèle à  AB  menée  par  le  point  C,  et  aussi  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  CH  abaissée  du  point  C  snr  AB. 

Le  problème  a  généralement  deux  solutions;  il  n^en  a 
qu'une  lorsque  la  longueur  donnée  est  nulle,  ou  bien 
lorsqu'elle  est  égale  à  AB. 

La  corde  BM  ne  pouvant  jamais  surpasser  le  diamètre 
AB,  il  en  résulte  que  AB  est  la  plus  grande  valeur  que 
puisse  prendre  la  somme  des  projections  des  côtés  AC, 
BC  du  triangle  ABC,  et,  pour  que  le  problème  soit  pos- 

{*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ngure* 
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siblcy  il  fâat  que  la  longuenr  donnée  soit  égale  ou  in£é* 
rieure  à  AB. 

D'ailleurs,  la  somme  des  projections  des  côtés  AC  et  BC 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  entre  o  et  AB. 

a®  Solution  trigonoméirique.  —  La  construction  faîte 
pour  la  solution  géométrique  conduit  très-simplement  à 
la  solution  trigonométrique.  En  efTct,  la  position  de  la 
droite  CD  est  déterminée  par  l'angle  qu'elle  fait  avec  la 
perpendiculaire  CH  abaissée  du  point  C  sur  AB,  et  ren- 
contrant BM  en  un  point  I. 

Appelons  x  cet  angle  BIH,  et  désignons  par  c  le 
côté  AB.  Nous  remarquerons  que  l'angle 

BAM  =  BIH  =  X. 
D'aiUeurs  le  triangle  rectangle  MAB  donne 

c  sinMAB  =  BM 
ou 

• 

De  là  cette  nouvelle  construction  : 

Portez  sur  AB,  à  partir  du  point  H,  la  longueur 
HK  =  m  ;  élevez  KL  perpendiculaire  à  AB.  Du  point  C 
comme  centre,  avec  AB  comme  rayon,  décrivez  une  cir- 
conférence qui  coupe  généralement  KL  en  deux  points  D 
et  D';  joignez  enfin  CD  et  CD^  Ce  sont  les  droites  de- 
mandées. 

A  l'inspection  de  la  figure,  on  aperçoit  les  mêmes  con- 
ditions de  possibilité  et  de  maximum  que  précédemment. 

Solution  directe.  —  On  peut  résoudre  directement  la 
question  par  la  Trigonométrie,  sans  passer  par  la  solution 
géométrique. 

Soient  â,  6,  c  le»  trois  côlés  du  triangle  ABC.  Du 
point  C  abaissons  la  perpendiculaire  CH  sur  AB,  et  dé* 
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signons  par  y,  y'  et  x  les  angles  BCH,  ACH  et  HCD. 

Nous  avons,  d'après  Fénoncé  du  problème, 

(i)  aco%[x  —  7)  —  icos(x-H7')  =  m. 

Développons,  îl  vient 

(2)  tf  (cosxcosy  +  sinxsiny) —  b  (COSXCOS7' — sin^esin/)  =ifi. 

D'ailleurs 

cos  y  =  sin  By     ces  /  =  sin  A, 

8in7=cosB9      sin7'=cosA9 

et  la  relation  (2)  devient 

<i(cosxsiDB  +sinj?cosB)  —  b  (cosxsinA  —  sinxoosA)r=m 

ou 

(3)  cosx(asinB  —  6  sin  A) -h  sinx  (acosB-h^  cosA)  =  iii. 

« 

Le  multiplicateur  de  cosj?  est  nul,  le  multiplicateur  de 
sinj:  est  ëgal  à  c,  et  la  relation  (3)  devient 

csinx=:my 
résultat  déjà  obtenu. 


SOLUTION  DUNE  QUESTION  D'EXAMEN 
(ÉCOLE  POLYTECHNIQUE)) 

Par  m.  Auguste  GROUARD. 


Démontrer  géométriquement  que  le  lieu  représenté 
par  Véquation 

p  =  Ht  sin»)  H-  n  cosa» 
est  un  cercle* 
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Du  pôle  O  comme  centre,  je  décris  un  cercle  de 
rayon  n.  Ce  cercle  rencontre  Taxe  polaire  en  Â. 

Soit  OK  un  rayon  faisant  avec  OA  un  angle  o).  Je 
prends  sur  ce  rayon  une  longueur  OK  égale  à 

m  sintt>  +  /icosa>. 

Chaque  point  K  est  un  point  du  lieu. 

Cela  posé,  du  point  A  j'abaisse  une  perpendiculaire  AM 

surOK 

AM  =  71  sin  •>    et     OM  =  n  cosw. 

D'où 

MK  =:  OK  —  OM  =  m  sîna>. 

Donc 

._.-_      AM       n 
lang  AKM  =  ~-  =  — 
"  MK      m 

L'angle  OKA  est  constant^   donc  le  lieu  de  K  est  un 
cercle. 

Remarque*  —  Si  n  =  m,  l'angle  en  K  est  de  45  degrés. 


NOTE  SDR  CERTAINES  LIMITES  DES  RACINES  DANS  LES 

ÉOOATIONS  ALfifiRRIftilES) 

Par  m.  s.  REALIS. 


Un  polynôme  f(x)  rationnel  et  entier  par  rapport  à  x 
étant  donné,  désignons  par  X  l'ensemble  de  tous  les  termes 
de  degré  pair  qu'il  contient,  y  compris  le  terme  indépen- 
dant de  x^  et  posons  X  =  o.  Admettons  que  cette  équa- 
tion soit  vérifiée  par  x^  =  a*,  a?  étant  un  nombre  positif 
quelconque  \  on  en  conclura  tout  de  suite  que  les  substi- 
tutions x=raetj:  =  —  a  àsjksf[x)  doivent  donner  des 
résultats  égaux  et  de  signes  contraires.  H  suit  de  là  que  si 
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l'on  po8e/(j;)  =r  o,  cette  dernière  éqnation  anra  néces- 
sairement une  racine  comprise  entre  +  a  et  ^—  a,  et  i 
plus  forte  raison  entre  +  /  et  —  /,  P  étant  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  a'  dans  X  =  o. 

Cette  considération,  d'une  simplicité  rudimentaire, 
peut  être  souvent  d'une  grande  utilité  pour  diriger  les  es- 
sais relatifs  à  la  séparation  des  racines.  On  voit,  en  parti- 
culier, que  toutes  les  fois  que  le  premier  terme  de  degré 
pair  d'une  équation  donnée  est  de  signe  contraire  au  terme 
tout  connu,  il  est  possible  d'assigner  deux  limites,  géné- 
ralen^ent  différentes  des  limites  supérieure  et  inférieure 
de  toutes  les  racines^  et  plus  faciles  à  déterminer,  les- 
quelles comprendront  nécessairement  une  ou  plusieurs 
racines  de  la  proposée . 

Les  propositions  qui  suivent  sont  des  applications  im- 
médiates du  principe  qu'on  vient  d'énoncer. 

I.  L'équation 

dans  laquelle  tous  les  termes  de  degré  pair  sont  positifs  et 
le  dernier  terme  —  pt^^  est  négatif  (un  ou  plusieurs  des 
termes  intermédiaires  pouvant  d'ailleurs  être  nuls),  a  au 
moins  une  racine  comprise  entre  les  limites 

4-  ^pu     et     —  V/^T»* 

Et,  plus  généralement,  si  A  désigne  la  plus  petite  des 
n  quantités 

l'équation  aura  au  moins  une  racine  comprise  entre 
4- A  et  —  A. 

n.  L'équation 
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(laDs  laquelle  tous  les  termes  de  degré  pair  sont  de  signe 
contraire  au  dernier  terme  — ptn^iy  ^  ^u  moins  une  ra- 
cine comprise  entre  les  limites 


v/¥  --v^' 


(ou,  plus  généralement,  entre 


f/P^!±L-    et     —^V^îîti. 


^n+i^***"**  étant  un  terme  quelconque  de  degré  pair). 
in.  Étant  donnée  Téquation  de  degré  pair 


dont  le  dernier  terme  est  un  nombre  négatif  et  les  coeffi- 
cients intermédiaires  sont  des  nombres  réels  quelconques, 
considérons  les  termes  négatifs  de  degré  pair  —  /^la^?'"""**, 

—  PtbX^'^^i  — /'tcJtî*''"'*^, . . . ,  — pin-i  et  désignons  par 
A  et  B  les  deux  plus  grandes  valeurs  que  prend  Fexpres- 

sion  \/p%k  quand  on  y  fait  successivement  k  égal  à  a,  i, 
c,. .  •,  re.  L'équation  aura  au  moins  une  racine  comprise 
entre  4- (A -H  B)  et~(A-HB). 

IV,  Étant  donnée  Téquàtion  de  degré  impair 

où  les  coefficients  sont  des  nombres  réels  quelconques  et 
le  terme  tout  connu  est  de  signe  contraire  au  premier 

terme  de  degré  pair  (  — ^-^  <C  ^  )  »  considérons    les 

termes  de  degré  pair   — Pio+i  JC***"**  ?   — pié+i^*""**» 

—  /'le+i^''*^**} .,.,—'  ptn+i,  qui  ont  même  signe  que  le 
dernier  terme,  et  soient  A  et  B  les  deux  plus  grandes  va- 
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leurs  que  prend  Texpression  i /^^  quand  on  y  donne  â 

h  \es  valeurs  successives  a^b^  c^. .  •,  n.  L'équation  aura 
au  moins  une  racine  entre  -f-  (A  4-  B)  et  —  ( A  +  B). 

Si  Pi  =  o,  soit  piA+iX*"""**  le  premier  terme  de  degré 
pair  (qu*on  suppose  toujours  de  signe  contraire  au  der- 
nier terme  de  Téquation),  et  désignons  par  A'  et  B'  les 

deux  plus  grandes  valeurs  de      iV     **"'  pour  k  =  a,  bj 

c, . . . ,  n.  Les  nombres  -f-  (A'  -f-  B')  et  —  (A'  -H  B')  in- 
tercepteront au  moins  une  racine  de  l'équation. 

Remarque.  —  Le  cas  où  le  dernier  terme  de  Féquation 
du  degré  nn-hi  ne  serait  pas  de  signe  contraire  au  pre- 
mier terme  de  degré  pair  se  ramène  immédiatement  au  cas 
qu'on  vient  de  traiter.  Il  suffit  pour  cela  de  multiplier 
Féquation  par  un  facteur  réel  du  second  degré,  lequel 
peut  toujours  être  choisi  de  manière  que  la  condition 
requise  soit  remplie,  et  que  les  nouvelles  racines  qu  on 
introduit  soient  imaginaires. 


RSGTIFICATIOll 


Question  81  d'examen  [École  Polytechnique). 
Page  179,  ligne  2,  au  lieu  de  MI=MN,  Usez  MI=:1T. 
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NOTE 

4 

Sir  h  létenuiilioi  des  fojen  f  ue  s^tin  plaie  das  ne  sirfici 

du  seciid  ordre  ; 


Pak  m.  L.  PÂlNVm. 


i.  Lefo/er  d'une  courbe  plane  du-  second  ordre  est  le 
centre  d'un  cercle  de  rayon  nul  doublement  tangent  à  la 
courbe;  la.  corde  de  contact  est  la  <i{/*«c/r/ce  correspon- 
dant à  ce  foyer.  (Cette  définition  est  la  traduction  ana* 
fytiqite  de  la  définition  ordinaire  des  foyers.  ) 

Soient  «9  |3,  y  les  coordonnées  d'un  foyer  de  la  section 
faite  dans  la  surface  du  second  ordre 

(S)  f{x,y,z)=zo 

par  le  plan 

(P)  mx-^ny-^pzzszq^ 

si  nous  imaginons  une  sphère  de  rayon  nul  ayant  sou 
centre  en  (a,  P,  y)  sur  le  plan  (P),  Téquation  de  celte 
sphère  sera  (en  supposant  les  axes  rectangulaires) 

(2)  (x-la)»-h(r-P)'-H(«-7)'  =  o; 

et  les  sections  des  surfaces  (S)  et  (S)  par  le  plan  (P)  de- 
vront être  doublement  tangentes.  On  exprimera  que  cette 
propriété  a  lieu,  en  écrivant  que  les  projections  des  deux 
courbes  sur  un  des  plans  coordonnés  sont  doublement 
tangentes.  Tel  est  le  principe.qu'on  pept  adopter  pour  la 
détermination  des  foyers  d'une  aeciion  plane. 

Àmm,  de  Mëihémat,,  3*  série,  l.  111.  ^Novembre  1864.)  3i 
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2.  On  simplifiera  cette  recherche  en  opérant  comme 
il  suit  : 

Transportons  les  axes  au  point  (a,  /3,  y),  c^est-à-dire 
posons 

xqcjr'H-.a,      r  =  r' -•"  ?»     «=»'-+- 75 

les  équations  de  la  surface  et  de  la  sphère  deviennent 
respectivement 

i  Ao/*  •+•  A>'*  -{-  A"2'»  -t-  2By  z'  ^-  aB'  « V  H-  aB^x*  j' 

(2)  x'>H-y»-f-z"  =  o; 
et,  si  Ton  tient  compte  de  la  relation 

qui  exprime  que  le  centre  (a,  |3,  7)  est  sur  le  plan  sé- 
cant (P),  Téquation  de  ce  plan  est 

(3)  /«x'-h/ij' -|-/?»'  =  o. 

Il  faut  maintenant  exprimer  que  les  projectiotis,  sur  on 
des  plans  coordonnés,  des  courbes  obtenues  en  coupant 
les  surfaces  (1)  et  (a)  par  le  plan  (3)  sont  doublement 
tangentes. 

Or  remarquons  que  la  corde  de  contact  des  deux  cour- 
bes ou  la  directrice  correspondant  au  foyer  (a,  /3,  7)  se 
trouve  dans  le  plan  polaire  du  point  (a,  j3,  7),  c'est-à- 
dire  dans  le  plan 

on,  dans  le  nouveau  système  de  coordonnées, 

Ainsi  la  directrice  correspondant  au  foyer  (a,  P,  7)  & 
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pour  équations 

yîïx'  -h  ny  -h  pz'  =  o, 

*'/; +//; + »'/;  -H  3/(«,  p,  y) = o. 

Mais  cette  droite  est  la  c6rde  de  contact  des  deux  courbes  ; 
on  devra  donc  pouvoir  satisfaire  k  Tidentité 

en  tériàùt  cotttpte  de  laf  refsttion 

(5)  /»x' 4-/1/ +/?«'=  oj 

X  et  X:  sont  des  constantes  arbitraires. 

En  égalant  les  termes  indépendants,   nous  trouvons 
d^abord 

""4/(«,  9,7)' 
et  Ton  voit  que  l'identité  (4)  se  réduit  à 

3.  «  Donc,  en  résumé,  étant  donnée  la  surfy^e  du  se- 
»  cond  ordre 

(Wf  /(*^,r,'i):i^'Ajif'H-A'y*4-A''2»+'2B>'«'4^2t('j^^Hî-ifi*'iry 

H-  2  C  X  -H  a  CV  H-  a  0*";^  +  t)  =  o, 

lê  on  obtiendra  le»  coordoiinées  (a,  /3,  y)  desf  fojeris  de  la 
n  seUtion  lai  le  daos  cette  surface  par  le  plan 

(P)  mx  -h  ny-i-pzz^q^ 

3i. 
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»  en  écrivant  qu'on  a  identiquement 

(I)  4/(.,P,7)  [      +,B'x'/+M*"+r"+«^)       J 

»  après  avoir  remplacé  dans  cette  équation  Tune  des 
»  variables  x',  y'  ou  z*  par  sa  valeur  déduite  de  la  re« 
»  lation 

(II)  «y -h  «/ -H p»' =  o. 

»  On*obtiendn|  ainsi  trois  équations  de  condition  ^  on  en 
»  déduira,  par  Félimination  de  Tindéterminée  X,  deux 
»  équations  entre  a,  J3,y,  lesquelles,  jointes  à  la  relation 

»  permettront  de  déterminer  les  foyers  de  la  section.  » 

Dans  le  cas  des  axes  obliques,  il  faudrait  prendre  pour 
point  de  départ  Tidentité 

A«'»-hAy»4-A''»'»-h2By  s'-f.  aBVs'H-  aB-'ar'/  J 
4/{«»P»7)  i         -+-^(x'«+y'>-4-z'»H-2ys'cosj^ 

-h  2  j/  s'  COSX2  -h  2  j/y  COSX;^) 

Remarque.  — *  Si,  dans  l'application  de  la  règle  que  je 
viens  d'énoncer,  on  remplaçait  successivement  les  trois 
variables  x\  j'^  z'j  on  arriverait  ainsi  à  neu/*  relations 
dont  trois  seulement  seraient  distinctes  ;  on  pourra  profi- 
ter de  la  multiplicité  de  ces  relations  pour  cboisir  parmi 
elles  trois  relations  distinctes  et  symétriques,  et  faciliter 
par  là  Télimination. 
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n. 


4.  J'appliquerai  cette  méthode  à  la  question  suivante  : 

Trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections   centrales 
faites  dans  une  surface  du  second  ordre. 

Prenons  pour  exemple  Tellipsolde 


X»       r«       ,» 

—  -+-T:H--r  —  i  =  o. 
fl*       b^       c* 


D'après  la  règle  précédente,  il  faudra  exprimer  que  l'on 
a  identiquement 

en  tenant  compte  de  la  relation 

maf  H-  ny  -§-  psf  =  o. 


Posons 


a"        6"       7» 


et  éliminons  z'  :  on  devra  avoir  identiquement 


a' 


^W-.^p  t 


-h  X  [/^«'«-H  P»/' +  (««' -H  «/ )»1 1 


=[^+^-^.("''+v')p 
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De  là  on  conclut  les  trois  relations 

et  Ton  a,  en  outre 

on  obtiendra  l'équation  di;  lieu  cherché  en'^lia^nanl  X, 
m,  //,  p  entre  les  quatre  équations  (i). 

5.  Je  multiplie  d'abord  les  trois  premières  de  ces  rela- 
tions respectivement  par  a*,  |3*,  a{3  et  je  les  ajoute  en 
ayant  égard  à  la  quatrième.  On  trouve,  toutes  réductions 
faites, 

(2)  >H(a«-f-p'-h7»)  =  HH-l. 

Maintenant  je  développe  les  deux  premières  des  rela- 
tions (i),  et  je  substitue  au  syçtj&me  (()  le  suivant 

'».(5.>„-|;).,,.iH-«-(5..B-^)=. 

La  troisième  relation  de  ce  groupe  se  déduit  des  trois 
premières  du  groupe  (i)  en  les  ajoutait  après  les  avoir 
respect! veqi^nt  muUipIiées  par  /i%  m*,  ^-^  mn^  ou  biçn 


m 


! 
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s'obtient  à  Taide  de  Fidentitë  prise  comme  point  de  dé- 
part en  éliminant  j^'  an  lieu  de  z'. 

Ces  préparations  faites,  je  remplace  a,  |3,  y  par  x,  j^,  z, 
et  je  pose 

MNP 

c 


a  6       "^        - 


puis 


X» 


J^' 


(4)  B  =  H(i-hU>)--^, 


z» 


les  relations  du  groupe  (3)  prendront  alors  la  forme 

CN»+aWPT^-hBP»:5so, 
oc 

AP«-haPM— +CM»=o, 
.  ac 

(5) 

BM>4-  alOf  ^  +  AN'  =  o, 

ao 

-.-^.!f^^-p,  =  o. 

a  6  e 

Rappelons-nous  qu'on  a 

Is^      /*      z^ 
a*       6'       c* 
XH(x*H-/»H-a»)  =  HH-i. 

6.  U  suffit  maintenant  d'éliminer  M,  N,  P  entre  les 
trois  premières  des  relations  (5),  puisque  la  valeur  de  X 
est  connue.  Avant  d'effectuer  cette  élimination,  je  don- 
nerai à  ces  relations  une  autre  forme  en  les  ajoutant  deux 
par  deux  et  en  tenant  compte  de  la  quatrième  relation  ^ 
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on  obtient  ainsi  les  équations 


(7) 


•  /b  -h  C  —  a  ^W>-+-  AN»  -4-  AP»  =  o, 
BM»-+-  f  A  -f.  C  —  2  ^^  N«  H-  BP=  o, 
CM*-hCN»-|-  ^A-f-B  — a^j  P»=o. 


Le  résultat  de  Télimination  de  M*,  M*,  P*  entre  ces  trois 
équations  est 


(8) 


B-hC— a  — 
a' 


B 


A-hC-a^ 


B 


A-f-B  — a-- 


=  0. 


Cette  équation  développée  se  présente,  après  quelques 
réductions,  sous  la  forme  suivante 


B 


(9) 


r  ^î-'i-'î  1 


b^c" 


B 


a*  b*  a^b'c^ 


A -4—B  I  G 

Remarquons  d'abord  que  le  coefficient  de est 

nul;  car,  en  ayant  égard  aux  valeurs  ^(4)  de  A,  B,  C  et 
aux  relations  (6),  on  a 

=  H(HH-i)+iH(x'-»-^»+.»)-  (^  +  ^-|-^y 
=  H  (H  4- 1)+ H  +  I  —  (H -I- 1)' 
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Ainsi  l'équation  (9)  se  réduit  à 

(r's*         «'«'         **r'\  a?*r's* 

Or,  cette  dernière  équation  devient,  en  remplaçant  A,  B, 
C  par  leurs  valeurs  (4)) 

H»  (1  4-  W)  (iH-  >  6»)  (1  -H  le») 


a^yz*  x^y^z^ 


a^b^c^ 


a^b^c* 


-h[c+^''')^-^0+^*')5p+C+^-')5?] 


a*  b^  c' 


Les  réductions  sont  évidentes,  et  il  reste 

H»  (i  -4-  Xâ»)  (1  +  \b^){i  H-  Xf») 


(H-U')(i+U')-j 


(«0 


^  /  =  o. 


Après  quelques  transformations  faciles,  Téquation  (i  i) 
peut  s'écrire 
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OU  enfin 


(12) 


VH»  (^»-r»  4-  ^»/»-+-  c»«») 


—  (H+i)-.(aUH  — i)(6»XH  — i){c«XH  — i)  =  o. 


Si  maintenant  on  remplace  XH  par  sa  valeur  (6),  oa 
obtient  Téquation  définitive 


(«»-+-/•' 4-*= 


1 


X 


(ï)  (I) 


équation  qu'on  peut  encore  écrire 

-[(«'-*')p+{«'-«'')^] 


= 


=  0, 


(2)    (U) 


=  0. 
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Telle  C9t  Wéquation  d9  la  surface  lieu  d^$  foyers  des 
sections  çfi^tr^lejf  dans  l^elljipwïds» 

On  pbtifspdr^  réquaJÛOD  (le  f^^  mf(^^  dAn^  h  c«us  des 
liypiÇr.Mpïd^?  par  h  cjwmge^wn;  i^^et^L-m-  c*ouxl«  i'  et 
c*  CQ  T— ^*  ej  -f— c*. 

7.  La  BÊ^àoe  £  icet  du  hnitièfne  Qrdre^  Torigine,  c^est- 
à-dire  le  centre  de  la  surface  du  second  degré,  est  un 
point  sextuple.  Les  tangentes  proprement  dites  en  ce 
poinjL  ^om  située^  daps  les  $1%  plans  donnés  par  les 
termes  du  sixième  degré  dans  TéqjOjiUoin  (U),  eices  tan<^ 
gtotes  ont  un  contact  du  second  ordre.  Les  six  plans 
forment  trois  groupes  de  deux  pians,  et  il  est  important 
de  remarquer  que  ces  systèmes  de  deux  plans  sont  préci- 
sément les  plans  cycligties  de  la  surface  du  second  ordre  ; 
donc,  quelle  que  soit  )a  surface  considérée,  un  seul  sys- 
tème est  réel, 

La  section  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  pas- 
sant par  Forigine  est  une  courbe  du  huitième  ordre  pos- 
sédant un  point  sextuple  à  l'origine;  parmi  les  six  tan- 
gentes de  ce  point  sextuple  deu3(  seulement  sont  réelles; 
ce  sont  les  intersections  des  plans  cycliques  réels  par  le 
plan  sécant. 

Les  axes  de  la  surface  du  second  ordre  sont  des  droites 
doubles  de  la  surface  2  ;  nous  verrons  plus  loin  que  ces 
droites  sont  isolées.  Les  plans  tangents  à  la  surface  à  To- 
rigine  et  menés  suivant  une  de  ces  droites  doubles  sont  les 
plans  cycliques  passant  par  cette  droite. 

Sur  la  surface  Z)  se  trouvent  encore  les  quatre  droites 
imaginaires,  intersections  des  deux  surfaces 


ce  fait  est  mis  en  évidence  p4r  Téquation  (I) 
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Chaque  plan  cyclique  coupe  la  surface  suivant  huit 
droites  :  deux  se  confondent  avec  Taxe  par  lequel  passe 
le  plan  cyclique  considéré;  les  six  autres  sont  imagi- 
naires et  forment  deux  groupes  de  trois  droites  coïnci« 
dentés;  ces  deux  droites  distinctes  et  triples  sont  les  in- 
tersections du  plan  cyclique  avec  le  cône  imaginaire 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  des  génératrices  com< 
munes  aux  deux  cônes 

X*      r*      s* 
a*       o'      c' 

Ainsi  chaque  plan  cyclique  coupe  la  surface  suivant  huit 
droites  formant  trois  droites  distinctes,  une  droite  double 
et  deux  droites  triples. 

Une  droite  quelconque  située  dans  un  plan  cyclique  et 
passant  par  l'origine  rencontre  la  surface  en  huit  points 
confondus  avec  cette  origine. 

Les  directions  asymptotiques  sont  distribuées  sur  les 
trois  cônes 

(P)  ar»4.^>+-»^  =  o, 

Jt!^  'K^  z' 

(n«)  _-+^  +  _=o, 

^      '  à*       o^      c* 

(m»)(A'-C)'g4-(C~«')'^+(«'-*')'5p=«- 

Ces  trois  cônes,  qui  ont  pour  sommet  le  centre  de  la  sur- 
face du  second  ordre,  ne  déterminent  pas  seulement  les 
directions  asymptotiques,  mais  ils  sont,  en  outre,  asymp- 
totes à  la  surface  2;  ce  sont  les  enveloppes  des  JflxDM 
touchant  la  surface  à  Tinfini . 
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Le  c6ne  (P)  est  un  cône  imaginaire  ou  une  sphère 
de  rayon  nul  \  la  présence  de  ce  facteur  nous  montre  que 
la  surface  2  passe  par  le  cercle  imaginaire  à  l'infini  et 
qu'elle  est  circonscrite  k  la  sphère  de  rayon  nul  ayant 
pour  centre  celui  de  la  surface  du  second  degré;  le  plan 
de  la  courbe  de  contact  (courbe  imaginaire)  est  à  Tin- 
fini. 

Les  deux  autres  cônes  sont  imaginaires  dans  le  cas  de 
l'ellipsoïde,  et  alors  la  surface  S  n'a  pas  de  points  réels 
à  l'infini  ;  mais  ces  deux  cônes  sont  réels  dans  le  cas  des 
hyperboloïdes. 

*    Le  cône  (IP)  est  le  cône  asymptote  de  la  surface  du 
second  ordre. 

Le  cône  (IIP)  est  un  cône  du  quatrième  ordre  passant 
par  les  axes  de  la  surface  du  second  degré  )  ces  axes  sont 
des  arêtes  doubles  du  cône. 

Les  trois  points  à  l'infini  situés  sur  les  droites  Ox, 
Oj-y  Oz  sont  des  points  doubles  de  la  surface  £;  les 
tangentes  proprement  dites  en  ces  points  à  l'infini  sont 
situées  dans  les  plans  : 

pour  le  point  â  l'infini  sur  Ox; 

pour  le  point  à  l'infini  sur  Oj^; 

pour  le  point  à  l'infini  sur  O^. 

(Je  n'entrerai  pes  dans  les  détails  de  la  détermination 
de  ces  plans;  ces  calculs  appartiennent  à  la  théorie  de  la 
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reïihefcbcf  àe»  points  à  l'itrfioi  éIxv  ks  effaces,  que  je  dé- 
véhffpetài  p}vLS  tard. y 

Ces  trois  systèmes  dedebt  plaû's  Sônt  fmsgfaiaîres  dans 
lecBi»  de  Tellipsoïde;  dent  setileihent  sont  r^efs  et  soùt 
toujours  réels  dans  le  cas  de^  hype^boldïdes. 

Le  oône  (IIP)  passe  par  les  quatre  giSnérartrices'  com- 
munes aux  cônes  (P)  et  (IP),  car  Téquation  du  cône  (UI^) 
peut  s'écrire 


( 


8.  Ces  quelques  remarques  générales  étam  faites,  nous 
nous  formerons  une  idée  plus  complète  de  la  surface  2 
en  étudiant  ses  sections  planes. 

Je  n'examinerai  que  la  surface  correspondant  au  cas 
de  l'ellipsoïde  et  je  me  contenterai  d'indiquer  les  résul- 
tats. Nous  supposerons 

Le  plan  des  j"^  coupe  la  surface  soivam  les  deux  droites 
doubles  O2  et  Ojr,  et  suivant  la  courbe  du  quatrième 
ordre 

courbe  imaginaire. 

Le  plan  des  xz  coupe  la  surface  suivant  les  deux  droites 
doubles  Ox  et  Oz,  et  suivant  la  courbe  du  quatrième 
ordre 

courbe  réelle  ayant  un  point  double  réel  à  l'origine. 

Le  plan  des  xy  coupe  la  surface  suivant  les  deux  droites 
doubles  Ox  et  Oy,  et  suivant  la  courbe  dû  quatrième 
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ordre 
(*'  +  y)(p+g)-[(«'-C)J.+  {6'-c.)Ç.j  =  o. 

courbe  réelle  et  fermée  ayant  un  point  double  isolé  à  To- 
rigine. 

Un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  x  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  du  huitième  ordre  ayant  un  point 
double  sur  Taxe  Ox,  et  les  axes  de  la  courbe  sont  paral- 
lèles à  Oy  et  à  Ot,  Désignons  par  Fi,  F»,  Fa  les  foyers 
des  sections  principales  (7*^)9  ('Xz)^  {xj)  dans  la  surface 
du  second  ordre.  Lorsque  le  plan  sécant  coïncide  avec^^, 
on  a  le  segment  de  droite  0F|  \  lorsqu'il  s'en  éloigne  un 
]geu,  le  point  double  de  la  courbe  est  isolé,  Taxe  paral- 
lèle à  Oy  possède  deux  sommets  réels  ainsi  que  Taxe 
parallèle  à  Oz,  mais  la  longueur  de  Taxe  parallèle  à  Oy 
a  une  valeur  finie  peu  différente  de  0F|,  tandis  que  celle 
de  r&xe  parallèle  à  Oz  est  très-petite.  Le  plan  sécant  s'é- 
loignant  de  yz^  ces  deux  axes  croissent  puis  décroissent 
(il  peut  arriver  néanmoins  que  Taxe  parallèle  à  Oy  dé- 
croisse constamment)  ;  le  point  double  est  toujours  isolé* 
Quand  le  plan  sécant  passe  par  le  point  F» 

Taxe  parallèle  kOz  devient  nul,  et  l'axe  piaralléle  à  O^ 
a  une  valeur  finie  inférieure  a  0F|.  Â  partir  de  celte  po- 
sition, le  point  double  devient  réel,  l'axe  parallèle  kOz 
est  imaginaire  et  l'axe  parallèle  à  Oy  est  seul  réel.  Enfin, 
lorsque  le  plan  sécant  arrive  au  point  Ft 

l'axe  parallèle  à  Oy  devient  nul;  au  delà,  le»  sections 
sont  imaginaires.  Ainsi,  lorsque  le  pla»  sécant  se  meut 
en  partant  du  plan  des  yz^  on  a  un  ovale  très»aplati 
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dans  le  sens  Oj,  puis  cet  ovale  s'élargit^  le  plan  passant 
par  le  point  Fs,  la  courbe  se  présente  sous  la  forme  de 
deux  ovales  qui  se  touchent  en  Fa 9  la  tangente  commune 
est  parallèle  à  O^;  à  partir  du  point  Fs,  la  section  prend 
la  forme  d^une  boucle,  le  point  double  est  sur  Ox  et  les 
sommets  réels  sont  sur  Taxe  parallèle  k  Oj^;  enfin  la 
courbe  se  réduit  à  un  point  réel,  lorsque  le  plan  sécant 
passe  par  le  foyer  Ff. 

J'ai  insisté  un  peu  sur  les  sections  parallèles  au  plan 
desyz^  parce  qu  elles  nous  permettent  de  saisir  plus  fa- 
cilement la  forme  singulière  que  présente  la  surface  £ 
aux  environs  de  l'axe  Ox. 

Un  plan  quelconque  parallèle  au  plan  des  xz  coupe  la 
surface  suivant  des  courbes  du  buîtième  ordre  ayant  un 
point  double  non  isolé  sur  Taxe  Oy^  cette  courbe  a  deux 
sommets  réels  sur  Taxe  parallèle  à  Ox\  Taxe  parallèle  à 
Oz  est  toujours  imaginaire. 

Un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  coupe  la  surface  sui- 
vant une  courbe  du  huitième  ordre  ayant  un  point  double 
isolé  sur  Taxe  O  z  ;  cette  courbe  n'a  pas  de  sommet  réel 
sur  Taxe  parallèle  à  Oj^,  sauf  le  cas  où  le  plan  sécant 
vient  coïncider  avec  le  plan  des  xy.  Lorsque  ce  plan  s'é^ 
lève  au-dessus  du  plan  xy^  on  trouve  d'abord  quatre  som- 
mets réels  sur  l'axe  parallèle  à  Ox;  puis  les  sommets  se 
réduisent  à  deux,  et  enfin  la  courbe  devient  imaginaire. 

Occupons-nous  maintenant  des  sections  par  des  plans 
passant  par  les  axes  Ox,  Oj",  O2» 

Un  plan  quelconque  passant  par  Taxe  Oz  coupe  la 
surface  2  suivant  la  droite  double  Oz  et  suivant  une 
courbe  du  sixième  ordre  ayant  un  point  quadruple  à  l'o- 
rigine; ce  point  quadruple  ne  possè4e  que  deux  tangentes 
réelles  qui  sont  les  intersections  des  plans  cycliques  réels 
par  le  plan  sécant  ;  Taxe  réel  de  la  courbe  de  section  est 
Tinlersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  des  xy.  Si  l'on 
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imagine  le  plau  sëcani  d'abord  irès-voisin  du  plan  zOx^ 
la  courbe^résentera  un  point  double  à  l'origine  et  deux 
sonvmets  réels  situés  sur  la  section  de  la  surface  2  par  le 
plan  xOj']  lorsque  le  plan  sécant  se  rapprochera  du 
plan  zOjr^  la  courbe  de  section  s'aplatira  de  plus  en  plus 
et  se  réduira,  à  la  limite,  à  la  droite  FiOF, ,  Fi  et  F,  étant 
les  foyers  de  la  section  principale  de  Tellipsoïde  par  le 
plan  zOj-» 

Imaginons  maintenant  un  plan  tournant  autour  de 
Taxe  Ojr*  L'intersection  de  la  surface  par  ce  plan  est 
imaginaire  tant  que  l'inclinaison  du  plan  sécant  sur  le 
plan  xOj'  est  supérieure  à  celle  du  plan  cyclique  (nous 
faisons  abstraction  de  la  droite  double  Ojr)*  Lorsque  le 
plan  sécant  vient  se  placer  sur  le  plan  cyclique,  la  sec- 
tion se  compose  de  droites  passant  par  l'origine,  comme 
nous  l'avons  vu;  enfin,  lorsque  l'angle  du  plan  sécant  est 
moindre  que  celui  du  plan  cyclique,  on  a  une  courbe  du 
sixième  ordre  réelle  et  fermée,  possédant  un  point  qua- 
druple isolé  à  l'origine^  cette  courbe  se  réduit  au  qua- 
trième ordre  quand  le  plan  vient  coïncider  avec  le  plan 
des  xjr. 

Un  plan  tournant  autour  de  l'axe  Ox  coupe  la  surface 
2  suivant  une  courbe  du  sixième  ordre  ayant  un  point 
quadruple  à  Torigine  pour  lequel  deux  tangentes  seule- 
ment sont  réelles.  Le  plan  sécant  étant  d'abord  Voisin  du 
plan  zOx^  puis  s'éloignant  de  ce  dernier  plan,  les  deux 
tangentes  réelles  au  point  quadruple  font  \m  angle  fini, 
puis  cet  angle  diminue,  et  les  deux  tangentes  viennent  se 
confondre  avec  l'axe  O^  lorsque  le  plan  sécant  coïncide 
avec  xOj^.  La  courbe  du  sixième  ordre  se  décompose 
alors  en  la  droite  double  Oy  et  en  une  courbe  du  qua- 
trième ordre  fermée  ayant  un  point  double  isolé  à  l'ori- 
gine. 

iliM.  d9  Mmthémat.,  3«  série,  t.  I||.  (Nofembro  i8$40       ^^ 
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9.  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  donne 
lieu  à  la  suivante,  lorsque  la  surface  considérée  devient 
un  paraboloïde  : 

Trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  par  des  plans 
parallèles  à  Vaxe  de  la  surface. 

On  pourrait  déduire  des  résultats  précédents  la  solution 
de  cette  question,  mais  il  est  plus  simple  de  Taborder  di- 
rectement. On  trouve  ainsi  pour  le  lieu  des  foyers  des 
sections  paraboliques  une  surface  du  quatrième  ordre 
dont  Téquation  est 

(^7)"-"{^t)-'(?%^)=»- 

La  discussion  de  cette  surface  n'offre  aucune  diflScultë. 

10.  J'indiquerai  encore  le  résultat  suivant  : 

Le  lieu  des  foyers  des  sectiofis  d*une  surface  du  5e- 
cond  degré  par  des  plans  parallèles  à  un  des  axes  est 
une  surface  du  quatrième  ordre. 

Ainsi,  pour  l'ellipsoïde,  le  lieu  des  foyers  des  sections 
parallèles  à  l'axe  des  x  a  pour  équation 


Dl  L'INYOLVnON  PLAHI; 

Pak  h.  poudra. 


La  théorie  de  l'involation  est,  en  Géométrie,  une  des 
plus  utiles  et  des  plus  féc<^ndes,  pour  l'étude  des  proprié- 
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lés  des  courbes  planes  du  second  degré  ;  nous  nous  pro- 
posons de  faire  voir  qu'il  y  a  une  théorie  analogue  pour 
les  surfaces  du  deuxième  degré. 

On  sait  que  si,  dans  un  plan,  on  a  une  série  d'angles 
droits  tyant  même  sommet,  chacun  d'eux  détermine 
sur  une  transversale  quelconque  deux  points,  et  que  la 
série  des  couples  de  points  ainsi  déterminés  forme  sur 
cette  droite  une  involution  dont  le  point  central  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  commun 
de  l'angle  droit  sur  cette  transversale. 

Par  analogie,  supposons  dans  Tespace  une  série  d'an* 
gles  solides  trireetangles,  ayant  même  sommet  Q.  Us  dé- 
termineront sur  un  plan  transversal  quelconque  une  série 
de  groupes  de  trois  points  conjugués  (m,  n^p)  dont  l'en- 
semble form^a,  dirons-nous,  une  involution  plane. 

Considérons  un  des  triangles,  mnp^  formé  par  trois  de 
ces  points  ;  il  est  évident  que  les  trois  sphères  qui  ont 
pour  diamètres  les  côtés  de  ce  triangle  passent  toutes 
les  trois  par  le  sommet  Q  et  qu'ainsi  elles  se  coupent 
suivant  une  droite  QoQi,  perçant  le  plan  en  un  point  o 
tel  que  QozszQ^Oj  et  perpendiculaire  à  ce  plan.  Abais- 
sons de  chaque  sommet  m ,  n ,  p  du  triangle  les  perpen- 
diculaires ma^  nbj  pc  sur  le  côté  directement  opposé  : 
il  est  évident  que  la  sphère  ayant  mn  pour  diamètre  cou- 
pera le  plan  suivant  une  circonférence  passant  par  les 
points  a  et  ô  sommets  d'angles  droits  ayant  mn  pour 
base  commune  )  de  même  la  sphère  décrite  sur  np  comme 
diamètre  passera  par  les  sommets  6,  c  d'angles  droits 
ayant  pour  base  commune  la  droite  np\  de  même  enfin, 
la  sphère  décrite  sur  mp  comme  diamètre  passera  par  les 
points  a  et  c  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
points  m  et  p  sur  les  côtés  respectivement  opposés.  Il  ré- 
sulte de  là  : 

i^  Que  le  point  d'intersection  des  trois  perpendicu- 

32. 
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laires  sera  précisément  le  pied  o  de  U  perpendiculaire 
QoQi  abaissée  du  sommet  commun  Q  sur  le  plan  ; 

a^  Que  ce  point  o  sera  le  même  pour  tou9  les  triangles 
formant  l^involution  ; 

3®  Que  les  angles  tels  que  mQa,  nQft,  pQc,  m'Qa\ 
n'Qb'^. .  . y  étant  droits,  on  aura 

àm.oa  z=zon,obz=zop,oc 
=:  om' . oa'  =  on' . ob*  =  op' . 01/  =  Qo  , 

et  qu'ainsi  le  point  o  est  le  point  central  de  rin¥olution. 
La  longueur  Qo  sera  dite  la  puissance  de  rinvolution 
dont  Q  est  le  sommet* 

4^  Si  du  point  o  comme  centre,  avec  Qo  pour  rayon, 
on  décrit  dans  le  plan  une  circonférence,  elle  sera  dite  la 
circonférence  moyenne  de  l'involution. 

5^  Si  on  rabat  sur  le  plan  du  triangle  mnp  les  trois 
faces  triangulaires  qui  composent  l'angle  solide  trirec- 
tangle  Q,  autour  de  chaque  côté  respectif  mn^  np,  pq^  le 
point  Q  tombera,  pour  la  première,  en  Q'  sur  la  perpen- 
diculaire pocQ^y  pour  la  deuxième  en  Q^  sur  moa(^y  et 
pour  la  troisième  en  Q^'^sur  nob(^".  D^où  résulte  qu'on  a 

cm.cnz=^QIe,     ap^anznaQ^'  ,     bp,bmz=zb(X'  • 

6^  Si  dans  l'involution  plane  on  suppose  le  point  m 
fixe,  les  deux  points  n^p  peuvent  varier  sur  le  droite ^a/i, 
mais  par  leurs  diverses  positions  ils  détermineront  sur 
cette  droite  une  involution  linéaire  dont  a  sera  le  point 
central  et  aQf'  la  puissance.  De  même,  en  supposant  suc^ 
cessivement  n,  p  fixes. 

Si  le  point  m  reste  sur  la  droite  moa^  la  droite  np  res- 
tera parallèle  k  elle-même  et  la  succession  des  points  m 
et  a  formera  sur  la  droite  ma  une  involution  linéaire 
dont  o  sera  le  point  central. 
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Si  le  point  m  est  sur  la  circonférence  moyenne,  la 
droite  np  sera  tangente  â  ce  cercle  au  point  a  où.  le  dia- 
mètre moa  coupe  cette  circonférence. 

Si  le  point  m  est  en  o,  alors  la  base  opposée  np  est  h 
Tinfini,  le  plan  Qpn  devient  parallèle  au  plan  de  la  base, 
et  les  arêtes  Q/?»Q/»  sont  deux  horizontales  rectangu- 
laires situées  dans  ce  plan; 

Si,  au  contraire,  la  droite  np  passait  par  le  point  o, 
alors  le  point  opposé  m  passerait  à  Tiofini  et  i'arêté  Qm 
deviendrait  une  horizontale  perpendiculaire  au  plan  Q  np 
qui  dans  ce  cas  serait  vertical. 

Pour  une  position  (juelconque  du  point  m,  le  côté  op- 
posé np  s'obtiendra  en  prenant,  sur  la  droite  mo  qui 
joint  ce  point  m  au  point  central,  une  longueur  oa  telle 

que  oa.o/n  =  oQ  et  menant  par  ce  point  a  une  per-* 
pendiculaire  npa  i  la  droite  aoniy  et  prenant  sur  npa 

deux  points  /i,  p  tels  que  an.ap  =aQ  :  on  aura  ainsi 
trois  points  m,  /t,  p  formant  un  groupe  de  Tinvolu- 
tion. 

Par  suite,  un  seul  triangle  mnp  détermine  générale- 
ment Tinvolution  dont  il  fait  partie,  puisque  le  point 
centra  sera  le  point  d'interaection  des  trois  perpendi- 
culaires de  ce  triangle  et  que  la  puissance  Qo  de  cette 
involution  sera  le  produit  des  deux  segments  dans  les- 
quels ce  point  o  divise  une  quelconque  de  ces  perpen- 
diculaires. Si  le  triangle  donné  mnp  contenait  un  angle 
obtus,  alors  le  point  o  serait  en  dehors  du  triangle;  les 
trois  sphères  décrites  sur  les  côtés  mn,  np,  pm  comme 
diamètre  se  couperaient  bien  suiTant  trois  plans  passant 
par  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  de  cette 
base,  mais  cette  perpendiculaire  ne  rencontrerait  plus  les 
surfaces  sphériques,  de  sorte  que  le  point  Q  deviendrait 
imaginaire^  ainsi  que  l'angle  trirectangle.  On  voit,  en 
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effet,  qu'un  angle  solide  trirectangie  ne  peut  être  coupé 

par  un  plan  en  trois  points  formant  un  triangle  ayant  un 

angle  obtus. 

Dans  chaque  triangle  mnp  de  l'inyolution,  les  trois 

perpendiculaires  passant  par  un  même  point,  elles  dÎTÎ- 

sent  les  côtés  opposés  en  segments  ayant  entre  eux  la 

relation  : 

rm  ap       bm 

en'  an       bp 

Étant  donnés  dans  un  même  plan  deux  triangles,  cha- 
cun d'eux  détermine  généralement  une  involution  plane  ^ 
on  demande  si  ces  deux  involutious  peuvent  avoir  un 
même  groupe  commun  de  trois  points. 

Il  semble  au  premier  abord  que  la  réponse  à  cette  ques- 
tion est  négative,  cependant  nous  allons  faire  voir  que  ces 
deux  iuvolutions  ont  un  triangle  commun  et  rien  qu^nn 
seul.  Cette  observation  est  importante,  car  c'est  sur  cette 
proposition  que  repose  la  détermination  des  axes  d'une 
surface  du  second  degré. 

Soient  o  et  o'  les  centres  de  ces  deux  involutions;  oQ^^ 
cfQ[  leurs  puissances  respectives.  Sur  la  droite  oo'  qui 
joint  les  deux  centres,  on  peut  prendre  une  série  de  couples 

de  points  m,  n  formant  une  involution  linéaire  dont  oQ 
serait  la  puissance,  et  o  le  centre  ç  dans  ce  cas,  on  a  vu 
que  le  point  conjugué  p  serait  a  Finfini  sur  Tarête  Qp, 
perpendiculaire  alors  au  plan  vertical  QomnQ'o'.  De 
même,  dans  la  seconde  involution,  prenons  sur  cette 
même  droite  oc/  une  série  de  points  m',  n'  formant  sur 
cette*  droite  une  involution  linéaire  dont  o'  serait  le  point 

central  et  o'Q^  la  puissance  \  il  en  résultera  que  le  point 
conjugué  p'  sera  à  Tinfini  sur  l'arête  Q'p'  perpendicu- 
laire au  même  plan  vertical  Ç)oinnQ^ o'm'n'  \  donc  les 
deux  arêtes  Qj9,  Q^p*  des  deux  iuvolutions  passeraient  par 
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le  même  point  p  onp*  situé  à  Tinfiiii.  Or,  sur  la  droite  oo' 
il  y  a  deux  involutions  linéaires,  Tune  formée  par  la  série 
des  points  m,  /t,  et  l'autre  par  celle  des  points  m'^  n'.  On 
sait  que  ces  deux  involutions  ont  un  segment  commun 
et  rien  qu'un  seul  ;  pour  le  déterminer,  traçons  dans  le 
plan  QoQ'o'  la  circonférence  qui  passe  par  les  points  Q 
et  Q'  et  dont  le  centre  serait  sur  la  droite  o(/:  il  est  évi- 
dent qu'elle  rencontrera  cette  droite  en  deux  points  qui 
détermineront  le  segment  commun  des  deux  involutions, 
car  ces  points  joints  k  Q  ou  k  Q^  donnent  toujours  deux 
droites  rectangulaires;  il  en  résulte  que  si  r  et  5  sont  ces 
points,  les  trois  arêtes  Qr,Q5,  Qp  et  les  suivantes  Q'r, 
Q'5,  Q^p  telles  que  les  arêtes  Qp,  Q[p  sont  perpendicu- 
laires au  plan  des  deux  autres,  par  conséquent  horizon- 
tales et  parallèles,  ayant  ainsi  en  commun  le  point  p  k 
riufini,  ces  deux  systèmes  de  trois  arêtes  deux  à  deux  recr 
tangulaires  auront  le  triangle  commun  rsp  dont  le  point  p 
est  à  l'infini,  c'est-i-dire  que  le  triangle  commun  sera 
composé  d'un  côté  rç  et  de  deux  perpendiculaires  éle- 
vées en  ret  j  à  la  droite  rs. 

Il  est  encore  d'autres  propriétés  d'un  triangle  et  des 
trois  perpendiculaires  considérés  comme  la  base  d'un 
tétraèdre  Qmnp  à  angle  irirectangle  au  sommet  Q. 

7^  Les  trois  côtés  du  triangle  et  les  trois  perpendicu- 
laires forment  six  droites  jouissant  des  propriétés  de  l'in- 
vblution  linéaire,  c'est-^à-dire  qu'elles  sont  coupées  par 
une  transversale  en  six  points  en  involution. 

8^  Si  par  le  point  central  o  on  mène  les  parallèles  aux 
côtés  du  triangle,  on  aura  un  faisceau  de  six  droites  en 
involution  formées  par  des  couples  de  droites  rectangu- 
laires; mais  le  point  o  étant  commun  k  tous  les  triangles 
de  Tinvolution,  si  on  mène  par  ce  point  des  parallèles 
«nx  côtés  de  tous  ces  triangles,  ces  parallèles  et  les  per- 
pendiculaires formeront  un  faisceau  de  couples  de  droites 
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rectangulaires,  et  par  conséquent  on  faisceau  de  dnntes 
d*une  uiéme  involntion.  On  peut  de  même  considérer 
Y  axe  Qo  comm^  l'axe  d'un  faisceau  en  involntion  pas- 
sant par  les  droites  ci-dessus* 

9^  Dans  le  tétraèdre  Qin/i;i,  l'angle  solide  en  Q  étant 
tri  rectangle,  on  a 

(D  étant  le  diamètre  de  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre 
points  m,  n^p^Q)* 
On  en  tire 

c'est-ànlire  que  la  somme  des  surfaces  des  trois  cercles  dé- 
crits sur  les  trois  côtés  du  triangle  comme  diamètres  est  la 
moitié  de  la  surface  du  cercle  construit  sur  le  diamètre  D 
de  la  sphère,  par  conséquent  moitié  de  la  surface  de  la 
sphère. 

lo^  Le  carré  de  la  surface  du  triangle  mnp  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  des  trois  triangles  (^mn^  Q"P) 
Qp/n  (théorème de  Tinseau). 

1 1^  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que 
fait  la  base  mnp  avec  les  trois  plans  rectangulaires  Qmii, 
QTip,  Q^pm  est  égale  à  Tunîté,  et  la  somme  des  carrés 
des  sinus  est  égale  à  a.  Ces  sommes  sont  donc  les 
mêmes  pour  tous  les  triangles  de  Tinvolution. 

12^  La  droite  Qo  fait  avec  les  trois  arêtes  rectangu- 
laires Qm,  Q/i,  Q/i  des  angles  dont  la  somme  des  carrés 
des  cosinus  est  (^ale  è  i;  or  Qo  est  perpendiculaire  an 
plan  de  la  base  mnp  :  donc  la  somihe  des  carrés  des  sinus 
des  angles  que  font  les  arêtes  avec  la  base  est  ausai  égale 
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c'est-à-dire  ^e  la  somme  des  carrés  des  valeors  inverses 
des  arêtes  est  une  quantité  constante  pour  tous  les  trian- 
gles d'une  même  involution,  et  égale  au  carré  de  la  valeur 
inverse  de  la  perpendiculaire  Qo  abaissée  du  sommet 
commun  Q  de  l'angle  trirectangle  sur  la  base. 

i3^  L'involution  plane  comme  celle  qui  est  linéaire 
est  projective,  c'est-à*dîre  que,  mise  en  perspective  sur 
un  autre  plan,  elle  donne  lieu  à  une  antre  involution, 
mais  pour  laquelle  le  point  central  n'est  plus  aussi  la  per- 
spective du  point  central  de  la  première. 

Nous  avons  établi  l'analogie  qui  existe  entre  Tinvolu- 
tion  linéaire  engendrée  par  les  côtés  d'un  angle  droit 
tournant  autour  de  son  sommet,  coupés  par  une  trans- 
versale; on  sait  que,  dans  ce  cas,  le  point  central  est  si- 
tué  entre  chacun  des  couples  de  points  éonjugués,  tous 
les  segments  formés  par  ces  couples  de  points  empiètent 
l'un  sur  Tauire;  mais  on  sait  qu  il  y  a  une  involulion  où 
les  segments  sont  compris  Tun  dans  l'autre  et  où  le  point 
central  est  en  dehors,  et  qui  ne  peut  plus  être  engendrée 
de  la  même  manière*  Cette  involution  a  deux  points  dou- 
bles, situés  de  chaque  côté  du  point  central  et  à  égale  dis-^ 
tance.  Nous  allons  voir  qu'il  existe  un  genre  d'involution 
analogue  pour  l'involution  plane» 
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Sur  la  même  figare,  considérons  le  triangle  pon  qai  a  un 
angle  obtus  en  o;  abaissons  de  chaque  sommet  la  perpen- 
diculaire sur  le  côté  opposé;  ces  trois  perpendiculaires  se 
rencontreront  toujours  en  un  même  point  m,  mais  qui 
sera  en  dehors  du  triangle  pon  si  ce  triangle  renferme  un 
angle  obtus.  Si  sur  les  trois  côtés  po^  pn^  on^  comme  dia- 
mètres on  décrit  trois  sphères,  les  plans  d'intersection  de 
ces  sphères,  deux  à  deux,  seront  trois  plans  verticaux  dont 
les  traces  mn,  mp^  ma  se  couperont  suivant  une  verticale 
projetée  en  m,  qui  ne  rencontre  aucune  des  trois  sphères. 
Ces  trois  traces  /n/i,  mp^  ma  rencontreront  les  côtés  op- 
posés du  triangle  pon  aux  points  e,  6,  a,  tels,  qu'on  aura 
évidemment 

mc.mn  z=z  mh  ,mp  ^^  ma.mo\ 

et  si  maintenant  on  considère  le  tétraèdre  Qmnp  de  la 
première  involution  à  angle  solide  trirectangle  en  Q,  on 
voit  que  mQ  perpendiculaire  au  plan  Q^np  sera  telle, 
({u^on  aura 

• 
Du  point  m  comme  centre,  avec  mQ  pour  rayon,  décri- 
vons une  sphère,  et  d^un  point  quelconque  Q  de  cette 
sphère,  abaissons  une  perpendiculaire  Qo  sur  la  base; 
en  ce  point  Q  menons  à  la  sphère  un  plan  tangent  Qn/; 
dont  la  trace  soit  np,  sur  laquelle  étant  pris  à  volonté  un 
point  71,  on  détermine  le  point  p  de  manière  que  Tangle 
nQp  soit  droit  :  il  est  évident  que,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion du  point  Q  sur  la  sphère  de  rayon  mQ^  les  trois  côtés 
Qo,Qn,  Qp  de  Tangle  solide  Qpon  dont  le  sommet  est 
en  Q  donnera  le  triangle /?o/f  tel,  qu'on  aura 

/n  Q'  =  me .  mn  "zzzmh ,  mp  zsz  mo .  mn^ 
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et  alors  la  série  des  groupes  de  trois  points  lels  qviep,  Oy  n 
formera  une  involulion  dont  le  point  central  m  sera  exté- 
rieur aux  triangles  ^o/t,  et  dont  là  puissance  sera  le  rayon 
m  Q  de  la  sphère. 

Dans  cette  involution,  on  remarquera  que  le  point  Q 
étant  sur  la  sphère,  le  tétraèdre  Qmnp  aura  son  angle 
trièdjre  Q  formé  de  trois  angles  droits.  Le  point  central  m 
aéra  fixe  et  les  trois  sommets p y  o,  n  variables  et  détermi- 
nés par  les  arêtes  Q^,  Qo,  Qai  qui  forment  en  Q  un 
angle  solide  qui  n^est  plus  trirectangle,  mais  dont  un  des 
angles  est  droit.  Si  dans  le  plan  de  la  base  on  décrit  une 
circonférence,  dont  m  serait  1^  centre  ei  la  puissance  m  Q 
le  rayon,  on  voit  que  si  le  point  Q  se  trouve  sur  cette 
circonférence,  les  trois  points^,  o,  n  se  réuniront  en  un 
seul. 

Les  propriétés  particulières  a  cette  involution  sedédui* 
ront  facilement  de  la  considération  que  Tangle  Q,  du 
tétraèdre  Qmnp^  est  trîrectangle. 

Ainsi,  on  peut  définir  généralement  Tin volution  plane 
comme  étant  la  série  de  groupes  de  trois  points  quelcon- 
ques» formant  des  triangles  ayant  même  point  d'inter- 
section des  trois  perpendiculaires;  d'où  il  suit  que  le  pro- 
duit des  deux  segments  formés  sur  chaque  perpendiculaire 
entre  ce  point,  le  sommet  et  le  côté  opposé  sur  lequel  elle 
est  perpendiculaire,  est  constant.  D'où  résultent  deux  dif- 
férentes involotions,  suivantquele  point  d'intersection  de 
ces  trois  perpendiculaires  est  en  dedans  ou  en  dehors  des 
triangles,  d'où  résulte  analogie  évidente  avec  Finvolu-* 
tion  linéaire. 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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UMAROVIS  SU  L'ABAISSEMENT  ET  LA 

DES  ÉQUATIONS 

(Totr  p.  19). 


43.  M.  Faure  a  énonce  le  purisme  suivant  {voir  t.  XTI, 
p.  Sp,  question  362)  : 

Véquation  générale  du  cinquième  degré 

(i)  iMr*-H5ix*H-i0C4:"-+-io^'-f-5«r+/:=o 

peut  tOMgours  se  résoudre  algébriquement  lorsqu'on  a 
entrt^  les  coefficients  les  relations 

li*—  ee ^  ^df de  —  cf 

^  ^  '  *»  — ac  ~  c"  ^hd  ~  bc  —  ad 

Cette  question,  posée  en  1 857,  ^^  P^^  encore  été  résolue. 
Ce  qui  la  rend  particulièrement  difficile,  c'est  l'ignorance 
de  la  forme  sous  laquelle  doivent  se  présenter  les  racines. 
Si  cette  forme  était  connue,  elle  devrait  renfermer  trois 
indéterminées  en  fonction  desquelles  on  pourrait  expri- 
mer les  rapports  des  coefficients  à  Tun  d'entre  eux  :  on 
aurait  cinq  équations  qui  par  Télimination  des  trois  in- 
déterminées fourniraient  les  relations  indiquées  dans  re- 
noncé. La  démonstration  se  réduirait  donc  à  une  vérifi- 
cation. 

La  plus  simple  équation  du  cinquième  degré  résoluble 
par  radicaux  est  l'équation  binôme 

x^-|->=:o, 

et  cette  propriété  se  conserve  daus  les  transformations 
que  Ton  peut  faire  subir  à  cette  équation.  Une  des  plus 
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».    » 


simples  consiste  à  changer  x  en r  -  '  potuie  la 

transformée 

(3)  (j:-ha)»+X(x-{-p;»=ro, 

dont  ridentificatîon  avec  Tëquation  (i)  donne 

a  6  c  d  e  / 

L^âimination  de  X  entre  ces  équations  conduit  aux  sui* 
vantes  : 

aa  —  b       ao} — c       ao^  —  d       «a*— ^       aa^ '^f 

que  Ton  peut  écrire  ainsi,  après  quelques  réductions  : 

(4)  «g?  —  ^(g  -4-  p)  +  <î  =  o, 

(5)  iigp{g-+-p)— ^(g'-f-p'H-gpy+^/sto, 

(6)  flap(a»4-P'-*-gp)  — *(«'-+- P")  aH-p)-hi?  =  o, 

(7  )  tf ap(a«  +  p'Xa-H  P)—  ^(«' "^-  «'P  +  «'P'^- «P*-+-  P')  ■+/ =  «• 

Les  équations  (4)  et (5)  donnent 

/o\                   «       bd'—c^                -       flrf — 6r 
(8)  gp= rri     «-hP= 77- 

n  ne  resterait  plus  qu*à  substituer  ces  valeurs  dans  les 
équations  (6)  et  (7)  qui  sont  symétriques  par  rapport  a 
a  et  à  /3  ^  mais  ce  calcul  serait  compliqué  et  on  peut  Fé- 
viter  parla  considération  suivante. 

Si  Ton  prend  Féquation  aux  inverses  des  racines  des 
équations  (i)  et  (3),  on  aura 

(3/        (i+,y+x(i+py=o. 
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Cette  dernière  peut  s'écrire 


('"*-0*-*-?K"'^?y^'' 


ou,  en  posant  (x  =  ^> 


('+îy+'»('+îy=«- 


Or,  cette  équation  est  de  même  forme  que  l'équation  (3), 
et  par  suite,  comparée  à  l'équation  (i)',  elle  conduira  a 
des  relations  qui  devront  se  déduire  des  équations  (8) 

par  le  changement  de  a  en  ->  de  |3  en  ^9  de  a,  &,  c. . . 

P 

en  /,  e,  ^2, . .  •  On  aura  donc 

.  I    ce  —  tP        î        I  rf —  dr 

ou 

•^        ce  —  a*  c«f  —  a' 

La  comparaison  des  équations  (8)  et  (10)  donne  immé- 
diatement les  relations  (d),  et  Ton  peut  compléter  le  po- 
risme  de  M.  Faure,  qui  devient  alors  un  théorème,  par 
l'addition  suivante  : 

Les  racines  de  V équation  (i)  sont  de  la  forme 


I  — V> 
oà  oc  et  ^  sont  les  racines  tle  V équation 

[ac  —  6'  )  j*  —  (  ad —  bc)%-\'hd  —  c*  =  o, 
et 

au  —  b 

6  —  ap 
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14.  Oa  aurait  po  se  contenter,  après  avoir  devine  que 
Téqualion  (i)  devait  être  réductible  i  la  forme  (3),  de 
vérifier  si  les  coefficients  de  Féquation  (3)  satisfont  aux 
relations  (a)  ;  mais  cela  n'aurait  pas  appris  si  les  rela- 
tions (a)  sont  i  la  fois  nécessaires  et  suffisantes. 

Au  reste,  on  peut  trouver  d'autres  théorèmes  du  même 
genre.  Par  exemple,  Téquation  (i)  serait  encore  résoluble 
algébriquement  si  Ton  avait 

h*  —  /ic         c'  —  ae         bc  —  ad 

et  les  racines  seraient  de  la  forme. . .  ;  mais  nous  laisse- 
rons aux  lecteurs  le  plaisir  de  découvrir  eux-mêmes 
cette  forme,  si  cela  les  intéresse.  P. 


COlPOSmON  POUR  L'ADIISSION  a  légolb  polïtkcirkiiii 

(I8S4)  (*). 


On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  (O),  un 
point  A  et  une  droite  (D)  ;  du  point  A  on  mène  une 
droite  qui  coupe  (D)  au  point  B;  sur  AB  comme  dia- 
mètre on  décrit  une  circonférence  :  cette  circonférence  et 
la  circonférence  O  ont  pour  corde  commune  une  droite 
qui  rencontre  AB  en  M.  On  demande  le  lieu  décrit  par 
le  point  M  lorsque  la  droite  AB  tourne  autour  du 
l)oint  A. 

1®  Le  point  A  et  la  circonférence  (O)  étant  fixes,  exa- 
miner quelles  sont  les  différentes  formes  que  présente  le 


(*)  Donnée  à  quelques  élères  qui  n*ont  pu  composer  avec  la  majorité 
des  eandldats. 
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lieu  (M)  lorsque  Ton  considère  des  droites  telles  que  D 
parallèles  entre  elles. 

a^  Faire  voir  que  les  différentes  courbes  ainsi  obtenues 
passent  par  quatre  points  fixes  et  ont  leurs  axes  parallèles. 
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Hahdbuch  Dxa  algesiulischfk  Ahaltsis.  Traité  d*Axa* 
LTSB  algébrique;  par  M.  O.  Schlômûch,  pix>fesseur  à 
rÉcole  Polytechnique  de  Dresde.  3*  édition  ]  i  voltime 
grand  in-8  de 4^4  pages.  léna,  i86a. 

Nous  nous  proposions  depYiis  longtemps  de  signaler 
aux  lecteurs  des  Noux^elles  Annales  cet  excellent  ou- 
vrage, dont  nous  ne  saurions  trop  recommander  l'étude 
aux  candidats  à  nos  grandes  Ecoles  et  aux  auditeurs  des 
Facultés  des  Sciesfces.  Les  théories  exposées  dans  ce 
livre  forment  une  introduction  à  Tétude  du  Calcul  infi- 
nitésimal, servant  de  complément  aux  traités  d'Algèbre, 
et  renfermant  la  plupart  des  formules  importantes  qui 
peuvent  s'établir  d'une  manière  simple  et  naturelle  sans 
le  secours  de  la  notation  différentielle.  On  en  pourra 
juger  d'après  l'analyse  sommaire  que  nous  allons  donner 
des  principaux  chapitres. 

Chapitre  /"*.  —  Généralités  sUr  les  variables,  sur  les 
fonctions  et  sur  leur  représentation  géométrique.  —  For- 
mules relatives  à  Taddition  des  fonctions  circulaires  in- 
verses. 

Chapitre  II.  —  Des  valeurs-limites  des  fonctions. 
On  y  trouve  exposées  avec  détail  les  formules  sur  les- 
quelles est  fondée  la  différentiation  des  fonctions  expo^ 
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n^itielles  et  logariihmiques,  formules  qui  sont  par  elles- 
mêmes  d'un  grand  usage  dans  les  calculs  d'approxima- 
lion  et  dans  la  théorie  des  séries.  La  formule 

lim j =  fi, 

pour  d  infiniment  petit,  de  laquelle  toutes  les  autres  se 
déduisent,  est  démontrée  à  l'aide  d'inégalités  très-simples 
résultant  d'identités  algébriques,  et  sans  aucun  recours  i 
la  formule  du  binôme  et  aux  développements  infinis.  On 
en  déduit  très-simplement  la  méthode  pratique  qu'ont 
employée  les  premiers  inventeurs,  Neper  et  Briggs,  pour 
le  calcul  des  Tables  de  logarithmes.  On  en  tire  encore  les 
formules  suivantes,  utiles  dans  la  théorie  des  séries. 
Si  Ton  fait,  pour  abréger, 

L  désignant  des  logarithmes  relatifs  à  une  base  quel-« 
conque,  et  si  Ton  pose 

et  ainsi  de  suite,  on  aura,  pour  tù  infini, 

Chapitre  III.  —  Continuité  et  discontinuité  des  fonc^ 
tions. 

Chapitre  IV,  —  Valeurs  moyennes  des  fonctions. 
Ce  chapitre  contient  le  développement  d'tme  théorie 

Aim.  àe  Mëthémau^  a*  Bérie,  t.  Ul.  (Novembre  1864.  )         33 
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analogue  à  Y  Arithmétique  des  infinis  de  Wallis,  et  con- 
duisant facilement  à  un  grand  nombre  de  résultats  que 
l'on  obtient  ordinairement  par  le  calcul  intégral.  La 
valeur  moyenne  d'une  fonction^ (x),  prise  entre  les  li- 
mites x^  et  X  de  la  variable,  n'est  autre  chose  que  la 
quantité 

f{x)  dx. 


— 


On  parvient  à  la  déterminer  par  des  considérations  di- 
rectes, analogues  à  celles  du  chapitre  II,  et  les  résultats 
obtenus  servent  à  remplacer  Fintégration  dans  ses  appli- 
cations les  plus  simples  au  développement  des  fonctions 
en  séries  et  à  l'évaluation  des  aires  et  des  volumes.  C'est 
ainsi  que  l'auteur  est  conduit  aux  développements  en  sé- 
ries de  log  (i  +  x)  et  de  arc  tangx,  dont  il  obtient  immé- 
diatement le  terme  complémentaire  sous  une  forme  très- 
simple.  Le  même  procédé  lui  donne  les  développements 
de  sinx  et  de  cosx,  la  cubature  des  surfaces  du  second 
ordre  et  les  formules  pour  le  calcul  approximatif  des 
quadratures. 

Chapitre  V.  —  Des  sdries  infinies. 
Nous  remarquons  d'abord  dans  ce  chapitre  le  carac- 
tère de  convergence  de  la  série 

h      ^(^H-i)       6(^-4-i)(^-t-2) 
û       fl(a-hi)       a{a-{-i)(tf-f-a) 

Ensuite,  après  avoir  établi  les  règles  de  convergence  les 
plus  simples,  fondées  sur  le  principe  de  la  comparaison 
des  séries,  M.  Schlômilch  expose  avec  détail  les  carac- 
tères qui  fout  reconnaître  la  convergence  dans  les  cas 
douteux  successifs.  Puis  il  traite  de  la  convergence  ab- 
solue ou  conditionnelle,  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  d'une  variable  et  de  la  continuité  des  fonc- 
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lions  qu'elles  représentent,  des  séries  périodiques^   de 
Taddition  et  de  la  multiplication  des  séries;  il  termine 
par  quelques  notions  sur  les  séries  doubles  et  sur  leur 
conTergence  absolue  ou  conditionnelle. 

Chapitre  VI,  —  Théorème  du  binôme.  —  Série  bî- 
nomiale  pour  un  exposant  quelconque.  Discussion  de  sa 
couvergence.  —  Propriétés  des  coefficients  binomiaux. 

—  Applications. 

Chapitre  Vil,  —  Séries  exponentielles  et  logarith- 
miques. 

Chapitre  VIII,  — Séries  goni  orné  triques  (développe- 
ment des  fonctions  circulaires  sinx,  cosx,  etc.).  —  Ex- 
pression des  fonctions  circulaires  sous  forme  de  produits 
infinis.  —  Développement  de  logsinx,  log  coso:,  etc.,  en 
séries.  —  Développement  de  sécx,  de  tangx,  etc. 

Chapitre  IX. —  Séries  cyclométriques  (développement 
des  fonctions  circulaires  inverses  arcsinx,  arc  tangx, 
etc.). 

Chapitre  X,  —  Des  fonctions  de  variables  complexes. 

—  Théorème  de  Moivre  et  ses  conséquences.  —  Expo- 
nentielles à  exposants  complexes. 

L'auteur  part  de  l'équation  de  définition 


e^(r  =  lim[i4--^t^y 


pour  m  =  oo  . 

Logarithmes  des  quantités  complexes. —  Fonctions  cir- 
culaires des  quantités  complexes. 

Nous  aurions  désiré  que  l'auteur  eût  indiqué  à  cet  en- 
droit la  notation  si  commode  des  fonctions  hyperboliques, 
pour  désigner  les  quantités 


-  smix  = 9     cQstx= . 

f  a  2 


33. 
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La  théorie  de  ces  fonctions,  dont  l'emploi  est  si  commode 
dans  le  calcul  intégral  et  en  particulier  dans  le  dévelop- 
pement des  fonctions  elliptiques,  mérite  de  devenir  clas- 
sique, surtout  depuis  la  publication  récente  des  excel- 
lentes Tables  de  M.  Gronau.  Il  aurait  suffi  d'ailleurs  de 
quelques  indications,  les  formules  relatives  aux  £i^ctions 
hyperboliques  ne  diflerant  que  par  quelques  changements 
de  signe  des  formules  relatives  aux  fonctions  circulaires. 
Représentation  géométrique  des  nombres  complexes. 
.  Peut-être  Fauteur  n'a-t-il  pas  fait  assez  ressortir  ici 
combien  cette  représentation  est  liée  à  Torigine  même 
des  quantités  complexes  ^  elle  est  déjà  contenue  dans  la 
définition  même  de  lexponentiellcf  imaginaire 

ff**  =  cosx  -h  I  sinx, 

cos  j:  et  sinx  étant  Tabscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  du 
cercle  de  rayon  i.  On  aurait  pu  indiquer  paiement  l'a- 
nalogie entre  l'addition  des  quantités  complexes  et  la 
composition  des  vitesses  ou  des  forces.  Nous  espérons 
que,  dans  la  prochaine  édition,  M.  Schlômilch  ajoutera 
quelques  nouveaux  développements  sur  ce  sujet,  qu^l 
connaît  si  bien. 

Chapitre  XL  —  Séries  et  produits  infinis  de  quantités 
complexes. 

Chapitre  XII.  —  Des  fractions  continues. 

On  ne  suppose  pas  ici  que  les  numérateurs  des  fractions 
intégrantes  soient  tous  égaux  à  Tunité  positive.  Ils  sont 
laissés  quelconques,  pour  la  grandeur  et  pour  le  signe. 

Caractères  de  convergence  des  fractions  continues  in- 
finies. —  Irrationnalité  de  certaines  fractions  continues. 
—  Restes  des  fractions  continues.  —  Développement  des 
racines  carrées  en  fractions  continues. 

Chapitre  XIII.  — Transformation  des  séries  en  frac- 
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tions  continues.  —  Développement  des  fonctions  les  plus 
importantes  en  fractions  continues.  —  Irrationnalité  des 
logarithmes  naturels  et   du  nombre  tt.   —  Remarque 
finale. 

L'ouvrage  est  terminé  par  un  Appendice  contenant 
un  résumé  de  la  théorie  des  équations  algébriques.  Dans 
cet  abrégé  substantiel  (90  pages)  Fauteur  a  fait  entrer  la 
résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions  symé- 
triques, les  diverses  méthodes  pour  le  calcul  approxima- 
tif des  racines  (il  donne  la  préférence  à  la  méthode  de 
-Nev7ton  modifiée  par  Horner),  et  quelques  notions  sur 
les  déterminants  et  sur  l'élimination. 

D'après  cet  aperçu  nécessairement  incomplet,  on  peut 
juger  de  quelle  utilité  serait  la  lecture  de  cet  ouvrage 
pour  tous  ceux  qui  veulent  pousser  l'étude  des  Mathé- 
matiques au  delà  des  premiers  éléments.  Il  serait  donc 
bien  à  désirer  que  ce  livre  fût  traduit  dans  notre  langue. 
Cependant,  grâce  aux  progrès  que  fait  de  nos  jours  l'en- 
seignement des  langues  vivantes^  il  est  à  espérer  que 
bientôt  aucun  candidat  sérieux  à  l'Ecole  Polytechnique 
ne  sera  arrêté  par  la  difficulté  du  texte  allemand,  dont  le 
style  est  d'une  clarté  toute  française. 

Nous  saisirons  roccasioh  de  mentionner  ici  une  autre 
publication  importante  du  savant  rédacteur  du  Zeitschrift 
fur  die  Mathematik  und  PJvysih.  M.  Schlomilch  a  fait 
paraître  l'année  dernière  le  premier  volume  de  la  2®  édi- 
tion de  son  Précis  d'Analyse  supérieure  (  Compendium 
der  hôheren  Analjsis),  Ce  volume,  qui  doit  former  la 
partie  élémentaire  de  l'ouvrage,  renferme  à  peu  près  les 
matières  exigées  par  nos  programmes  pour  la  licence  es 
sciences  mathématiques.  Le  second  volume,  qui,  nous 
l'espérons,  ne  tardera  pas  à  suivre  le  premier,  renfermera 
les  éléments  des  théories  plus  élevées  du  calcul  intégral, 
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et  rendra  un  service  éminent,  en  facilîlant  Tétude  de 
ces  théories  aux  lecteurs  qui  ne  peuvent  recourir  aux 
ouvrages  spéciaux. 

J.    HoiJEL. 


GONSiDfiRATIONS  SDR  LES  fidIiATIONS  DU  SBGOKD  DURÉ 
A  DEUX  ET  TROIS  VARIABLES^ 

Par  m.  h.  LEMONNIER. 


Je  me  propose,  dans  ce  travail,  de  présenter  quelques 
applications  de  formules  qu^on  trouve  dans  le  Traité  des 
sections  coniques  de  Salmon,  p.  14^9  §  i6e,  et  d'étendre 
les  mêmes  considérations  aux  surfaces  du  second  degré. 

PREMIÈRE    PARTIE. 

I.  Si  X  Qlj  sont  les  coordonnées  d*un  point  sur  lin 
plan  par  rapport  à  des  axes  faisant  entre  eux  Tangle  6, 
que  X  et  Y  en  soient  les  coordonnées  par  rapport  à  des 
axes  dé  même  origine  faisant  l'angle  6',  et  qu'on  ait 

A  a:»  -H  Bx^-h  C^'  =  A'  X»-h  B'  XY  +  C'Y», 

les  deux  formules  dont  nous  développerons  des  consé- 
quences sont  les  suivantes  : 

A-hC  — Bcos9_A'-+-C  — B  cosQ^ 

sin'O  ^  sin»e'  ' 

^  ^  i        b»--4ac    b'«->4a'C' 

l  sin»0  sin^ô' 

Salmou  en  présente  une  démonstration  très-simple, 
donnée  par  le  professeur  Boole  dans  le  Journal  mathéma- 
tiqne  de  Cambridge.  Il  convient  de  la  reproduire  ici. 
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Soit  posé 

Ax» -h  B  jrj  +  C/»  =  A' X»  +  B'X  Y -f- C  Y% 

dans  les  conditioDS  eicprimées. 
On  sait  que 

j;>-|.  j>^  axjcosO  =  X'  H-  Y»  -f-  sXYcosd'. 
Donc  on  a  identiquement 

=  A'X'H- B'XY -h  C  Y»  +  >(X»l|- Y»4- aXYcosO') 

ou  bien 

(A -h  >)x'-h  (B4-3Xcose)x;-H-(C  +  >)j^ 
=  (A'  +  X)  X«-t-{B'-H2>  cosô' jXY-h  (C'  +  >)Y^ 

Si  l'on  dispose  de  X  de  façon  que  le  premier  meoibre 
soit  le  carré  d'une  fonction  entière  de  x  et  de  j^, 

/lïx  -f-  «/  -h  p, 

le  second  membre  sera  le  carre  d'un.e  fonction  entière 
de  X  et  de  Y,  déduite  de  la  précédente  par  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  x  et  de  j^  en  fonction  de  X  et  de  Y. 

Donc  on  aura  pour  X  les  mêmes  valeurs  par  la  condition 
que  le  premier  membre  soit  le  carré  d'une  fonction  en- 
tière de  X  et  dej^,  et  par  la  condition  que  le  second  soit 
le  carré  d'une  fonction  entière  de  X  et  de  Y. 

Donc  les  équations 

(B  ■+.  2>  cose  y—  4  ( A  H-  X )  (C  4-  >)  =  o, 
(B'-f.  2>cosô')'— 4  (A'4- >)(C'-|->)  =  o 

ont  les  mêmes  racines. 

Ordonnées  par  rapport  à  X,  ces  équations  deviennent 

48in^Ô.X»-H4(A-f.C  — Bco50)>-f.4AC   — B>=o, 
4  siD»  O'.X»  -H  4  (  A'  4-  C  -  B'  cos  e')  >  +  4  A'  C-  B'^=:  o. 
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Il  en  résulte 

A-4"C--Boos0_  A^+C^-^B^co>0^ 

sin*0  sin»e' 

1  B'  — 4AC_B^'— 4A^C 

(  sin^e       ~"       sin*e' 

Elles  pourraient  s^établir  par  d'autres  considérations, 
n.  Les  théorèmes  d'Apollonius  découlent  immédiate- 


ment  de 

ces  formules. 

Soit 

^  b' 

I  = 

o 

l'ëquatioQ  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes. 
Soit 


7-.-^pî-'  =  «> 


ce  que  devient  l'équation  en  prenant  pour  nouveaux  axes 
coordonnés  des  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un 
angle  0. 


Nous 

aurons 

I         1 

I        I       fl'>  "^  6'» 

et 

• 

4   ^       4 

a^b^       a'»6'^sin»e 

Donc 

ab=a'b'  mB 

et  par  suite 

fl»-4-6*  =  a'»4-^'*. 

Cela  s'applique  à  l'hyperbole  par  le  changement  de  &' 
en  —  i'  et  celui  de  A'*  en  —  A'*,  si  l'axe  des  a:  est  dirigé 
suivant  l'axe  réel  de  la  courbe  et  l'axe  des  X  suivant  le 
diamètre  réel  considéré. 
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D'ailleurs,  dans  le  cas  de  Fellipse,  pour  que  a'*  et  C 
soient  réels,  il  faut  avoir 

Fangle  aigu  de  deux  diamètres  conjugués  y  varie  donc 
depuis  un  angle  droit  jusqu'à  un  minimum. 

m.  Équation  qui  donne  les  longueurs  de  deux  dia- 
mètres conjugués  faisant  un  angle  0^ 
Soit 


(0 


A«»  -f-  Bxy  -f-  Cr'  -h  Dx-f-  E/  -H  F  =  0 


l'équation  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  par  rapport 
à  des  axes  faisant  un  angle  Q.  On  a  ainsi 

B'^4AC^o, 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  centre,  Téquation  (1) 
deviendra 


(») 


A.x^ 


L  désignant  l'expression 

AE>  —  BDE -h  CIH -h  F  (B  —  4AC) 
2A       B      P 
B     2C       E 
D       E     9tF 


:(-2). 


Qu'on  passe  de  la  à  des  axes  coçrdonnés  dirigés  sui- 
vant deux  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  ff^  l'équa- 
tion (a)  devenant 

A'X»4-C'T»-|-        ^ 


B»— 4ac 


=  0, 


on  aura 


sin'e  "    sin»«'  ' 
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et 

B»-4AC_— 4A^C 

sin*0  sin*G' 

Si  II  et  1^  sont  les  carrés  des  demi-diamètres,  positifs 
ou  Dégatifs  suivant  que  ces  diamètres  sont  réels  ou  ima- 
ginaires, 1/  et  1^  seront  déterminés  par  les  équations 


d'où 


B'  — 4ACV«      «'Z 


A'C'=: 


(B*~4AC)»aP 


Donc 


—  4L'  I  _  B«— 4AC 

(B»  —  4  AC)»  sin*  e'  '  IIP  *"■      sin'Ô     ' 

—  L  u-hv         A  +  C  — Bcosô 


d'où 


(B'  — 4AC)  ttpsin'ô'  sin'O 

_        ■-4L»sin«0 
"''~(B>  — 4AC)^sin>e'' 


A  -f-  C  —  B  cose 

(B*  — 4AC)' 


u  -4-  ç  = 3 •  4  L. 


Ces  deux  résultats  impliquent  les  théorèmes  d'ApoUo* 
nius.  Les  quantités  u  el  u  seront  les  racines  de  l'équa- 
tion 

.     A-hC  — BcosO 4^*s'°'Q         _ 

^       (B»  — 4AC)»  (B»  -  4  AC)'  sin»  e'  ""  ^' 

L'éKjuation  conviendra  aux  longueurs  des  axes  si  0'=  — 

Elle  devient  alors 

AH-X—BcosO  jL»sin»e    _ 

^      ^^     (B^— 4AC)'  (B'-~4AC)»""''* 
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IV.  Etant  donnée  Téquation  d'une  hyperbole 

Ax»-hBx7'-4-Cj*-+-Dar-|-E/4-F=o 

rapportée  à  des  axes  faisant  un  angle  9,  former  l'équa- 
tion de  la  courbe  par  rapport  aux  asymptotes. 

L'équation  devenant  paf  le  transport  de  Forigine  au 
centré 

soit 

ce  qu'elle  devient  quand  les  asymptotes  sont  prises  pour 
axes  coordonnés. 

Sî  6'  désigne  l'angle  que  font  les  derniers  axes,  nous 
aurons 

B'^   _B»— 4AC 
sin*0'  sin*9 

et 

—  B' cosô'  _  A+C  —  BcosO 
sin'ô'  sin^e 

De  là  on  tire 

—  cosô'       AH-C  — BcosO 


et 


B'  B«  — 4AC 

cos'O'  _  ( A  -^  c  —  B  cosey 

sin^e'^   (B>  — 4AC)sin»e  ' 

•      ,A/        (B*— 4AC)sin»9 
"«  (A-t-C— Bcose)^' 

sin^ô'  = (B'-4AC)sin»9 

(A-hC  -BcosO)»-«-(B>— 4AC)mn'Ô 
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Donc 

(  A  H-  C  —  B  cosO)»  4-  (B»  —  4  AC)  sin»©' 

p/__  B'~4AC 

±:V^(A-+-C  — Bcos9)»-H;B*— 4ÂC}bin'e' 

^,  A  H-  C  —  B  cosô 

ip  V(A  -4-  C  —  B  cosô)»  -+-  (B»  —  4aC)  sin'ô' 

V.  Soient 

Ax^  4-  Bxx  -h  Cj»  4-  Dx  4-  E^  4-  F=  o, 

A'X»4-B'XY  4-C'Y»4-D'X4-E'Y4-  F'  =  o 

deux  équations  qui  représentent  soit  la  même  ellipse, 
soit  la  même  hyperbole,  ou  bien  des  ellipses  ou  des  hy- 
perboles de  même  grandeur  mais  dififérant  par  la  situa- 
tion, la  première  par  rapport  à  des  axes  faisant  un 
angle  0^  la  seconde  par  rapport  à  d^autres  axes  quel- 
conques faisant  un  angle  0\ 

L'équation  dont  les  racines  sont  les  carres  des  demi- 
axes  de  la  courbe  est,  dans  le  premier  système, 

I^      M.       /r  A4-C  — Boosô^        4L»sin»ô' 

(^^      ^'■'^L     (B.^4ACr     ^- (B^4 Ml7  "^  "' 

et,  dans  le  second  système,  c'est 

/«/^    V»      iL'  A-  +  C-~B-cosO-         _4L''sin'ô'  _  _ 

IJ  étant  une  fonction  analogue  à  L,  savoir 

V  =  A'  E"  —  B'  D' E'  4-  C  D'»  4-  F'  (B'»  —  4  A'  C). 
Les  deux  courbes  sont  égales,  si  elles  ont  les  mêmes 
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axes.  Les  conditions  d*ëgalité  sont  donc 

A  4-  C  —  BeosO  _  y  ,  A^  -»-  C  —  B'  cosO^ 
(B'  — 4AC)»     ""  (B'»  — 4A'C')^    ' 

L»sin?9      _       r'sin^e^ 

(B«  — 4ac)»~"(B'»— 4a'C')*' 

ou,  sous  une  autre  forme, 

B»  — 4AC   _  L^sin^O  _    L' (A-^C-- BcosQ)' 

^  L'»sin*0'       L'*(A'H-C'  — B'cose')' 

Il  est  à  remarquer  que  si  les  deux  équations  se  rap- 
portent à  la  même  origine  ainsi  qu'à  la  même  courbe, 
et  qu'on  ait  F  =  F\  on  aura 

A  -^  C  —  B  cose       A  -+-  C  —  B'  co&Ô' 


sin*e                            sin'ô' 

J 

avec 

B'  — 4AC_B'»  — 4A'C\ 

sin*0                 sin*ô'       ' 

par  suite, 

L 

■  ^^^^ 

V                       L 

.    ,..        ou        — ï— t:  =  —r- 

V 

sin»0       sin»e'  B'— 4AC       B"  — 4a'C' 

VI.  Les  deux  équations 

Aor*  4-  BJej  -4-  Cj'  +  l>:c  -h  E^  -f-  F  =  o, 
A'  X»H-  B'XY  -t-  C'Y» H-  D'X  +  E'  Y  -+-  F  =  o 

représentent  des  hyperboles  conjuguées,  si,  ayant 
B»  —  4  AC  >  o,     B'»  —  4A'C'  >  o, 

les  deux  équations  (a)  et  (af)  ont  leurs  racines  ^ales  et 
de  signes  contraires,  c*est-à-Kiire  si  Ton  a 

A  +  C  — Bcos9_  A^-hC  — B^cosO' 

(b»-4ac)»   ~"  (B"-«4a'c')'  ' 

L'sin^e      _      L'»ain»e' 

tB'  —  4 AC)*  ~  (B'»— 4A'C)' 
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oja  bien 

1      i  • 

B'  — 4AC   _  L'  sin'  8  _  r_    L  (A-+-C  — Bc^sO)    V 

B'»-4A'C'  -j^n^j^l^,-  L      L'(A'H.C-B'i;SiF)J  • 

Vn.  Soient  des  paraboles  égales  données  par  les  deux 
équations 

Az*  -h  Bxf  -h  Cr'  -f-  D«  H-  E^  4-  F  =  o, 

A'X»  +  B'XY  4- C  Y»H- ly  X-f-E' Y -f- F  =  o. 

En  considérant  la  parabole  comme  la  limite  d*une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole,  la  dernière  forme  donnée  aux  équa- 
tions de  condition  du  §  V  conduit,  k  cause  des  égalités 

B*  —  4  AC  ==  o,     B'»  —  4A'C'  =  o, 
à  la  relation 

L*sin'9  A-hC  — Bcose 


w,T  •  K/       A'-j-C'-B'cosô' 

Cette  condition  peut  se  transformer. 
Nous  aurons  ici 

L  =  AE«-BDE  +  CD'=AE'-BDE+Ç5!=.(i£z:2^', 

en  supposant 

A^o. 
De  même, 

L'=i jj-, SI     A'^o; 

« 
On  aurait  aussi 

(BE---2CD)»  ^,_{B'K'  —  !iaD'y 

^-       4c         ""^  Ta 
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La  condition  d'égalité  devient  donc 

^ ; —  sin*  ô  :  ^ \ ^  sin^  6' 

A'^  A'" 

—  AH-C  —  Bcose 

—  A'-+-C'  — B'cosC'' 
ou  bien 


2 


(BE-2CD)'    .    J,    (B'E'— aC'DM^    .  \^ 
^ j i-  sin  '  e  :  ^ j '—  sin^  ^ 

A +  C— BcosO 


—  A'  -h  C  —  B'  cosô' 

De  là  se  déduit  le  paramètre  d'une  parabole  donnée 
par  Téquation 

Ax»-4-  Bxx4-C7^-|-Dx+Ej-t-F=o, 

relativement  à  un  diamètre  faisant  Fangle  d'  avec  les 
cordes  qui  lui  sont  conjuguées. 
Soit 

la  seconde  équation  de  la  parabole. 
Nous  aurons 

(BE— 2CD)'    .  i.    .,   ,,7     7^       A -(-C- Bcose 


d'où 


2  4 


donc 


I  (BE~2CD)»  sin»ô  , 

C^(A-f-C-«Bcose)  sin'Ô' 

, BE  — 2CD  sin'e 

4[C'(A  +  C-BcosÔ)J 
Si  Ton  désigne  par  ^p^,  et  par  ^ip^a  les  paramètres  re- 
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laûfs  à  des  diamètres  inclinés  des  angles  0'  et  0^  sur  leurs 

cordes,  on  aura  donc 

.  ,«,              .  ,^„                      (BE— 2CD)sîn»9 
;.^,sin»e'  =  p^,  sm'Ô^  =  P^^ ' ' 1 

^      4[c'(AH-C  — BcosO)]' 
(BD^2AE)sin>e 

4[a^(A-4-C— BcosÔ)]' 
Que  Téquation  d'une,  parabole  soit 

OU 

-4-- f -Hi  =  o, 


tf'         ai 


on  aura  donc 

p^,  sin*  9'  = 


3 


d'où 


,   /  I  I  2C0S9\  * 

—  /?!îi^\'  /*!      fZ      acoso\ 


ce  qui  donne,  pour  6  =  -  et  6'  =  -» 


a\»       ô*       a» 


Ce  dernier  résultat  a  été  obtenu  plus  longuement  par 
Salmon  (p.  179,  §  ai3). 
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VIII.  A  quelles  conditions  les  équations 

(e)  Ax'-hBxj  +  Cr'H-  Dx  +  EjH-F  =  o, 

(9')        A'X«-f-  B'XY  H-  C'Y'  H-  D'X-h  E'Y  -h  F'  =  o 

donnent-elles  des  ellipses  ou  des  hyperboles  semblables  ? 

Considérons  les  équations  correspondantes  relatives 


aux  axes 


Les  racines  de  la  première  étant  u  et  i^,  celles  de  la  se^ 
conde  u'  et  ^',  les  deux  courbes  sont  semblables,  si  Ton  a 

-  — -  — K 

u         p  ' 

le  rapport  de  similitude  ^K  pouvant  être  réel  ou  imagî> 
naire. 
Delà, 

c'est-à-dire  pour  la  seconde  équation 

V'  =  VK, 


d'où 


^*^'-  (^--"Îa'C'y  (^'  +  ^'  -  ^'«««')  "^^ 


4L'^sin»Q'      _ 

""  (B'^— 4a'C)»  ■"  ^' 

ou  bien 

4L'        (A^H-C— B'cosQ')  4L"sin^Q'      _ 

(B'>— 4A'C')'  K  K»(B"  — 4A'C')»~^' 

4iiii.  «ie  Mathémat.,7*  série,  t.  III.  (Décembre  1864.)  34 
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En  conséquence,  on  a  pour  équations  de  condition 

LfA-hC-  Bcosô)        L'(A'-hC'  — B'cosôM 


et 


(B^  — 4ac)2  (b"— 4a'C'^k 


L'sin^ô  L"sm^0' 


(  B=— 4  AC)^     K»(  B'»  —  4  A'  cy 


d'oi 


V  i  B^-.4AC  \^A^4-C''— B^cose^ 

AH-C—  Bcosô 


L-  /  B--4AC\ 

h  vb''-4a'C7 


el 


/i/y  /«nô^y  /  B^->4Acy 

\L  /    V  sine  /  Vb"—  4A'C7  ' 


Donc  on  a 


—  B^cosQ'y_  B^'— 4VC^  /sinO^\ 

—  Bcosd  /  ""    B'— 4AC     \sin0  / 


Pour  que  le  rapport  de  similitude  soit  réel,  il  faut  d'ail- 
leurs que  Ton  ail 

L'  A'H-C'—B'cose' 

—  — , ^ ^  o. 

L      AH-C  — BcosO   ^ 
IX.  Si  Téquation 

Ax'  -H  B j-j  -+-  C^  -f-  Dx  -f.  Ej  -h  F  =  o, 

rapportée  à  des  axes  coordonnés  faisant  Tangle  d,  repré- 
sente une  ellî  pse  dont  a  et  b  seropt  les  demi-axes,  Taire 
de  Tellipse  sera 


Signalons  encore  pour  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
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rapportée  en  coordonnées  rectangulaires  à  deux  systèmes 
d'axes  dont  Torigine  commune  est  sur  le  centre,  ayant 
ainsi  lea  équations 

Aa^  H-Ba7-HC^*-HF=o, 

A'X»  -h  B'XY  H-  C  Y»  -h  F  =  o, 

les  deux  relations 

A-^C  =  A'-hC', 
B»  — 4AC=B"  — 4A'C'. 

La  première  revient,  si  ret  r^  sont  deux  rayons  à  angle 
droit,  R  et  R'  deux  autres  rayons  analogues,  à  la  formule 


I  I 


r^        r"        R'        R'^' 

J'ai  fait  voir  d'ailleurs,  par  un  article  inséré  déjà 
dans  les  j^nnales,  comment  deux  formules  signalées  par 
M.  Tabbé  Aoust  et  par  M.  Faure  se  rattachent  à  nos  deux 
formules  du  n^  I.  On  en  déduit,  dans  le  cas  de  trois 
rayons  rectangulaires, 

3/1        1  \ I         I         I 

9/1        1  '®   \ '  *  ' 

76  \?  "*"  ï^  "^  J^'J  "~  ^  "^  ïîTf  "^  TÇP' 

(Fin  de  la  première  partie.  ) 


et 


34. 
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NOTE  SDR  LES  SURFACES  DD  SEG«IW  DIGRfi 
ET  SOLUTION  DE  U  QUESTION  700; 

Par  m.  â.  PICART, 

Professeur  au  lycée  Charlemagne. 


La  proposition  énoncée  sous  le  n^  700  dans  la  livrai- 
son de  mars,  savoir  : 

La  surface,  lieu  des  sections  circulaires  diamétrales 
des  ellipsoïdes  appartenant  à  un  système  homofocal, 
coupe  les  ellipsoïdes  orthogonalement  (Strkbor),  est 
une  conséquence  immédiate  de  quelques  propriétés  bien 
connues  des  surfaces  du  second  degré. 

i^  Le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  en 
un  point  d'une  surface  du  second  degré  (a  centre)  est 
égal  au  cairé  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente, 
div^isé  par  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  ce 

pomt  :  r  =  — - 

En  effet,  soit  ds  le  rayon  vecteur  de  Tindicatrice  qui 
correspond  â  la  section  normale  menée  par  un  point  M, 
et  k  la  distance  du  plan  de  Tindicatrice  au  plan  tangent 
en  ce  point;  le  rayon  de  courbure  rdela  section  est  égal 

à  — r-  Désignons  par  E  le  demi-diamètre  qui  aboutit  au 

2  A* 

point  M,  par  h  la  portion  de  ce  diamètre  comprise  entre 
IM  et  le  plan  de  Tindicatrice,  et  par  6  Tangle  qu'il  forme 
avec  la  normale  en  M;  on  a,  d'une  part, 

k  =  h  cosô, 
d'autre  part, 
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Portant 

ces 

valeurs 

de  A  et  ds*  dans  l'expression  de  r,  on 

obtient 

'^~Ecose 

ou 

(I) 

Corollaire.  —  Le  long  tïune  section  circulaire,  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale  est  en  raison 
inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent. 

On  peut  remarquer  encore,  en  passant,  une  consé- 
quence importante  de  la  formule  (i),  savoir  : 

Les  sections  circulaires  en  chaque  point  sont  égale^ 
ment  inclinées  sur  les  lignes  de  courbure  gui  passent 
par  ce  point  ^  puisque  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales,  dirigées  suivant  les  deux  sections  circulaires, 
sont  égaux,  en  vertu  de  la  formule  (i). 

a^  Idi  distance^  en  un  point,  d'une  surface  du  second 
degré  à  la  surface  homofocale  infiniment  voisine ,  est  en 
raison  inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 
en  ce  point. 

Désignons,  suivant  Tusage,  par  p*,  p*  —  A*,  p* — c*, 
les  carrés  des  demi-axes  de  la  surface^  par  a,  (3,  y  les 
angles  que  forme  avec  les  axes  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  sur  le  plan  tangent  en  un  point  de  cette 
surface.  On  a 

P»  =  p»cos'a  -H  {p*  —  b'')  cos'P  -h  (p»  —  c")  cos»-/ 

ou 

P'  =  p' —  6'cos'p  —  c^cos'7. 

Si  Ton  passe  à  la  surface  homofocale  infiniment  voi- 
sine, en  laissant  constants  |3,  y,  la  variation  de  P  sera  la 
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distance  dn  chercliëe.  On  a  donc 

3^  Le  long  d'une  section  circulaire,  le  cosinus  de 
l'angle  6,  que  forme  la  normale  en  un  point  avec  le  rayon 
du  cercle  qui  aboutit  à  ce  point,  est  égal  au  quotient  du 
rayon  de  ce  cercle  par  le  rayon  de  courbure  de  la  section 

normale    correspondante  :   co80  =  --    (Théorème    de 

Meusnier.) 

Cela  posé,  revenons  à  la  question  qui  fait  Tobjet  de 
cette  Note. 

Que  Ton  mène  les  normales  à  la  surface  le  long  des 
sections  circulaires  diamétrales,  et  qu'on  les  prolonge  ex- 
térieurement jusqu'à  la  surface  homofocale  infiniment 
voisine,  les  extrémités  de  ces  normales  sont  à  une  dis- 
tance du  centre  égale  à 

R-f-  £— ^.cosG 


ou 


R+  -p-7 


ou 


R 


ou  enfin 


pdp  RP 
T"*  R^ 


P^P 


R-^-^-^  n 


Cette  distance  est  constante  ;  tous  ces  points  sont  donc 
sur  une  sphère  concentrique  à  la  surface,  et,  par  suite, 
ils  appartiennent  aux  sections  circulaires  diamétrales  de 
la  surface  homofocale  infiniment  voisine. 

(*)  Ce  que  nous  appelons  R  ici  est  le  demi-axe  moyen  de  la  sorfaee. 
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Cette  conclusion  renferme  la  proposition  énoncée. 

Note.  —  MM.  Gourtiu  et  Godart,  Angiboust,  élèyes  de  Sainte-Barbe; 
LacauchiO)  élève  du  lycée  de. Strasbourg,  et  de  Marailly,  nous  ont  adressé 
des  vérifications  analytiques  du  théorème  de  M.  Strebor. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  FAURE; 

Par  m.  J.   MENTION. 


Avant  (le  déduire  ce  théorème  d'une  remarque  très- 
simple,  j'apporierai  à  un  énoncé  trop  général  une  restric- 
tion qui  ne  change  rien  aux  conséquences  que  j'en  aï  tirées 
dans  diverses  circonstances.  Si  Ton  admet  le  cercle  con- 
jugué imaginaire  par  rapport  à  un  triangle  acutangle,  on 
peut  dire  que  les  quatre  cercles  conjugués  relatifs  aux 
triangles  d'un  quadrilatère  ont  toujours  le  même  axe  ra- 
dical. Mais  pour  le  cercle  des  hauteurs,  ou  le  cercle  qui 
a  son  centre  au  point  de  rencontre  des  hauteurs  et  un 
rayon  moyen  proportionnel  entre  les  segments  dans  les- 
quels chaque  hauteur  est  divisée,  c'est  différent. 

Il  n'est  pas  toujours  exact  de  dire  que  les  quatre  cercles 
de  hauteurs  d'un  quadrilatère  aient  pour  axe  radical  la 
ligne  des  milieux  de  ses  diagonales.  Tous  les  points  de 
rencontre  des  hauteurs  ont,  ellectîvement,  la  même  puis- 
sance en  valeur  absolue  par  rapport  aux  cercles  décrits  sur 
les  diagonales  comme  diamètres  :  mais  il  arrivera  souvent 
que  deux  de  ces  puissances  seront  négatives.  La  médiane 
sera  alors  l'axe  radical  de  deux  seulement  des  cercles  de 
hauteurs  et  aussi  du  cercle  circonscrit  au  triangle  dia- 
gonal. 

Théorème.  —  La  puissance  du  centœ  d'une  conique, 
par  rapport  au  cercle  circonscrit  à  un  triangle  conjugué. 
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est   égale  à  la  somme  algébrique  des   carrés  rie  ses 
demi-axes  [Nouvelles  Annales  y  t.  XXI,  p.  i6). 

Démonstration* — La  puissance  du  centre,  par  rapport 
au  cercle  des  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  une  co- 
nique, est  égale  à  la  somme  algébrique  des  carrés  des 
demi-axes  [*).  Or,  un  triangle  conjugué  est  toujours  le 
triangle  diagonal  d'un  quadrilatère  circonscrit,  pour  le- 
quel deux  au  moins  de  quatre  cercles  des  hauteurs  ont  le 
même  axe  radical  avec  celui  qui  est  circonscrit  au  triangle 
diagonal.... 

Parabole.  —  Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  conjugué  est  un  point  de  la  directrice.  Cela  se 
voit  comme  plus  haut,  ou  autrement,  puisque  ce  centre 
est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  ayant 
pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  premier*,  et  le 
nouveau  triangle  est  circonscrit  à  la  parabole. 


SUR  LES  SURPAGES  ANALLAGIATI^UBS 
BU  QUATRIEME  ORBRB; 

Pae  m.   moutard. 


I  (**). 

La  ligne  d'intersection  de  chaque  surface  directrice  et 
de  la  sphère  principale  correspondante  est  une  ligne 
focale  de  la  surface  anallagma tique. 

Cette  ligne,  en  effet,  peut  être  considérée  comme  le  lieu 


(»)  Voir  les  Nom^lles  AnnaUs,  U  VIIÎ,  p.  453,  et  t.  IX,  p.  5. 

(«")  Cette  Note  a  été  présentée  h  la  Société  Philomathiqae  le  3o  juillet 
1864  ;  elle  fait  suite  à  l*article  inséré  dans  ce  volume  (p.  3o6). 

Ce  premier  article,  que  nous  avions  extrait  du  journal  VlmsUtut,  a  été 
présenté  à  la  Société  Pfailomathique  le  i4  mai  1864* 
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des  ceuires  des  sphères,  de  rayon  nul,  doublement  tan- 
gentes à  la  surface;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme 
une  ligne  double  de  la  développable  circonscrite  à  Fanal- 
lagmatique  et  au  cercle  de  Tinfini. 

Lorsque  deux  surfaces  anallagma tiques  ont  en  commun 
une  ligne  focale,  elles  ont  les  cinq  mêmes  pôles  princi- 
paux et  les  cinq  mêmes  lignes  focales;  elles  sont  dites  ho- 
mofocales. 

Deux-  surfaces  anallagmatiques  du  quatrième  ordre  ho- 
mofocales  se  coupent  partout  à  angle  droit;  leur  ligne 
d'intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  chacune  des 
surfaces. 

Par  tout  point  de  l'espace  il  est  possible  de  faire  passer 
trois  surfaces  anallagmatiques  du  quatrième  ordre  ayant 
une  ligne  focale  donnée.  Pour  en  obtenir  les  directrices, 
il  suffit  de  construire  les  trois  surfaces  du  second  ordre, 
qui  contiennent  la  ligne  focale  et  sont  tangentes  au  plan, 
lieu  des  points  de  même  puissance  par  rapport  à  la  sphère 
principale  et  au  point  donné. 

De  tout  cela  il  résulte  que  les  anallagmatiques  homo- 
focales  du  quatrième  ordre  forment  un  système  triple- 
ment orthogonal. 

un. 

Parmi  les  cinq  surfaces  directrices  homofocales  d'une 
surface  anallagmatique  donnée  du  quatrième  ordre,  il  y 
a  toujours  un  hyperboloïde  à  une  nappe,'  il  peut  y  en 
avoir  trois. 

Considérons  le  quadrilatère  formé  par  quatre  généra- 
trices rectilignes  de  l'un  de  ces  hyperboloïdes  et  les  sphères 
doublement  tangentes  à  l'anallagmatiqne  ayant  leurs  cen- 
tres aux  sommets  de  ce  quadrilatère.  La  surface  anallagma-» 

(*)  Ce  qui  suit  a  été  présenté  à  la  Société  Philomathique  dans  la  séance 
du  6  août  1864.  Nous  l'avons  extrait  du  journal  Vlnuitut, 


(  5:^8  ) 

tique  peut  être  considérée  coaime  le  lieu  des  points  dont 
le  produit  des  puissances  par  rapport  à  deux  sphères  oppo- 
sées (dont  les  centres  sont  deux  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère dont  il  vient  d'être  question)  est  dans  un  rapport 
constant,  positif  ou  négatif,  avec  le  produit  des  puissances 
par  rapport  aux  deux  autres  sphères  (*). 

Ce  rapport  constant  est  égal  à  celui  des  segments  détei^ 
minés  par  le  centre  de  la  surface  directrice  sur  la  droite 
qui  joint  les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère.  La 
sphère  principale  n'est  autre,  du  reste,  que  la  sphère  or- 
thogonale aux  quatre  sphères  données. 

En  particularisant  le  quadrilatère,  on  arrive  à  diverses 
définitions  de  Tanallagma tique  parmi  lesquelles  nous  cite- 
rons celle-ci  : 

Une  anallagmatique  du  quatrième  ordre  peut,  en  géné- 
ral, être  définie  de  dix  manières  diH'ércntes  comme  le 
lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux  points 
fixes  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  des  dis- 
tances à  deux  plans  fixes. 

L'anallagmatique  la  plus  générale  ne  peut  pas  être  dé- 
finie comme  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances 
à  deux  points  fixes  est  dans  un  rapport  constant  avec  le 
produit  des  distances  à  deux  autres  points  fixes. 

Pour  qu'une  anallagmatique  soit  susceptible  d'une  pa- 
reille définition,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  puisse  inscrire 
dans  la  ligne  focale  un  quadrilatère  formé  par  quatre  gé- 
nératrices rectilîgnes  de  la  surface  directrice.  Lorsqu'il 
existe  un  pareil  quadrilatère,  il  en  existe  une  infinité 
d'autres. 

Ou  rencontre  ainsi  un  théorème  indépendant  des  anal- 
lagmatiques,  tout  à  fait  analogue  au  célèbre  théorème  de 

(*)  Voir,  dans  les  Nouveths  Annales  de  Mathématiques,  avril  i864,  p-  i^;* 
une  définition  analogue  du  tore  donnée  par  M.  Darboiix. 
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M.  Poncelet  sur  les  polygones  simultanément  inscrits  et 
circonscrits  à  deux  coniques  :  dans  la  courbe  d'intersection 
d'un  hyperboloïde  et  d'une  autre  surface  du  deuxième 
ordre^  il  est,  en  général,  impossible  d'inscrire  un  poly- 
gone d'un  nombre  pair  donné  de  côtés  formé  par  des  gé- 
nératrices rectilîgnes  de  Thyperboloïde;  mais  lorsqu'on 
pourra  en  trouver  un,  il  en  existera  une  infinité  d'autres. 
Ce  théorème  se  déduit  de  celui  de  M.  Poncelet  par  une 
simple  perspective. 


SDR  L'INTERSECTION  DE  DEUX  CONES; 

Par  m.  Ch.  DE  TRENQUELLÉON, 

Élève  de  TÉcole  Normale. 


Théorème  I.  —  L* intersection  de  deux  cônes  circu' 
taires  droits,  dont  le  second  a  son  sommet  dans  le  plan 
de  la  base  du  premier,  son  axe  parallèle  à  celui  du  pre- 
mier et  la  même  hauteur  que  le  premier,  se  projette  sur 
le  plan  de  la  base  suiv^ant  un  o\^ale  de  Descartes, 

Considérons,  en  effet,  un  point  M  de  celte  intersec- 
tion ;  par  ce  point  menons  un  plan  parallèle  aux  plans 
des  bases.  Si  l'on  désigne  par  r  cl  r*  les  rayons  des  deux 
parallèles,  par  R  etR'  les  rayons  des  deux  bases,  par  A  la 
distance  du  sommet  A  du  premier  cône  au  parallèle  et 
par  H  la  hauteur  commune  des  deux  cônes,  il  viendra 


r          h 

r' 

H~/i 

R=H' 

R' 

H      ' 

en  ajoutant,  il  vient 


R-'F^"'' 
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la  projection  est  donc  un  ovale  de  Descartes   dont  les 
foyers  sont  le  centre  de  la  base  du  premier  cône  et  le 
sommet  du  second. 

En  employant  une  méthode  analogue  à  celle  que  nous 
venons  d'indiquer  pour  prouver  le  théorème  I,  on  éta- 
blira la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  L'intersection  de  deux  cônes  circu- 
laires droits j  dont  les  bases  sont  dans  le  même  plan  et 
dont  les  hauteurs  sont  différentes,  se  projette  sur  le  plein 
des  bases  suii^ant  un  oi^ale  de  Descartes. 

Théo&èmb  m.  —  L^ enveloppe  dune  série  d^ ovales  de 
Descartes  y  dont  Fun  des  foyers  A  reste  fixe  et  dont 
l'autre  se  meut  suivant  une  ligne  droite  MN  (  les  autres 
paramètres  de  Vét/uation  de  la  courbe  restant  constants) y 
se  compose  de  deux  coniques. 

D'après  le  théorème  I,  l'enveloppe  cherchée  sera  la 
projection  sur  le  plan  MN  A  de  rinlerseclîon  d'un  cône 
circulaire  droit  C,  dont  la  base  a  pour  centre  le  point  A 
et  un  rayon  convenablement  choisi,  avec  Tenveloppc 
d'une  série  de  cônes  circulaires  droits  C|,  ayant  pour 
sommets  les  différents  points  de  la  ligne  ]VIN,  des  axes 
parallèles  à  celui  du  cône  C  et  un  angle  au  sommet  déter- 
miné. L'enveloppe  des  cônes  Ct  se  composant  de  deux 
plans  passant  par  la  ligne  MN  et  inclinés  sur  le  plan  MNA 
d'un  angle  complémentaire  de  celui  des  cônes  C^  Tenve- 
loppe  cherchée  se  compose  à  son  tour  de  deux  coniques. 

Théorème  IV.  —  L'enveloppe  d*une  série  d'ovales  de 
Descartes,  dont  l'un  des  foyers  A  reste  fixe  et  dont  F  autre 
se  meut  suivant  un  cercle  O  (les  autres  paramètres  de 
t équation  de  la  courbe  restant  constants),  se  compose 
de  deux  ovales  de  Descartes  aj  ant  pour  foyers  les  points 
OetA. 
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Le  théorème  I  nous  montre  que  l'enveloppe  cherchée 
est  la  projection  sur  le  plan  du  cercle  O  de  Tintersection 
d'un  cône  circulaire  droit  C,  dont  la  base  a  pour  centre 
le  point  A  et  un  rayon  déterminé,  avec  l'enveloppe  d'une 
série  de  cônes  circulaires  droits  Ci,  ayant  pour  sommets 
les  différents  points  du  cercle  O,  des  axes  parallèles  à 
celui  du  cône  C  et  un  angle  au  sommet  déterminé.  Or, 
l'enveloppe  des  cônes  C|  se  compose  évidemment  de  deux 
cônes  symétriques  par  rapport  au  plan  du  cercle  O,  ayant 
pour  base  commune  le  cercle  O  et  pour  angle  au  sommet 
l'angle  des  cônes  Ci«  L'enveloppe  des  ovales  de  Descartes 
satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé  se  compose  donc 
de  deux  ovales  de  Descartes  ayant  pour  foyers  les  points 
OetA. 


SOLUTIONS  GÉ0NÈTR1Q1IES  DE  QUESTIONS 
TRAITEES  mLYTlQDEMENT  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES; 

Par  m.  a.  DE  P., 

Élève  du  lycée  Satnt-Lottis  (daase  de  M.  Vacquant). 


Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  éguilatères  circon- 
scrites à  un  triangle  est  le  cercle  dit  des  neuf  points  de 
ce  triangle. 

Toute  hyperbole  équilaière  circonscrite  à  un  triangle 
passe  par  le  point  de  concours  des  trois  hauteurs. 

Remarque  préliminaire*  —  Dans  tout  triangle,  les  mi- 
lieux des  trois  côtés,  les  pieds  des  trois  hauteurs,  les 
milieux  des  droites  qui  joignent  le  point  de  concours 
des  trois  hauteurs  aux  sommets  sont  sur  une  même  cir- 
conférence de  cercle.  De  plus,  si,  ABC  étant  le  triangle, 
a'  le  pied  de  la  hauteur  abaissée  de  A  sur  BC,  a  le  milieu 
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de  BC  et  a"  le  milieu  de  AP,  P  éunt  le  point  de  concours 


FiG    I 


des  hauteurs,  ou  prend  un  point  O  sur  le  cercle  des  neuf 
points,  l'angle  a"Oa  est  droit,  car  aal'  est  un  diamètre, 
l'angle  a^a^a  étant  droit. 

Soient  A,  B,  G  trois  points  d'une  hyperbole  équilatère 
dont  Ox  et  Oy  sont  les  asymptotes;  soit  a  le  milieu 
de  BC,  c  le  milieu  de  AB.  L'angle  cOa  est  égal  à  Tangle 
ABC.  En  effet,  d'après  une  propriété  connue  de  Thyper- 
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bole  équilatère,  Tangle  que  l'asymptote  Ox  fait  avec  AB 
est  égal  à  l'angle  que  la  même  asymptote  fait  aTec  Oc^ 
diamètre  conjugué  de  AB.  De  même,  l'angle  queOx  fait 
avec  BC  est  égal  à  l'angle  aOx*  L'angle  en  B  étant  égal  â 
la  somme  de  ces  deux  angles,   l'angle  ABC  est  par  suite 
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^al  à   cOa  :   théorème  quo  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

L*  angle  que  font  entre  elles  deux  dire<:tions  est  égal 
à  r  angle  que  font  entre  eux  les  diamètres  conjugués  de 
ces  directions. 

Joignons  c  et  6  ainsi  que  b  et  a  :  Tangle  cba  ^  6. 
Donc  les  quatre  points  a,  O,  b,  c  sont  sur  une  même 
circonférence  de  cercle  qui  est  précisément  le  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  ABC. 

Soit  P  le  point  de  concours  des  hauteurs  :  la  droite  AP 
est  perpendiculaire  sur  BC,  le  diamètre  conjugué  de  AP 
est  donc  perpendiculaire  sur  Oa.  Soit  a''  le  milieu 
de  AP.  D'après  ce  que  nous  avons  vu,  l'angle  a"Oa  est 
droit;  donc  a"  est  un  point  du  diamètre  conjugué  de  AP; 
donc  P  appartient  à  l'hyperbole,  puisque  A  est  située  sur 
cette  courbe. 

Réciproquement,  si  une  hyperbole,  passant  par  les  trois 
sommets  d'un  triangle,  passe  par  le  point  de  concours  des 
hauteurs,  cette  hyperbole  est  équilatère.  En  effet,  prenons 
un  cinquième  point  sur  l'hyperbole  proposée  différant 
des  quatre  premiers.  Par  les  trois  points,  sommets  du 
triangle,  et  ce  dernier  point,  on  peut  toujours  faire  passer 
une  hyperbole  équilatère  qui  passe  aussi  par  le  point  de 
concours  des  hauteurs  ;  donc  les  deux  coniques  ont  cinq 
points  communs,  elles  se  confondent;  la  première  est 
donc  équilatère. 

Eiroifcé.  —  Les  bissectrices  des  angles  que  les  rayons 
^vecteurs  d'un  point  quelconque  de  t ellipse  font  auec 
le  grand  axe  se  coupent  sur  la  tangente  à  l'un  des  som^ 
mets  situés  sur  le  grand  axe. 

Le  point  de  rencontre  est  sur  la  tangente  à  l'ellipse  au 
poi^l  considéré. 

Démonstration . — Soient  F  et  P  les  deux  foyers,  A  et  A' 
les  deux  sommets  situés  sur  le  grand  axe,  M  et  M'  un 
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point  situé  sur  Tellipse.  Menons  la  tangente  en  M.  Soit  P 
son  point  de  rencontre  avec  la  tangente  en  A.  Joignons 


Fie.  3. 


FM,  FP,  F'M,  F'P  et  FF'A  :  la  droite  F'P  est  bissec- 
trice de  Tangle  MF'A,  car  on  sait  que  Tangle  sous  le- 
quel une  corde  est  vue  d'un  foyer  a  pour  bissectrice  la 
droite  qui  va  du  foyer  au  pôle  de  la  corde.  De  même,  la 
droite  FP  est  bissectrice  de  Tangle  A'FM. 

Les  théorèmes  se  trouvent  donc  démontrés.  La  même 
démonstration  s'applique  à  Thyperbole  et  toutes  les  con- 
séquences s'en  déduisent  très-simplement  (*), 


CORRESPONDANCB. 


Extrait  de  diverses  lettres  de  M.  Catalan.  —  1.  Si 

l'équation  d*une  courbe  est  mise  sons  la  forme  u=  -r— :* 

les  points  d'inflexion  de  cette  ligne  sont  déterminés  par 
Téquation 

ç(w)-|-  ç"(w)  =  O, 

2.  Si  le  premier   membre   d'ime  équation   est   une 
somme  de  deux  carrés  P'  4-  Q',  on  peut,  de  deux  infinir 

{*)  Voir  page  m.  MM.  Toubins,  Douradou  et  Picquot  noua  onl  aussi 
adressé  des  démonstrations  très-simples  de  ce  théorème. 
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tes  de  manières  y  le  transformer  en  une  autre  somme  de 
deux  carrés,  au  moyen  des  formules 

P'  =  Pcosa  —  Qsina,      P"  ^Pcosa -i- Qsina, 
Q'  =  P  sin a  -f-  Qcosn,      Q"  ==  P  sin a  —  Q  cosa. 

3.  De  là  résulte  que  Féquation  de  Thyperboloïde  à 
une  nappe  étant  mise  sous  la  forme 

?  +  F  =  ?  +  '' 

les  génératrices  sont  représentées  par 

—  =  -cosa  —  sina.        -  = -cosaH- sina* 
a       c  a       c 

7- =  -  sma -f- cosa.      7-=-sin« — cosa. 
oc  oc 

4*  Les  normales  à  une  surface  du  second  ordre^  menées 
par  les  différents  points  d'une  section  parallèle  à  un  plan 
principal,  rencontrent  deux  droites  fixes. 

5.  Sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles.  — 
La  méthode  proposée  par  M.  Realis  se  trouve  dans  mon 
Manuel  des  Candidats  (t.  I,  p.  ^^ol).  Contrairement  à 
Topinion  de  votre  sayant  collaborateur,  je  dis,  à  Tendroit 
cité:  a  Malheureusement,  le  calcul  des  dérivées  de  la 
fraction.  ••  est  presque  toujours  fort  compliqué.  » 

Du  reste,  cette  méthode,  d'une  simplicité  plus  appa- 
rente que  réelle,  est  loin  d'être  nouvelle  :  je  l'ai  inventée 
(après  Euler!)  étant  élève  à  TEcole  Polytechnique;  elle 
me  valut,  à  cette  époque,  un  curieux  autographe  de 
Poisson. 

6.  Méthode  de  Schwab. —  En  lisant,  dans  le  numéro 
de  juillet,  la  Note  de  M.  M.,  j'avais  bien  reconnu  que 
l'auteur  a  fait,  sans  le  vouloir,  une  nouvelle  édition  de 

Ann.  de  Blatkémai.,  a«  série,  t.  III.  (Décembre  1864.)         35 
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l'iiitéressaul  article  publié   aulrefois  par  M.    Armand 
Farcy  [Noux^elles  Annales,  t.  III,  p.  58a). 

A  propos  de  Schwab,  j'ajouterai  un  détail  curieux,  et 
probablement  peu  connu.  La  remarquable  et  élégante 
méthode  des  isopérimèires  est  due  i  Descartes.  Dans  un 
Mémoire  d^Euler,  que  j'ai  lu  il  y  a  environ  vingt-cinq  ans, 
le  grand  géomètre,  après  avoir  exposé  cette  méthode, 
ajoute  à  peu  près  ceci  :  «  La  démonstration  que  je  viens 
de  faire  connaître  a  été  donnée  par  M.  Descartes*,  depuis 
la  mort  de  ce  philosophe,  elle  a  été  oubliée;  c^est  pour 
qu'elle  ne  le  soit  plus  que  je  l'expose  de  nouveau,  é 

7.  Disfision  d'un  polynôtne  entier,  etc.  (p.  4^7 )•  — 
La  question  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  sui- 
vant : 

Soit  f{x)  =  (ar  —  a)  [x  —  i)...(.T  —  /),  et  soit  F{jtr) 
un  polynôme  entier^  le  reste  de  la  dii^ision  de  F(x)  par 
f{x)  est 

Démonstration  intuitiv^e,  comme  disait  Fexcellent  et 
savant  Terquem  (*). 

M.  Fortunato  Padula,  de  Naples,  -^  On  trouve 
dans  le  tome  XII  des  Nouv^elles  Annales  le  théorème 
suivant  dû  à  M.  Steiner  :  «  Par  le  point  p  et  les  som- 
mets A,  6,  C  d'un  triangle  on  mène  trois  droites  qui  ren- 
contrent respectivement  les  côtés  eu  ^i,  &|,  C|  :  si  l'on  a 
Ap.Bp.Cp  T=aip^bip^Cip,  le  lieu  des  points  p  est  une 
ellipse  circonscrite  au  triangle  et  ayant  pour  centre  le 
centre  de  gravité  du  triangle.  »  Cet  énoncé  est  incomplet, 


(^)  Il  suffit  de  démontrer  que  celte  expression,  éTidemment  de  degré 
inMrittir  */(«),  devient /(«),/(*),.. .,/(/),  lorsqu'on  faUx=â, 
X  =  &, . . . ,  X  =:  /.  p. 
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à  moins  que  Ton  n'ajoute  que  les  segments /? A,  pa^  pB, 
ph^  etc.,  sont  tous  de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 
Si  Ton  n'apporte  aucune  restriction  à  l'hypothèse,  le  lieu 
comprend,  outre  l'ellipse  signalée,  une  courbe  du  troi- 
sième ordre,  qui  passe  également  par  les  poinu  A,  B,  C. 
Je  crois  cette  remarque  de  quelque  intérêt,  soit  pour  faire 
connaître  une  propriété  analogue  d'une  conique  et  d'une 
courbe  du  troisième  ordre,  soit  pour  faire  ressentir  la  né- 
cessité de  l'usage  des  signes  introduits  par  M.  Chastes 
dans  la  Géométrie.  [Extrait  d^une  lettre  adressée  à 
M.  Terquem  en  i854.) 

M.  Bellauitis^  de  Padoue,  —  En  vous  signalant  la 
méthode  indiquée  (p.  121)  pour  résoudre  les  équations 
du  quatrième  degré,  je  n'ai  pas  prétendu  m'en  attribuer 
l'invention.  Je  voulais  seulement  dire  que  je  la  regardais 
comme  la  plus  commode  de  celles  que  l'on  peut  em- 
ployer; mais  je  dois  reconnaître  que  c'est  Une  des  plus 
anciennes  dont  on  se  soit  servi. 


BIOGRAPHIE. 

Adolphe  GUIBERT  (♦). 

a  Connaître  Guibert,  c'était  l'estimer  et  l'aimer.  » 
C'est  ainsi  que  l'un  des  anciens  élèves  de  l'ExoIe  de  So- 
rèze  caractérisait,  dans  un  dernier  adieu,  Thomme  de 
bien^  le  savant  modeste,  à  la  mémoire  duquel  nous  ve- 
nons consacrer  un  pieux  souvenir. 

L'Exole  de  Sorèze,  un  peu  militaire,  surtout  à  l'époque 


<*)  Mon  h  Vàge  de  soixante-hoU  aos^  le  3o  mai  1864. 

35. 
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oùGuibert  y  est  entré,  fournissait  à  TÉcole  Polytechnique 
un  large  contingent  de  sujets  distingués.  Ses  aptitudes 
spéciales  l'aTaient  dirigé  vers  les  sciences  mathématiques  ; 
il  était  élève  de  TEcole  Polytechnique  en  i8i4  et  i8i5, 
et  à  cette  dernière  date  il  défendait  Paris  au  milieu  des 
artilleurs  parisiens. 

Militaire  d'un  jour,  d^un  jour  patriotique,  il  ne  voulut 
pas  continuer  à  Tétre,  et  il  entra  dans  la  carrière  de  ren- 
seignement mathématique.  Il  fut  l'un  des  fondateurs  de 
TAssociation  Polytechnique,  dont  le  but  était  de  popula- 
riser la  science.  Il  mérita  plus  tard  d'être  admis,  par  voie 
de  concours,  comme  répétiteur  à  l'Ecole  où  il  avait  reçu 
renseignement. 

Professeur  de  Mathématiques  élémentaires  au  collège 
Louis-le-Grand,  il  se  distingua  par  la  précision  et  la 
clarté  de  son  enseignement  ^  l'un  des  premiers  il  apporta 
quelques  heureuses  modifications  à  la  Géométrie  de  Le- 
gendre.  Ses  nombreux  succès  le  désignèrent  comme  suc- 
cesseur naturel  de  Richard  dans  la  chaire  de  Mathéma- 
tiques spéciales.  Le  magnifique  enseignement  de  notre 
maître  ne  fut  pas  amoindri,  et  cependant  le  trop  modeste 
professeur  ne  fut  pas  à  l'abri  de  Fenvie  et  même  de  la 
médisance. 

Membre  de  la  Commission  chargée  de  la  révision  des 
programmes,  il  lutta  pour  conserver  à  l'enseignement 
des  lycées  le  degré  d'élévation  que  des  tendances  funestes 
auraient  pu  lui  enlever.  Examinateur  pendant  plus  de 
vingt-cinq  années  pour  l'admission  a  l'Ecole  Navale,  il 
put  du  moins  faire  prévaloir  les  bonnes  traditions.  La 
croix  de  la  Légion  d'honneur  et  le  poste  d'inspecteur  de 
l'Université  furent  la  récompense  officielle  de  ses  bons 
sei-vices. 

Les  lecteurs  des  Nouvelles  jinnales  ont  pu  apprécier 
la  sagacité  de  Guibert  dans  ses  recherches  sur  la  théorie 
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des  nombres,  recherches  qu'il  laisse  inachevées.  Nous 
terminerons  cette  Notice  par  Tanalyse  succincte  d'un  Mé- 
moire de  Mécanique,  qui  hii  servit  de  thèse  pour  obte- 
nir le  grade  de  docteur  près  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris. 

Dans  la  première  partie,  Fauteur  expose  les  propriétés 
générales  de  F  équilibre  d'un  système  de  corps.  —  Enoncé 
général  et  démonstration  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles de  Jean  BernouUi.  —  Méthode  des  multiplica- 
teurs de  Lagrange.  —  Théorème  de  Leibniz. 

Dans  la  seconde  partie  se  trouvent  exposées  les  pro- 
priétés générales  du  moui^cment  d'un  système  de  corps, 
—  Principe  de  d'Alembert,  employé  d'abord  par  Jacques 
Bernoulli  comme  moyen  particulier  de  solution,  ainsi 
que  Tobservc  Lagrange  dans  sa  lumineuse  histoire  du  fa- 
meux problème  du  centre  d'oscillation.  —  D'Alembert 
en  voit  la  portée  et  en  déduit  une  méthode  générale  pour 
mettre  en  équation  les  problèmes  de  Dynamique.  — 
Principe  des  aires,  conservation  des  forces  vives.  Sur  ce 
sujet,  l'auteur  observe  judicieusement,  ce  que  Laplace  ne 
remarque  point  dans  sa  démonstration  du  même  prin- 
cipe (Mécanique  céleste,  liv.  I),  qu'on  ne  saurait  tou- 
jours remplacer  les  vitesses  virtuelles  par  les  vitesses  ef- 
fectives. —  Le  Mémoire  se  termine  par  l'exposé  du 
principe  de  la  moindre  action. 

Ce  Mémoire,  plein  de  détails  instructifs,«se  distingue 
surtout  par  un  esprit  profondément  philosophique. 

F.-A.  Betnac, 

ProfesMUFt 
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BIBLItfilUniiB. 

Tkaité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  ihté- 
gbàl;  par  M.  /.   Bertrand,  membre  de  l'Institut, 

m 

professeur  à  l'Ecole  Polytechnique  et  au  Collège  de 
France.  Calcul  différentiel  (^),  beau  volume  in-4 
de  xLiv-780  pages  avec  figures  dans  le  texte.  Paris, 
1864*  Imprimerie  et  librairie  de  Gauthier-Yillars.  — 
Prix  :  3o  francs. 

L^Ouvrage  dont  M.  Bertrand  nous  donne  aujourd'hui 
le  premier  volume  est  destiné  à  faire  connaître  VAna^ 
lyse  infinitésimale  dans  Tétat  où  Tout  amenée  les  tra- 
vaux les  plus  récents.  Il  est  appelé  à  remplacer  le  grand 
Ouvrage  de  Lacroix,  livre  utile  pour  Tépoque  où  il  pa- 
rut, mais  fort  arriéré  depuis  les  découvertes  de  Cauchj, 
de  Jacobi,  de  Gauss  et  de  beaucoup  d'autres  Géomètres 
émineqts  de  notre  époque. 

LUnvention  de  ce  que  pendant  longtemps  on  a  appelé 
les  nouveaux  calculs  fut  une  des  plus  brillantes  du 
xvii"  siècle,  époque  où  les  sciences  jetèrent  un  si  vif  édat. 
Cependant  il  ne  faudrait  pas  croire  que  V Analyse  infini- 
tésùnale  ait  été  saluée  à  sa  naissance  comme  un  événe- 
ment. Les  grandes  inventions,  comme  tous  les  phéno- 
mènes de  Tordre  moral  ou  de  Tordre  physique,  sont  sou- 
mises à  ce  que  Leibniz  a  nommé  la  loi  de  continuité:  elles 
ont  de  petits  commencements,  et  leur  importance  ne  se 
révèle  qu'à  la  longue,  par  leurs  fruits.  Quand  Leibniz 


(*)  S0U8  le  rapport  typographique,  ce  Tolume  fait  le  plus  grand  hon- 
neur à  l'imprimerie  Mallet-Bachelier»  aujourd'hui  Gauthier-Villan,  si 
habilement  dirigée  par  M.  Bailleul. 
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dépose  le  premier  germe  de  la  méthode  dans  un  tout  pe-* 
tît  article  de  huit  pages,  il  s^agit  tout  simplement  d^une 
Nouuelle  méthode  pour  les  maxima  et  les  minima  et 
les  tangentes^  qui  f  t'est  point  arrêtée  par  les  fractions  ou 
par  les  radicaux,  ai^ec  un  noui^eau  genre  de  calcul 
pour  ces  sortes  de  questions  (*).  Newton,  qui  avait  fait 
de  son  côté  la  même  découverte,  l'expose  incidemment 
dans  le  lemme  II  de  la  viii*  proposition  du  second  Livre 
des  Principes  ('^*),  et  n'en  parle  plus  dans  la  suite  de  son 
ouvrage.  Les  illustres  inventeurs  avaient  pour  ainsi  dire 
découvert  un  monde  sans  s'en  douter. 

Cependant  la  nouvelle  méthode  ne  tarda  pas  â  se  ré» 
pandre,  surtout  sur  le  continent.  Cultivée,  avec  les  nota- 
tions de  Leibniz,  par  les  frères  BernouUi,  le  marquis  de 
l'Hospital,  Varignon,  elle  donna  la  solution  de  questions 
qu'on  n*eùt  pas  osé  aborder  par  les  anciennes  méthodes. 
Ce  ne  fut  néanmoins  qu'après  vingt  ans  de  découvertes 
brillantes  que  les  partisans  des  deux  grands  Géomètres 
soulevèrent  une  question  de  priorité  et  donnèrent  lieu  à 
une  dispute  à  laquelle  Leibniz  et  Newton  devaient  se 
mêler  un  peu  plus  lard. 

Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  les  détails  d^une  con- 
troverse fameuse  qui^  aujourd'hui  encore,  ne  parait  pas 
tout  à  fait  apaisée.  Les  Géomètres  qui  y  ont  pris  part 
ont  trop  souvent  employé  la  forme  du  réquisitoire,  c'est- 
à-dire  qu'ils  ont  cherché  des  indices  dans  des  circon- 
stances étrangères  à  la  question  et  plus  propres  à  pas- 
sionner le  débat  qu'à  Téclairer  (***)»  Sans  doute,  dans  le 
feu  de  la  dispute  où  les  deux  adversaires  se  laissèrent  entrai- 

(*)  Àcta  Upsiœ,  1684. 

(**)  Philosofhia  naturalU  prineîpia  mûihematica^  1687. 

("*")  Voici  comment  M.Lefort  termine  sa  nouyelle  et  précieuse  édition 
du  Commercium  episioUcum  de  Analysa  promota  :  m  Newton  inspire  Tadml- 
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ner  par  des  amis  trop  ardents,  ils  eurent  qœlqaes  loris 
réciproques.  Mais,  à  de  si  illustres  accusés,  ne  devrait-on 
pas  accorder  au  moins  le  bénéfice  des  circonstances  atté- 
nuantes (^),  et  excuser  quelques  vivacités  de  polémique, 
quand  il  s'agissait  non-seulement  de  leur  gloire,  mais  de 
leur  honneur  lui-même? 

Pour  bien  juger  cette  fameuse  querelle,  il  faut  dégager 
les  faits  de  tous  les  commentaires  passionnés  et  de  toutes 
les  circonstances  étrangères  à  la  question.  Cestce  qu^a 
fait  M.  Bertrand  avec  une  grande  hauteur  de  vue,  et  il 
arrive  à  celte  conclusion  que  Newton  et  Leibniz  ont  un 
égal  droit  à  la  gloire  de  Tinveution  dont  ils  ont  acceplé 
3ans  réclamalion  le  partage  pendant  vingt-cinq  ans.  k  II 
»  n'existe,  dit-il,  aucune  preuve  contre  la  parfaite  can- 
»  deur  des  grands  génies  qui  sont  en  cause,  et  Ton  doit 
»  accorder  à  tous  deux  Thonneur  de  la  découverte  qu'ils 
)i  déclarent  tous  deux  avoir  faite. •••  » 

Et  plus  loin  : 


t  ration,  Leibiiis  attire  davantage.  Pour  moi,  il  y  a  tout  an  monde  de 
»  passions  et  de  préjugés  entre  Tesprit  généreux  qui  coirespondait  avee 
»  Bossiiet  et  rêvait  ta  réunion  de  toutes  les  communions  chrétiennes,  et  le 
»  sectaire  ardent  qui  commentait  VApoealjpse  et  signalait  l'Église  de 
»  Rome  dans  la  onsîôme  corne  du  quatrième  animal  de  Daniel.»  Qu'est-œ 
que  tout  cela  fait  à  la  question  de  priorité,  et  en  quoi  l'intolérance  de 
Newton  est-elle  plus  hl&mable  que  l'intolérance  de  Bossuet? 

(*)  Pour  montrer  le  mauvais  caractère  de  Newton,  des  écrivains  sérieux 
ont  cité  le  témoignage  de  Whiston,  son  ami.  Étrange  ami,  eo  vérité! 
Whi^ton  vit  dans  Vintimité  de  Newton,  en  reçoit  des  bienfaits,  est  dé- 
signé par  lui  pour  le  remplacer  dans  sa  chaire  de  Cambridge  ;  tant  que 
Newton  vit,  Whiston  ne  cesse  d'écrire  d'humbles  commentaires  sur  les 
œuvres  de  son  maître;  mais  lui  mort,  il  l'attaque,  et  pour  justiBer  une 
telle  conduite,  il  lance  contre  Newton  une  accusation  où  le  ridicule  le  dis- 
pute à  l'odieux:  «  S'il  eût  été  vivant  quand  j'écrivis  contre  sa  chronolo- 
*  6^^»  j®  n'eusse  pas  osé  publier  ma  réfutation,  car,  d'après  la  connais- 
»  sanco  que  j'avais  do  ses  habitudes,  j'aurais  dû  craindre  qu'il  ne  me 
iuàtl  »  Newton  avait<«il  donc  Vhahitude  de  tuer  ceu\  qui  n'étalent  pas  de 
son  avis? 
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<c  Leibniz  et  Newton  partagent  donc  la  gloire  d'avoir 
»  invente  le  Calcul  différentiel^  et,  quoique  différem- 
»  ment  illustres^  chacun  d'eux  doit  être  tenu  pour  ho- 
»  noré  de  s'être  rencontré  avec  un  tel  émule.  Bien  qu'ils 
»  soient  complètement  d'accord  sur  le  fond,  on  retrouve 
»  dans  la  forme  qu'ils  ont  adoptée  l'empreinte  de  leurs 
»  génies  si  dissemblables.  L'un,  plus  préoccupé  des  lois 
))  de  l'univers  que  de  celles  de  Tesprit  humain,  semble 
»  voir  surtout  dans  les  nouvelles  méthodes  Finstrument 
»  de  ses  efforts  pour  pénétrer  la  nature,  et  leur  assignant 
»  un  but  plus  élevé  en  a  mieux  montré  toute  la  portée. 
»  L'autre,  qui  mettait  sa  gloire  à  perfectionner  l'art  d'in* 
»  venter,  a  plus  nettement  marqué  la  route,  et  nous 
»  suivons  encore  les  traces  lumineuses  qu'il  a  laissées. 
»  Le  premier,  ne  produisant  ses  découvertes  qu'après  en 
»  avoir  longuement  mûri  la  forme,  a  pu  donner  à  ses  tra<» 
»  vaux  quelque  chose  de  plus  achevé  et  de  plus  ferme, 
»  et  faire  jaillir  de  sa  pensée  toutes  les  vérités  qu'elle 
D  contient.  Le  second,  plus  habitué  à  marquer  les  grands 
»  traits,  se  plaisait  à  remuer  les  questions  les  plus  va- 
»  riées,  en  éveillant  des  idées  justes  et  fécondes  qu'il 
»  laissait  n  d'autres  le  soin  de  suivre  et  de  développer, 
»  Newton  se  croyait  rarement  obligé  à  énoncer  la  r^le 
»  avant  d'en  faire  l'application.  Leibniz,  au  contraire, 
»  aimait  à  donner  des  préceptes  et  se  montrait  plus  em- 
D  pressé  à  proposer  de  beaux  problèmes  qu'à  suivre  les 
»  détails  de  leurs  solutions.  Si  Newton,  plus  diligent, 
»  a\  ait  publié  dix  ans  plus  tôt  sa  théorie  des  fluxions,  le 
»  nom  de  Leibniz  resterait  un  des  plus  grands  dans  l'hîs- 
)>  toire  de  l'esprit  humain;  mais,  tout  en  le  comptant 
»  parmi  les  géomètres  du  premier  ordre,  c'est  à  ses  idées 
n  philosophiques  et  à  l'universalité  de  ses  travaux  que  la 
»  postérité  attacherait  surtout  sa  gloire.  Si  Leibniz,  au 
))  contraire,  abordant  plus  tôt  l'étude  des  Mathémati- 
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»  ques,  avait  pu  ravir  k  son  rival  Flionneui*  de  leur 
»  commune  découverie,  on  n'admirerait  pas  moins,  dans 
M  le  livre  des  Principes^  avec  la  majesté  des  résultats  ob- 
)>  tenus,  l'incomparable  éclat  des  détails,  et,  en  perdant 
M  ses  droits  à  Finvention  de  la  méthode  qui  s'jr  trouvée 
»  employée  afec  tant  d^art.  Newton  resterait  placé  au 
»  rang  qu'il  occupe  aujourd'hui  parmi  les  géomètres,  je 
»  veux  dire  à  côté  d'Ârchimède  et  au-dessus  de  tous  les 
))  autres.  » 

U  est  impossible  de  mieux  rendre  le  caractère  propre 
de  chaque  rival,  et  cette  heureuse  diversité  de  génie  qui 
a  plus  servi  la  science  que  ne  l'aurait  fait  une  entière 
conformité  de  vues.  Il  y  a  cependant  un  point  sur  lequel 
nous  ne  pouvons  pas  être  tout  k  fait  d'accord  avec  M.  Ber- 
trand. Si  Newton,  dans  son  livre  des  Principes,  a  em- 
ployé ai^ec  tant  d*art  la  méthode  infinitésimale,  il  faut 
avouer  que  cet  art  était  bien  caché,  puisque  le  calcul  des 
fluxions  n'apparait  à  la  surface  qu'en  deux  ou  trois  endroits 
de  l'ouvrage.  A  la  vérité,  c'est  une  opinion  assex  répandue 
que  Newton  avait  obtenu  par  le  calcul  tout  ce  qu'il  y  a 
d'important  dans  ses  Principes,  mMs  que  pour  dissimuler 
sa  marche  il  avait  présenté  les  résultats  sous  une  forme 
purement  géométrique.  Mais  nous  ne  pouvons  voir  la 
qu'une  conjecture  dénuée  de  preuves  et  due  k  une  sorte 
de  préjugé,  car  il  y  a  des  préjugés  même  en  Mathéma- 
tiques. Vers  le  milieu  du  dernier  siècle,  la  Géométrie 
était  devenue  comme  une  langue  étrangère  à  la  plupart 
des  mathématiciens.  Euclide,  qu'on  ne  lisait  plus,  pas- 
sait pour  un  auteur  plein  d'obscurités  impénétrables  (^), 


(*)  M.  Biot,  auquel  on  doit  tant  de  précieux  éclaircÎMements  sur  la  Tie 
4e  Newton,  tombe  dans  ce  préjugé  :  «  Qu'après  avoir  étudié,  dit^îl,  le* 
•  premiéros  propositions  d'Ruclide,  Newton  ait  successivement  cherche  et 
f  trouvé  la  démonstration  des  autres  par  lui-même,  plutôt  que  de  s'en- 
^  Toncer  dans  une  lecture  si  excessivement  pénible  par  les  formes  dont  elle 
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et  ceux  qui  employaient  exclusivement  le  calcul,  ou  ce 
que  Ton  appelle  improprement  Vj4ncilyse  mathématique^ 
croyaient  de  bonne  foi  qu'il  n*y  a  pas  d'autre  instrument 
de  découverte.  Sans  doute  Newton  n'a  pas  donné  le  pre- 
mier jet  de  son  esprit,  et,  par  cela  même  quHl  élevait  len- 
tement  [*)  un  système  dont  toutes  les  parties  devaient  se 
lier  et  se  soutenir  mutuellement,  il  a  dû  bien  souvent  re- 
venir sur  Tordre  qui  s'était  offert  à  lui  tout  d'abord; 
mais  rien  n'autorise  à  croire  qu'il  se  soit  imposé  cette 
gène  perpétuelle  de  penser  dans  une  langue  et  d'écrire 
dans  une  autre.  Et  pourquoi  se  douner  tant  de  mal?  Pour 
dissimuler  la  route  suivie?  Il  faudrait  donc  supposer  que 
Newton,  par  je  ne  sais  quelle  vanité  inintelligente,  aurait 
caché  des  découvertes  analytiques  du  premier  ordre,  et 
qui  pouvaient  ajouter  à  sa  gloire  déjà  si  grande. 

Ces  raisons  suffisent  pour  rejeter  une  hypothèse  qui, 
d'ailleurs,  comme  nous  Favons  déjà  dit,  n'est  appuyée 
sur  aucune  preuve  authentique,  Nous  croyons,  avec 
M.  Chasles,  un  bon  juge  en  fait  d'invention  géomé- 
trique, que  Newton  a  trouvé  la  plupart  de  ses  inven- 
tions par  la  Géométrie,  et  que  le  meilleur  moyen  de  fa- 
ciliter la  lecture  de  son  immortel  ouvrage  serait  un 
Commentaire  fait  dans  l'esprit  et  les  fortnes  de  la  Géo- 
métrie moderne. 


»  est  hérissée,  Toilà  ce  qui  peut  se  comprendre;  et  surtout  sMl  arait  déjà 
»  pris  connaissanoe  des  mêmes  propositions  pour  ses  jeux  d*enfaiit,  dans 
»  quelque  livre  vulgaire,  on  concevra  mieux  encore  qu^il  ait  jugé  inutile 
»  de  perdre  son  temps  dans  une  sijaii^ante  lecture.  »  Ainsi,  voilà  M.  Biot 
obligé  de  recourir  à  des  hypothèses  plutôt  que  d'admettre  qu'une  intelli- 
gence comme  celle  de  Newton  a  pu  comprendre  un  livre  élémentaire  qui 
aujourd'hui  encore  initie  les  jeunes  Anglais  à  la  connaissance  de  la  Géor 
métrie. 

(")  C*est  cette  lenteur  qui  a  fait  accuser  Newton  de  cacher  obstinément 
ses  inventions,  comme  si  Tauteur  d'un  ouvrage  do  longue  haleine  é^iit 
tenu  de  le  communiquer  au  public  chapitre  par  chapitre. 
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Après  cette  digression, peut-être  un  peu  longue,  sur  un 
point  d'histoire  à  peine  effleuré  par  M.  Bertrand,  nous 
laisserons  sa  Préface  si  remarquable  pour  nous  occuper 
du  fond  de  Touvrage. 

Le  nouveau  Traité  de  Calcul  différentiel  est  divisé  en 
trois  Livres. 

Le  premier  Livre,  divisé  en  huit  Chapitres,  est  consa- 
cré à  Vétude  des  différentielles  et  des  dériuées» 

Dans  le  premier  Chapitre,  TAuteur  établit  les  notions 
fondamentales  sur  les  différents  ordres  d'infiniment  pe- 
tits et  les  théorèmes  par  lesquels  on  démontre  dans 
quels  cas  on  peut  négliger  certaines  quantités  sans  al- 
térer le  résultat  définitif  du  calcul.  Des  applications 
géométriques  montrent  immédiatement  le  vrai  sens  des 
termes  employés.  Les  objections  que  Ton  a  faites  bien 
souvent  à  la  méthode  infinitésimale  sont  presque  tou* 
jours  des  querelles  de  mots  :  elles  tombent  dès  qu^on  ne 
voit  dans  certaines  formes  de  langage  que  des  phrases 
abrégées,  dont  le  sens  ne  doit  pas  être  cherché  ailleurs 
que  dans  les  locutions  complètes  qu  elles  sont  destinées  à 
remplacer.  En  un  mot,  le  Calcul  différentiel  est  une 
langue  qu'on  apprendra  plutôt  par  Fusage  que  par  les 
longues  dissertations  des  grammairiens. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  aux  dérivées  et  aux 
différentielles  du  premier  ordre.  C'est  une  théorie  de- 
venue aujourd'hui  élémentaire  et  qu'on  enseigne  avec 
raison  dans  les  Cours  de  Mathématiques  spéciales. 

Dans  le  troisième  Chapitre,  M.  Bertrand  expose  la 
théorie  entièrement  neuve  des  déterminants  de  JonC" 
tions.  L'analogie  entre  les  déterminants  et  les  dérivées 
est  complète,  et  l'importance  des  applications  donne  à 
cette  ingénieuse  conception  de  Jacobi  le  droit  de  (igurer 
parmi  les  principes  de  la  science. 

Les  autres  Chapitres  de  ce  Livre  font  connaître  les  dé- 
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ri\fées  d'ordre  supérieur  au  premier,  les  différentielles 
des  fonction  s  définies  géométriquement  ^  les  formules  re- 
latives au  changement  des  variables  indépendantes  et 
la  formation  des  équations  différentielles. 

Le  Livre  II  traite  des  séries.  Il  est  divisé  en  dix  Cha- 
pitres qui  comprennent  une  étude  générale  des  séries  :  la 
série  de  Taylor  et  celle  de  Lagrange,  avec  leurs  princi- 
pales applications  y  les  développements  en  fraction  conti^ 
nue  ou  en  produit  d^un  nombre  infini  de  facteurs,  la 
théorie  des  fonctions  d^une  variable  imaginaire  et  celle 
des  résidus  diaprés  Caucliy.  Les  deux  derniers  Chapitres, 
qui  ne  se  lient  pas  d'une  manière  bien  naturelle  à  Fobjet 
du  Livre  II,  font  connaître  la  valeur  des  expressions  qui 
se  présentent  sous  une  forme  indéterminée,  ainsi  que  la 
théorie  des  maxima  et  des  minima. 

Le  Livre  UI  comprend  les  applications  géométriques 
qui  n*ont  pu  trouver  place  dans  le  Livre  précédent.  On 
y  étudie  la  courbure  des  lignes  et  des  surfaces,  la  théorie 
des  courbes  à  double  courbure,  celle  des  lignes  de  cour- 
bure et  les  propriétés  des  lignes  tracées  sur  une  surface. 
Chaque  Chapitre  est  suivi,  sous  le  titre  d'Exercices, 
d'un  certain  nombre  de  théorèmes  qui  n'étaient  pas  de 
nature  à  prendre  place  dans  Tensemble.  Enfin  Touvrage 
est  terminé  par  une  Table  alphabétique  des  matières, 
destinée  à  faciliter  les  recherches,  utile  appendice  dont 
MM.  les  Éditeurs  se  montrent  trop  avares  aujourd'hui. 

L^Ouvrage  de  M.  Bertrand,  d'une  lecture  facile,  où  la 
Géométrie  et  l'Analyse  sont  heureusement  alliées,  ren- 
ferme tout  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  à  connaître  dans  le 
Calcul  différentiel.  On  y  signalera  des  lacunes,  cela  est 
inévitable.  Il  est  aussi  impossible  de  faire  un  Traité 
complet  qu'une  collection  complète  dans  quelque  genre 
que  ce  soit.  C'est  ce  que  l'Auteur  a  d'ailleurs  bien  com- 
pris, (c  Je  voudrais,  dit-il,  pouvoir  offrir  aux  jeunes  Géo- 
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»  mètres  Je  moyen  d'étudier  les  travaux  des  maîtres  de 
))  la  science  sans  être  jamais  arrêté  par  rîgnoraoce  des 
»  principes  sur  lesquels  ils  reposent;  mais  un  tel  pro- 
»  gramme  s'étendrait  presque  sans  limites,  et  j'ai  du  me 
»  borner,  dans  la  limite  de  mes  forces  et  de  mon  érudi- 
))  tion,  à  aplanir  pour  eux  les  premiers  pas.  On  peut 
»  faire  beaucoup  mieux,  sans  doute,  mais  sans  parvenir, 
»  j'en  ai  la  conviction,  à  surmonter  toutes  les  difficultés. 
»  Peut-être  même  aurait-on  tort  de  le  regretter  \  rien  ne 
»  peut  suppléer  à  Tétude  directe  des  grands  maîtres,  et 
»  en  aidant  les  jeunes  gens  à  s'en  affranchir  trop  long- 
»  temps,  il  pourrait  arriver  qu'en  facilitant  leurs  études 
»  on  retardât  en  eux,  pour  bien  longtemps  peut-être,  le 
»  développement  de  l'esprit  d'invention  «  n 

Et  Pbotjhbt. 

(  Extrait  de  la  Revite  de  l  *lnsiruciion  publique  du  3  noYembre  1864.) 


NOUVSLLB    A&ITHMÉTtQtïE    THÉORIQOB   BT  PRATIQUE;    par 

E.^A.  Tamier,  Docteur  es  Sciences,  Officier  de  Pin- 
struction  publique.  Chevalier  de  la  Légion  d'honneur, 
Inspecteur  de  l'Instruction  primaire  à  Paris.  3*  édition. 
In-ia  de  290  pages.  Paris,  i864* 

Ce  Traité  d'Arithmétique  se  recommande  par  l'ordre 
des  idées,  la  clarté  du  style  et  la  simplicité  de  l'exposition: 
la  science  y  est  mise  à  la  portée  du  sens  commun.  Il  est 
vrai  qu'on  n'y  trouve  aucune  dissertation  profonde  sur  la 
nature  des  nombres  et  des  opérations  auxquelles  on  les 
soumet  :  pour  ma  part,  je  ne  le  regrette  pas.  La  préten- 
tion à  la  profondeur  des  pensées  nous  a  déjà  valu  assez 
d'écrits  inintelligibles,  dont  les  auteurs  semblent  se  croire 
d'autant  plus  profonds  qu'ils  sont  plus  obscurs.  Ce  qu'il 
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y  a  de  mieux  établi  dans  des  écrits  de  ce  genre,  c'est  que 
leurs  auteurs  ne  sont  pas  parvenus  sans  peine  à  rendre 
confuses  et  difficiles  les  notions  les  plus  simples. 

L'Arithmétique  de  M.  Tarnier  est  divisée  en  six  Livres. 
Le  premier  comprend  le  système  de  numération  déci- 
male et  les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les 
nombres  entiers.  Quelques  considérations  préliminaires 
très-courtes  se  rapportent  au  nombre  et  à  Tunité;  les  dé- 
finitions que  Tauteur  en  a  déduites  formulent  en  termes 
clairs  et  précis  des  idées  qui  se  trouvent  dans  l'esprit  de 
tout  le  monde.  Le  système  de  numération  est  exposé  avec 
beaucoup  de  soin,  et  les  opérations  expliquées  avec  toute 
la  simplicité  possible. 

Le  second  Livre  traite  des  fractions  ordinaires.  Rien 
de  ce  qui  peut  en  faciliter  l'étude  n'a  été  négligé.  Chaque 
opération  est  nettement  définie;  les  énoncés  des  règles 
pratiques  sont  toujours  accompagnés  d'exemples;  les 
théories,  réduites  à  leurs  principes  fondamentaux,  ne 
contiennent  aucune  de  ces  propositions  accessoires  dont 
on  peut  à  son  gré  augmenter  ou  diminuer  le  nombre,  et 
qui  donnent  à  Fexposition  des  éléments  d'tme  science  le 
caractère  d'une  œuvre  de  fantaisie. 

Le  troisième  Livre  a  pour  objet  les  fractions  dédmales* 
Les  propriétés  et  les  règles  du  calcul  des  nombres  déci-» 
maux  ont  été  établies  d'une  manière  simple  et  naturelle^ 
en  écrivant  ces  nombres  sous  la  forme  de  fractions  à  deux 
termes.  La  réduction  en  décimales  d'un  quotient  ou 
d'une  fraction  ordinaire  a  donné  lieu  à  d'utiles  remar- 
ques sur  la  détermination  des  valeurs  approchées. 

Le  quatrième  Livre  contient  l'exposé  très-complet  et 
très-dé  taillé  du  système  légal  des  poids  et  mesures.  Des 
figures  de  Géométrie  intercalées  dans  le  texte  mettent  en 
évidence  les  relations  de  grandeurs  qui  existent  entre 
les  différentes  Unités  de  superficie,  et  servent  à  détermi< 
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lier  facilement  les  rapports  des  différentes  unités  de  vo- 
lume. C'est,  sans  aucun  doute,  le  moyen  le  plus  sûr 
d'empêcher  que  Ton  ne  confonde  le  décimètre  carré  avec 
le  dixième  d'un  mètre  carré,  le  décimètre  cube  avec  le 
dixième  d'un  mètre  cube^  Texpérience  a  fait  voir  que 
celte  précaution  n'a  rien  d'exagéré. 

On  trouve  dans  le  cinquième  Livre  tout  ce  qu'il  est  im- 
portant de  connaître  au  sujet  des  nombres  complexes 
provenant  des  divisions  du  temps;  et,  dans  le  sixième,  la 
théorie  élémentaire  des  grandeurs  proportionnelles,  sui- 
vie de  ses  applications  aux  questions  d'intéi^t,  d*es» 
compte^  à^associaliony  de  mélange  et  A"^ alliage. 

L'Ouvrage  est  terminé  par  plusieurs  Notes  intéres- 
santes. Je  mentionnerai  particulièrement  celles  qui  con- 
cernent les  instruments  de  pesage  et  le  nouveau  titre 
monétaire. 

Quelques  propriétés  des  nombres  ont  été  seulement 
énoncées;  l'auteur  renvoie  pour  leur  démonstration  à 
l'un  de  ses  autres  Ouvrages.  Le  Traité  dont  je  viens  de 
rendre  compte  s'adresse  principalement  aux  commen- 
çants; il  renferme  toutefois  les  connaissances  exigées  pour 
l'obtention  du  grade  de  Bachelier  es  Lettres^  et  convient 
d'ailleurs  parfaitement  aux  élèves  des  Ecoles  industrielles 
et  du  commerce*  G. 
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SCHROETER,  professeur  à  l'Université  de  Breslau 443 

SELLERON 267 

SERRET( Paul),  docteur  es  sciences 49  et  iSi 

SMET^AMAR,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (admis  le  46«  à  l'École 

Polytechnique  et  le  9*^  à  l'École  normale) 139,  388,  391  et  39S 

SMITH  jUMoa,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand 33o 


(575) 

Pages. 

STOULS,  élève  de  l'École  SainUClément,  à  Metz 446 

TIVOLLIER,  élÔTO  du  lycée  de  Lyon  (admis  le  gS*  à  TÉcole  Poly- 
technique)      75»  367,  337,  328  et  33o 

TOUBINS,  professeur  de  Lons-le-Saulnier 187  et  544 

TRANSON  (Abbl),  répétiteurh  l'École  Polytechnique 389  et  458 

TRAVELET,  élève  du  lycée  de  Besançon  (reçu  le  5^  à  VÉcole  Poly- 
technique)    388 

TRENQUELLEON  (  Ch  .  de),  élève  de  l'École  Normale 367  et  SSg 

TROMPARENT  (Henri),  élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (admis  le 

26®  k  l'Ecole  Polytechnique) 390 

YIALAY,  élève  du  lycée  de  Lyon 378 

VIGNERAL  (de) 73  et  367 

VIEILLARD  (Erhbst),  élère  de  l'institution  FaTart  (admis  le  43*  à 

l^École  Polytechnique) 175 

VINCENT,  membre  de  Tlnstitut 4  5« 

VIRIEU  (de),  professeur  à  Lyon 73 ,  1 43 ,  1 68,  360  et  388 

W1LLI0T,  élève  de  l'Ecole  Centrale 336  et  338 

ZBIKOTVSKI,  de  Minsk 188 

ZENTHEN 297 

Noie,  —  Sur  iSa  collaborateurs  dont  les  travaux  ont  été  insérés  ou 
mentionnés,  il  y  a  64  élèves  dont  24  ont  été  admis  à  l'École  Polytech- 
nique et  4  il  l'École  Normale. 


ERRATA. 


Page  X79,  question  81,  au  lieu  de  MI  =MN,  Usûm  Mr=IT. 

Page  J79,  question  84,  au  lieu  de  un  point  commun,  lisez  deux  point» 

communs. 
Page  i83,  question  115,  au  lieu  de  deux,  lisez  trois. 
Page  184,  question  129,  un  c6ne  et  un  cylindre,  ajoutez  du  second  degré  « 
Page  4199  ligne  17,  au  lieu  de  Sauvi,  lisez  Saori. 

Page  4i9i  ligne  20,  après  Dictionnaire  mathématique,  ajoutez  de  Klûgel. 
Page  4i9f  ligne  30,  au  lieu  de  Géométrie,  lisez  Goniométrie. 

Page  433,  ligne  9,  au  lieu  de  l.tang  (  7  +  7  )  >  ''**'  ^^B  ^"0  (  7  "^  ~  )' 

Page  437,  ligne  s  en  remontant  au  lieu  de  rewisiamo,  lisez  ravvisiamo. 
Page  444 >  question  IV,  ajoutez  que  la  fonctionydoit  être  du  degré  m—  2 

au  plus.  —  Question  712,  homothétique,  ajoutez  et  concentrique. 
Page  4^6,  ligne  i3,  au  lieu  de  a,  lisez  X. 
Page  456,  ligne  dernière,  même  correction. 


